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《理论 物理 学 教程 》( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 ,是 反 
映 经 典 物理 学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ， 于 1962 年 获得 列宁 
奖 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译 本 。 本 
教程 中 的 七 卷 是 由 诺 贝尔 物理 学 奖 获 得 者 、 苏 联 科学 院 院 士 、 伟 大 的 理论 物理 
学 家 帮 . 内 . 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 E. M_ 栗 
弗 席 效 在 20 世纪 40 一 50 年 代 陆 续 编 写 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 栗 弗 席 营 和 俄 罗 
斯 科学 院 院 士 几 . 中 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 20 世纪 60 一 70 年 代 
编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著 作 。 本 套 教 
LE ES 
观 到 宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理 论 物理 学 的 
必 备 参考 书 。 

本 书 是 《理论 物理 学 教程 》 的 第 八 卷 ， 也 是 该 教程 中 朗 道生 前 参与 撰写 的 
最 后 一 卷 ， 书 中 系统 阐述 了 连续 介质 的 电磁 场 理 论 以 及 物质 宏观 电学 和 磁 学 性 
质 的 理论 。 全 书 选材 独到 、 论 述 条 理 清 晰 。 内 容 包括 导体 和 介 电 体 的 静电 学 、 
恒定 电流 、 静 磁场 、 铁 磁性 与 反 铁 磁性 、 超 导电 性 、 准 静态 电磁 场 、 磁 流体 动 
力学 、 介 质 内 的 电磁 波及 其 传播 规律 、 空 间 色散 、 非 线性 光学 、 电 磁 波 散射 以 
及 快速 粒子 通过 物质 等 ， 许 多 内 容 为 其 他 书籍 所 少 有 。 本 书 可 作为 理论 物理 专 
业 的 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 教学 参考 书 ， 也 可 供 科 研 人 员 和 教师 参考 。 
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列 夫 . 达 维 多 维 奇 ' 朗 道 (1908 一 1968 ) 理 
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学 家 、 苏 联 科学 院 院士 、 


诺 贝 尔 物理 学 奖 获得 者 。1908 年 1 月 22 日 生 于 今 阿 塞 拜 疆 共 和 国 的 首都 巴 库 ， 





父母 是 工程 师 和 医生 。 朗 道 19 岁 从 列宁 格 勒 大 学 物理 
术 研 究 所 开始 学 术 生涯 。1929 一 1931 年 赴 德国 
麦 等 国家 进修 ， 特 别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 玻 尔 的 指引 。1932 一 1937 年 ， 朗 道 
技术 研究 所 理论 部 主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏 




















在 哈 尔 科 夫 担 任 乌 克 兰 物理 










































































E 系 毕业 后 在 列宁 格 勒 物理 技 
、 瑞 士 、 和 荷兰 、 英 国 、 比 利 时 、 

















联 科学 院 物 理 问 题 研究 所 理论 部 主任 。 朗 道 非常 重视 教学 工作 ， 曾 先后 在 哈 尔 科 
论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科普 读物 。 








夫 大 学 、 莫 斯 科大 学 等 学 校 教 授 理 















































朗 道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 
1927 年 朗 道 引 入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 矩阵 ; 1930 年 创立 电子 抗 磁性 
的 量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 朗 道 抗 磁性 ， 电 子 的 相应 能 级 被 称 为 朗 道 能 级 ) ， 

















1935 年 创立 铁 磁 性 的 磁 


相 变 的 一 般 理 论 和 超导体 的 
间 态 结构 模型 ) ; 1937 年 名 
流 理论 ( 被 称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理 


























上 畴 班 



























































相关 现象 被 称 为 朗 道 阻 











尼 





























唯 象 理论 ) ; 1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理 





























E 论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 
中 间 态 理论 ( 相关 理论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 上 明道 中 
立 原 子 核 的 概率 理论 ; 1940 一 1941 年 创立 液 氨 的 超 
论 ; 1946 年 创立 等 离子 体 振动 理论 
































; 1950 年 与 金 兹 堡 一 起 创立 超 导 理 


论 ( 金 效 堡 - 朗 道 











E 论 ，1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液 

















体 的 量子 理论 ( 被 称 为 朗 道 费 米 液体 理论 ) 并 提出 了 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 。 
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明道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院士 ， 曾 3 次 获得 苏 
得 社会 主义 劳动 英雄 称号 ， 


联 国家 奖 ; 1954 年 获 
1961 年 获得 马克 斯 。 普 朗 克 奖章 币 








0 弗 里 茨 ， 伦敦 奖 ， 





1962 年 他 与 栗 弗 席 效 合 著 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同 年 ， 他 因为 对 凝 














聚 态 物 质 特别 是 液 氨 的 7 





科学 院 院士 、 荷 兰 皇家 科学 院 院士 、 英 国 皇 家 学 会 会 员 


美国 国家 艺术 与 科学 院 院 士 、 英 国 


























和 法 国 物 理学 会 的 


























开创 性 工作 而 获得 了 诺 贝尔 物理 学 奖 。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 





美国 





司 家 科学 院 院士 、 











“ 朗 道 十 诫 ” 石 板 * 











1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆贺 朗 道 50 岁 寿 搬 ， 送 给 他 的 刻 有 朗 道 在 物理 学 上 最 重 
要 的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石板 ， 这 10 项 成 果 是 ， 

1. 量子 力学 中 的 密度 和 矩阵 和 统计 物理 学 ( 1927 年 ) 
2. 自由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 
3. 二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 年 ) 
4. 铁 磁性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ( 1935 年 ) 
5. 超导体 的 混合 态 理论 ( 1934 年 ) 
6. 原子 核 的 概率 理论 ( 1937 年 ) 
7 
8 
9 
1 

















. 氨 开 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 年 ) 
. 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ( 1954 年 ) 

. 费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 

0. 弱 相 互 作 用 的 CP 不 变性 ( 1957 年 ) 




















*Bbeccapa6 M. 史 . 几 ahnay: CTpahwmubl kun3HW. MockBa: MockoBcKkui pa6odni, 1988. 
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第 三 版 序 


了 


在 《连续 


续 介 





质 电 动力 学 》 的 这 一 版 中 ,修改 了 已 发 现 的 印刷 错误 并 做 出 
了 一 系列 解释 性 补充 , 此 外 , 为 第 126 节 添 加 了 一 个 习题 。 


我 谨 感 谢 A. GB. 安 德 烈 耶 夫 、. 也 . 加 洛 辛 斯 基 和 M. H. 卡 冈 诺 夫 , 感谢 
他 们 对 准备 本 次 再 版 时 出 现 的 问题 的 讨论 。 


开 . I. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1990 年 7 月 


第 二 版 序言 





本 书 的 第 一 版 是 25 年 前 撰写 的 。 十 分 自然 , 经 过 这 么 长 时 间 之 后 准备 第 
二 版 , 必须 对 全 书 进行 大 量 的 修订 和 补充 。 

不 过 第 一 版 所 选择 的 材料 除 极 少 量 之 外 , 直到 现在 依然 没有 过 时 。 因 此 ， 
对 于 这 部 分 内 容 , 我 们 只 作 了 相对 不 大 的 补充 和 改善 

但 是 需要 对 本 书 补充 大 量 重要 的 新 内 容 。 尤 其 是 需要 增加 物质 磁性 的 理 
论 和 有 关 光 学 现象 的 理论 ; 在 第 二 版 中 新 增 了 有 关 空 间 色散 和 非 线性 光学 的 
两 章 。 

本 版 删 去 了 第 一 版 中 有 关 电 磁 涨 落 的 一 章 , 因为 这 部 分 内 容 以 另外 的 方 
式 移 到 了 教程 的 另外 一 卷 一 一 第 九 卷 中 叙述 。 

如 同 在 修订 教程 的 其 他 各 卷 时 一 样 , 我 们 的 科学 同行 们 以 他 们 大 量 的 宝 
贵 建议 帮助 了 本 卷 的 修订 , 这些 同 事 的 人 数 实在 太 多 ,无 法 在 此 一 一 列举 他 们 
的 姓名 。 我 们 遵 对 他 们 致 以 诚挚 的 感谢 。 对 本 书 修订 提出 特别 多 建议 的 是 B. 
开 . 金 效 堡 , B. FH. 泽 利多 维 奇 和 B. II. 克拉 依 诺 夫 。 弥 足 珍贵 的 是 , 我 们 能 与 
A. B. 安 德 烈 耶 夫 , H. EE. 加 洛 辛 斯 基 和 WI. M. 栗 弗 席 效 就 修订 中 出 现 的 问题 
进行 经 常 性 的 讨论 。 对 C. 1. 瓦 因 斯 坦 和 P. B. 波 洛 温 在 修订 电磁 流体 力学 
一 章 时 给 予 的 大 力 协 助 , 我 们 要 致 以 特别 的 感谢 。 

最 后 , 我 们 要 感谢 A. C. 波 罗 维 克 - 罗 曼 诺 夫 , B. YH. 格 里 高 利 耶 夫 和 M. 
. 卡 冈 诺 夫 , 他 们 阅读 了 本 书 的 手稿 并 提出 了 一 系列 有 益 的 修改 建议 。 


E. M. 栗 弗 席 效 , 林 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1981 年 7 月 





呈献 在 读者 面前 的 《理论 物理 学 教程 》 的 这 一 卷 阐述 物质 介质 中 的 电磁 
场 理 论 以 及 物质 宏观 电学 性 质 和 磁 学 性 质 的 理论 。 由 本 书 的 目录 可 以 看 出 ， 
它 所 涉及 问题 的 范围 非常 广泛 。 

我 们 在 撰写 本 书 时 遇 到 了 相当 大 的 困难 ,这 些 困难 , 既 与 要 从 浩瀚 的 资料 
中 选取 必要 的 内 容 有 关 , 也 与 通常 对 本 书 所 包括 的 内 容 的 阅 述 缺少 应 有 的 物 
理 清晰 度 , 而 且 常 常 含有 错误 有 关 。 我 们 自己 十 分 清楚 , 本 书 的 阐述 仍然 还 会 
有 许多 缺陷 , 这 些 我 们 打算 在 今后 再 版 时 予以 改正 。 

我 们 感谢 B. 开 . 金 兹 堡 教授 , 他 阅读 了 本 书 手稿 并 提出 一 系列 有 益 的 建 
议 。 我 们 也 感谢 开 . E. 加 洛 辛 斯 基 和 呀 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 在 阅读 校 样 时 给 予 
的 帮助 。 


可 . 研 . 朗 道 , E. M. 栗 弗 席 花 
莫斯科 , 1956 年 10 月 
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81 导体 的 静电 场 


宏观 电动 力学 的 对 象 是 研究 充满 物质 的 空间 内 的 电磁 场 . 和 任何 宏观 理 
论 一 样 , 电动 力学 处 理 的 物理 量 是 对 “物理 无 限 小 ” 体积 元 所 求 得 的 平均 值 ， 
而 对 于 因 物 质 分 子 结构 而 引起 这 些 物 理 量 的 微观 变化 不 感 兴趣 . 例如 , 不 用 电 
场 强度 的 实际 “微观 ” 值 e, 我 们 将 要 研究 的 是 其 平均 值 , 这 个 平均 值 表示 为 


忆 = 五. (1.1) 


对 真空 内 电磁 场 方程 求 平均 值 , 就 得 到 连续 介质 电动 力学 的 基本 方程 . 这 
种 从 微观 方程 变换 到 宏观 方程 的 方法 , 是 由 H. A. 洛 伦 效 首先 提出 的 (H. A. 
洛 伦 效 , 1902). 

宏观 电动 力学 方程 的 形式 及 其 所 含 物理 量 的 意义 , 主要 决定 于 介质 的 物 
理性 质 以 及 场 随 时 间 变 化 的 特性 . 因此 , 分 别针 对 每 一 类 物理 对 象 推导 和 研究 
这 些 方程 是 很 合理 的 . 

大 家 知道 , 所 有 的 物体 按照 它们 的 电学 性 质 可 分 成 两 大 类 导体 和 介 
电 体 , 前 者 与 后 者 的 区 别 是 : 任何 电场 均 在 导体 内 引起 电荷 运动 , 即 产生 电 
流 吕 . 

我 们 从 研究 带电 导体 所 产生 的 恒定 电场 开始 (导体 的 静电 学 ). 首先 从 导 
体 的 基本 性 质 可 知 , 在 静电 学 的 情况 下 , 导体 内 电场 强度 必须 等 于 零 . 实际 上 ， 

@ 此 处 假定 导体 是 均匀 的 ( 指 成 分 、 温 度 等 ). 如 后 文 将 看 到 的 , 在 不 均匀 导体 内 可 
能 存在 电场 , 但 不 会 引起 电荷 运动 . 
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不 为 零 的 电场 强度 五 将 引起 电流 的 产生 ; 而 且 电 流 在 导体 内 流动 要 引起 能 量 
损耗 , 因而 自身 (没有 外 加 电源 ) 不 能 维持 定常 状态 . 

由 此 可 知 , 导体 中 的 全 部 电荷 应 该 分 布 于 导体 表面 , 因为 导体 内 部 如 果 存 
在 电荷 , 必然 在 导体 内 产生 电场 ; 电荷 在 导体 表面 的 分 布 可 以 这 样 实现 , 使 
这 些 电 荷 在 导体 内 部 产生 的 电场 互相 抵消 ， 

因此 , 导体 静电 学 的 任务 就 归结 为 确定 导体 外 真空 中 的 电场 和 确定 电荷 
在 导体 表面 的 分 布 . 

在 不 十 分 靠近 导体 表面 的 各 点 处 , 真空 内 的 平均 电场 五 事实 上 和 实际 电 
场 e 相等 . 只 在 离 导 体 很 近 处 , 因 仍 有 不 规则 分 子 场 的 影响 , 这 两 个 量 才 有 差 
别 . 但 是 , 后 一 情况 并 不 影响 平均 场 方程 的 形式 . 真空 中 精确 的 微观 麦克 斯 韦 
方程 是 


ve (1.2) 
10h 

要 全 区 3) 

rote > (1.3) 


( 式 中 h 为 微观 磁场 强度 ). 因为 假定 平均 磁场 不 存在 , 因而 导数 8h/6t 经 过 平 
均 后 变 成 零 ; 于 是 我 们 得 到 真空 内 恒定 电场 满足 通常 的 方程 : 


divE=0, rotE=0, (1.4) 
亦 即 电场 是 电势 为 p 的 有 势 场 , 电势 和 电场 强度 的 关系 为 
五 = 一 gradw， (1.5) 


并 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 : 
Ap =0. (1.6) 
电场 五 在 导体 表面 上 的 边界 条 件 可 从 方程 rot B= 0 得 出 , 这 个 方程 (和 
初始 方程 (1.3) 一 样 ) 在 导体 外 和 导体 内 都 同样 正确 . 我 们 选择 导体 表面 某 一 
点 的 法 线 方向 为 z 轴 . 于 是 在 紧邻 导体 表面 处 , 电场 分 量 Bs 达到 非常 大 的 值 
(由 于 在 很 小 的 距离 上 存在 一 有 限 电 势 差 ). 这 个 很 大 的 场 是 导体 表面 的 一 种 
性 质 , 并 且 决 定 于 导体 表面 的 物理 特性 , 但 和 我 们 所 研究 的 静电 学 问题 没有 关 


系 , 内 为 它 在 相当 于 原子 距离 的 范围 内 已 迅速 减 小 . 重要 的 是 , 如 果 导 体 表面 
OE, OP 














是 均匀 的 , 虽然 :本身 会 变 成 无 穷 大 , 党 导体 表面 的 导数 训 ， 本 仍 保持 
有 限 值 . 因此 , 由 i 
a 
(rot 五 )z = my 起 0 





包 这 由 下 面 导 出 的 方程 (1.8) 可 清楚 地 看 出 . 
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可 知 , 2 是 有 限 的 . 这 表明 , 在 导体 表面 上 已 是 连续 的 (因为 ,的 不 连续 


表明 导数 和 恋 为 无 穷 大 ) 同样 Bs 也 是 如 此 , 然而 因为 在 导体 内 总 有 已 一 0 
所 以 我 们 得 到 的 结论 是 : 在 导体 表面 上 , 外 电场 的 切 向 分 量 必须 为 零 
E,=0. (1.7) 


由 此 可 见 , 在 导体 表面 的 每 一 点 处 , 静电 场 应 垂直 于 导体 表面 ， 因 为 E = 
一 grad wp, 这 表明 在 每 一 给 定 导体 的 全 部 表面 上 , 电势 应 为 常数 . 换 句 话说 , 均 
匀 导 体 表面 是 静电 场 的 等 势 面 . 
垂直 于 导体 表面 的 电场 分 量 和 分 布 于 导体 表面 的 电荷 密度 之 间 存 在 一 个 
非常 简单 的 关系 , 这 关系 可 从 普遍 电动 力学 方程 dive = 4rp 得 出 , 这 个 方程 
在 平均 后 给 出 
div E = 4np, (1.8) 
其 中 万 是 平均 电荷 密度 . 大 家 知道 , 这 方程 的 积分 形式 表明 , 通过 闭合 表面 的 
电场 通 量 等 于 闭合 面 所 包围 的 体积 内 的 总 电荷 乘 以 4r. 把 这 定理 应 用 到 无 限 
靠近 的 两 个 单位 小 面积 所 包围 的 体积 元 上 (两 个 单位 小 面积 从 两 侧 贴近 导体 
表面 ), 并 考虑 到 在 内 侧 的 小 面积 上 = 0, 于 是 得 到 ,= 4rc, 式 中 o 是 电荷 
的 面 密 度 , 也 就 是 导体 表面 单位 面积 上 的 电筒 . 因此 , 导体 表面 的 电荷 分 布 由 
下 式 给 出 和 
0 一 trie" A (1.9) 
( 沿 导 体 表面 的 外 法 线 方向 取 电 势 的 导数 ). 导体 上 总 电荷 为 


e=—— 0 odj, (1.10) 


其 中 积分 对 导体 全 部 表面 进行 . 

所 有 静电 场 内 的 电势 分 布 都 具有 以 下 引 人 注 目的 性 质 : 势 函 数 p(x,y,z) 
只 在 电场 区 域 的 边界 上 有 极 大 值 或 极 小 值 . 这 个 定理 也 可 表述 成 这 样 的 说 法 : 
带 到 电场 内 的 试验 电荷 e 不 可 能 保持 稳定 平衡 , 因为 在 电场 内 没有 任何 一 点 
处 的 势能 ee 是 极 小 值 . 

这 个 定理 的 证 明 非 常 简单 . 例如 , 我 们 假设 在 某 一 点 4 处 (不 在 场 的 边界 
上 ) 电势 有 极 大 值 . 于 是 我 们 可 以 用 一 个 很 小 的 封闭 面 把 4 点 包围 起 来 , 在 封 


闭 面 上 各 处 法 向 导数 2 < 0, 因而 对 这 个 表面 的 积分 / ad <0. 但 是 由 于 


拉 普 拉 斯 方程 
pe 到 
1/ Bat= /spav=o 
与 假设 相 矛 盾 , 故 问题 得 证 . 


4， 第 一 章 导体 的 静电 学 
82 导体 的 静电 场 能 量 


现在 我 们 来 计算 带电 导体 静电 场 的 总 能 量 人 : 


1 
Y= | EdvV. 
去 / 。 a 





其 中 积分 对 导体 外 的 全 部 空间 进行 . 用 以 下 方式 变换 这 个 积 
1 1 s 
Y =- /Edd = -去 / avoB)av + / vdv Bav. 


由 于 (1.4) 式 , 右 端 第 二 个 积分 变 为 零 , 而 第 一 个 积分 可 以 变换 成 对 包围 场 的 
导体 表面 和 对 无 限 远 表面 的 积分 . 但 是 , 由 于 场 在 无 穷 远 处 衰减 得 相当 快 , 因 
而 后 一 个 面积 分 变 成 零 (此 处 假设 p 中 任意 常数 选择 得 使 无 穷 远 处 yp = 0). 
用 下 角 标 a 编号 导体 , 并 用 wo 标记 每 个 导体 上 恒定 电势 值 , 于 是 得 到 @ 


1 1 
Y = foe = fer 
最 后 , 根据 (1.10) 式 引入 导体 总 电荷 ea, 最 终 得 到 表达 式 
1 
2 (22) 
和 点 电荷 系统 的 能 量 表达 式 类 似 
导体 的 电荷 和 电势 不 可 能 同时 以 任意 方式 给 定 , 它们 之 间 存 在 确定 的 关 


系 . 由 于 真空 内 的 场 方程 是 线性 和 齐 次 的 , 因而 这 种 关系 也 必须 是 线性 的 , 亦 
即 可 用 以 下 形式 的 关系 式 表 示 : 


Ea 一 》 Cavpo, (2.3) 

b 
其 中 量 C。。、Cw。 具有 长 度量 纲 并 依赖 于 导体 的 形状 和 导体 之 间 的 相互 位 置 . 
量 Co6 称 为 电容 系数 , 而 量 Cus(a 关 b) 称 为 静电 感应 系数 . 特别 是 , 如 果 总 共 


只 有 一 个 导体 , 则 e = Cy, 其 中 C 是 电容 ; 电容 的 数量 级 和 导体 线性 尺度 相 
同 . 用 电荷 表示 电势 的 逆 表 达 式 是 


Pa 一 >， Cig eb, (2.4) 
b 





@ 电场 平方 BE? 并 不 等 于 导体 表面 附近 以 及 导体 内 (其 中 互 =0, 但 自然 有 e@2 关 0) 
的 实际 场 的 方 均 值 . 在 计算 积分 (2.1) 时 , 我 们 因此 略 去 了 不 感 兴趣 的 导体 的 内 能 和 电 
荷 与 导体 表面 的 亲 和 能 . 

@ 此 处 和 下 面 在 将 体积 分 变换 为 面积 分 时 必须 注意 , En 是 导体 外 法 线 方向 的 电 
场 分 量 , 这 个 方向 和 进行 体积 分 的 区 域 ( 即 导体 外 空间 ) 的 外 法 线 方向 相反 . 因此 , 在 变 
换 时 积分 的 正 负 号 改变 . 
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式 中 系数 Ci 所 组 成 的 矩阵 是 系数 Cu 所 组 成 的 矩阵 的 逆 矩 阵 
现在 来 计算 当 导体 系统 中 的 电荷 或 电势 发 生 无 穷 小 变化 时 系统 能 量 的 变 
化 . 对 初始 方程 (2.1) 作 变 分 , 我 们 得 到 


82Y = /Bsav. 
4 


这 个 表达 式 可 以 用 两 种 等 价 方法 进一步 变换 . 代 和 人 马 = 一 grady, 并 注意 到 变 
分 场 和 初始 场 一 样 满足 方程 (1.4) (因而 div5E = 0), 于 是 我 们 有 


0 Yr 


= -去 /av pHE)d 去 并 je df, 


0 (2.5) 


也 就 是 我 们 得 到 用 电荷 变化 所 表示 的 能 量变 化 . 但 是 显而易见 , 这 结果 也 就 是 
将 无 穷 小 电荷 eu 从 无 穷 远 处 (该 处 电势 等 于 零 ) 移 到 给 定 导 体 上 所 必须 做 的 
功 . 

男 一 方面 , 可 以 写 出 


8Y = 
一 -去 /a (ESwp)d Df Bud, 


或 者 写成 
8Y = 》 eabdpo, (2.6) 
也 就 是 能 量变 化 可 用 导体 电势 变化 表示 . 


公式 (2.5) 和 (2.6) 表明 , 将 能 量 对 电荷 量 求 微 商 , 我 们 就 得 到 导体 的 
电势 , 而 多 对 电势 的 导数 给 出 电荷 量 : 


oy 所 
Deo 二 Pa) Opa 


男 一 方面 , 电势 和 电荷 互 为 线性 函数 . 利用 (2.3) 式 , 我 们 有 


OY Oe 
OPpaO po Opa 





= ea. (2.7) 
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改变 微分 次 序 , 我 们 得 到 Cs. 由 此 可 见 
Ci (2.8) 
(同样 地 , 有 C1 -~ C0-1). 于 是 能 量 Y 可 以 表示 成 电势 或 电荷 的 二 次 式 : 


Y= 3 Ce = i jo Caeb. (2.9) 


这 个 二 次 式 和 初始 表达 式 (2.1) 一 样 , 必须 是 正定 的 . 从 这 一 条 件 可 导出 
系数 Cos 所 满足 的 各 种 不 等 式 . 特别 是 , 全 部 电容 系数 都 是 正 的 : 


CaS (2.10) 


(以 及 Cai >0) 
相反 地 ， 全 部 静电 感应 系数 都 是 负 的 : 


Cu <0 (ae 汉中 (2.11) 


从 下 面 简单 论证 中 已 可 以 明显 地 看 出 这 种 情况 . 假设 除 其 中 第 a 个 导体 外 ， 
全 部 导体 一 律 接地 , 也 就 是 说 , 它们 的 电势 都 等 于 零 . 于 是 由 第 a 个 带电 导体 
在 某 一 导体 5 上 所 感 生 的 电荷 等 于 es = Crapu. 感 生 电荷 的 正 负 号 和 感应 电 
势 的 正 负 号 相反 , 因而 Cu < 0. 根据 静电 场 电 势 在 导体 外 不 可 能 达到 极 大 值 
和 极 小 值 , 可 以 更 严格 地 证 明 这 一 点 . 例如 , 假设 唯一 未 接地 的 导体 的 电势 为 
ga > 0. 于 是 在 全 部 空间 内 电势 也 将 是 正 的 ， co 电势 才 达 到 最 
小 值 ( 零 值 ). 由 此 得 出 , 在 接地 导体 表面 , 电势 的 法 向 导数 2 是 正 的 ， 而 按照 
(1.10) 式 , 它们 的 电荷 是 负 的 . 

根据 类 似 考 虑 , 可 以 确认 Cl > 0. 

导体 的 静电 场 能 量具 有 某 种 极 值 的 性 质 , 这 性 质 与 其 说 是 物理 特征 , 地 宁 
说 是 一 种 形式 性 的 特征 . 为 了 导出 这 种 性 质 , 我 们 想象 导体 上 的 电荷 分 布 发 生 
了 一 无 穷 小 变化 (但 每 个 导体 的 总 电荷 不 变 ), 因而 电荷 也 有 可 能 落 入 导体 的 
内 部 ; 这 时 我 们 暂且 不 管 这 种 电荷 分 布 实际 上 不 可 能 是 稳定 的 . 现在 我 们 来 研 
究 积 分 


Y= 到 /Pear 
8 
的 相应 变化 , 这 个 积分 现在 必须 扩展 到 全 空间 , 包括 导体 本 身 的 体积 在 内 ( 因 
@ 我 们 也 可 以 证 明 , 在 (2.9) 式 为 正 值 的 条 件 中 还 出 现 不 等 式 : CoaCss > C2 
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为 电荷 移动 以 后 , 电场 五 一 般 说 来 在 导体 内 部 也 不 为 零 ). 我 们 写 出 
6 = -去 | sad- dBdv 
1 
- 亏 由 div(p8E)dV + 上 0 


其 中 第 一 个 积分 变换 成 对 无 穷 远 表 面积 分 以 后 成 为 零 . 在 第 二 个 积分 内 , 由 于 
(1.8) 式 , 我 们 得 到 div 5E = 4r57, 因此 ， 


8Y = J pépdV 


但 是 , 如 果 2 对 应 于 真实 的 静电 场 的 势 , 这 个 积分 为 零 , 因为 在 这 种 情况 下 在 
每 个 导体 内 部 , p = 常数 , 而 积分 f spav 对 导体 的 全 部 体积 积分 后 等 于 零 


为 导体 的 总 电荷 保持 不 变 . 

由 此 可 见 , 和 电荷 沿 导体 体积 作 其 他 任何 分 布 时 所 产生 的 电场 能 量 比较 ， 
真实 的 静电 场 能 量 为 极 小 值 @ (汤姆 孙 定 理 ). 

具体 地 说 , 从 这 个 定理 可 以 得 出 这 样 的 结果 : 将 不 带电 的 导体 引入 给 定 电 
荷 (带电 导体 ) 的 电场 内 , 则 使 电场 总 能 量 减 小 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 要 比 
较 一 下 未 带电 导体 引入 后 所 建立 的 真实 电场 能 量 和 相应 于 被 引入 导体 上 不 在 
在 感 生 电 荷 时 的 虚 电 场 能 量 就 足够 了 . 第 一 种 能 量 因为 是 可 能 的 极 小 值 ,所 以 
小 于 第 二 种 能 量 , 而 后 者 则 和 原来 电场 能 量 相 等 (因为 不 存在 感 生 电荷 , 电场 
“ 透 入 ”导体 内 部 而 无 任何 变化 ). 这 一 结果 也 能 够 表述 成 另 一 种 形式 : 离 电荷 
系统 很 远 的 不 带电 导体 , 会 受到 电荷 系统 的 吸引 . 

最 后 可 以 证 明 , 移 人 静电 场 内 的 导体 (带电 的 或 不 带电 的 ) 仅 在 电力 作用 
下 一 般 不 可 能 处 于 稳定 平衡 . 这 个 论断 推广 了 前 一 节 末 尾 所 证 明 的 点 电荷 的 
相似 定理 ; 联合 使 用 点 电荷 的 这 个 定理 和 汤姆 孙 定 理 , 就 可 以 得 出 这 种 论断 ; 
我 们 在 这 里 不 准备 对 此 作 相 应 讨论 . 

用 公式 (2.9) 来 计算 各 个 导体 彼此 分 开 有 限 距离 的 导体 系统 的 能 量 是 非 
常 方 便 的 . 但 是 , 要 计算 处 于 均匀 外 电场 E (可 以 想象 为 由 无 穷 远 处 电荷 所 产 
生 的 ) 中 的 未 带电 导体 的 能 量 , 则 需要 作 特 别 研究 . 根据 (2.2) 式 , 这 一 能 量 等 
于 多 = eyp/2, 其 中 e 是 产生 电场 的 远 处 电荷 , 而 yp 是 所 研究 导体 在 电荷 e 所 
在 点 处 所 产生 的 电势 (从 Y 内 消去 了 电荷 e 在 其 自身 产生 的 场 内 的 能 量 ， 
为 它 与 我 们 要 计算 的 导体 能 量 无 关 ). 导体 的 电荷 虽然 等 于 零 , 但 在 外 电场 作 
用 下 , 导体 得 到 电 偶 极 矩 , 我 们 用 多 表示 它 . 大 家 知道 , 电 偶 极 子 在 离 其 很 大 

@ 在 此 我 们 就 不 给 出 证 明 我 们 所 指 的 确 是 极 小 值 而 不 是 一 般 的 极 值 的 简单 论证 
TF 





8. 第 一 章 导体 的 静电 学 





距离 7 处 的 场 势 是 w= 多 .7/r3. 因此 
€ 
Y= ma “人 
但 是 -er/r 正 是 电荷 e 所 产生 的 电场 强度 @. 所 以 
多 = -52 (2.12) 


因为 所 有 场 方程 都 是 线性 的 , 因而 十 分 显然 , 偶 极 矩 多 的 分 量 是 电场 强 
度 E 的 分 量 的 线性 函数 . 多 和 驰 间 比例 系数 的 量 纲 是 长 度 的 立方 , 因而 和 导 
体 体 积 成 正比 : 
DP; = Voir Eh, (2.13) 
式 中 系数 aik 只 与 导体 的 形状 有 关 . Yaik 的 总 体 组 成 一 个 张 量 , 称 为 物体 的 
极 化 张 量 . 这 个 张 量 是 对 称 的 : aik = auwi (这 一 论断 的 证 明 在 811 中 给 出 ). 相 
应 地 , 能 量 (2.12) 可 以 写成 下 列 形式 : 


Y = -Yaakeiek (2.14) 


习 题 
1. 试用 系数 Cup 表示 由 两 个 所 带电 荷 分 别 为 上 e 的 导体 的 互 电 容 C. 
解 : 两 个 导体 的 互 电容 定义 为 下 列 关系 式 中 的 系数 : 
e=C(p2 — Pp1) 
于 是 导体 系统 的 能 量 用 C 表示 为 WH =e2/2C. 和 (2.9) 式 比 较 , 我 们 得 到 


= Cn -2Ci2 + Ca = ee 
2. 设 点 电荷 e 位 于 接地 导体 系统 附近 的 O 点 处 , 并 在 这 些 导 体 上 感 生出 
电荷 ea. 如 果 电 荷 e 不 存在 , 而 其 中 一 个 导体 (第 a 个 ) 的 电势 为 p' (其 余 导 
体 仍 接地 ), 则 在 O 点 处 的 势 为 pb. 试用 g/l 和 yh 表示 电荷 ea. 
解 : 如 果 导 体 上 的 电荷 ea 使 导体 得 到 电势 pa, 而 电荷 el/ 使 导体 得 到 电 
势 p/, 则 从 (2.3) 式 可 知 : 


Dpae,, 一 》 paCospb 一 >», hea. 
Q ab a 


我 们 把 这 一 关系 式 应 用 到 由 所 有 导体 和 一 个 点 电荷 e (把 后 者 看 作 小 线 度 导 
体 的 极限 情况 ) 所 构成 系统 的 两 种 状态 . 在 一 种 状态 中 有 电荷 e, 导体 上 电荷 
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Oe 
为 ea, 电势 为 pu = 0. 在 另 一 种 状态 中 , 电荷 e = 0, 但 有 一 个 导体 的 电势 为 
pa 关 0. 于 是 得 到 epb 十 ea 二 0, 由 此 得 





站 
二 EX 

ea 三 一 一 . 
Pa 


例如 , 若 电 荷 e 至 半径 为 a 的 接地 导体 球 中 心 的 距离 为 7(7> Qa), 则 ph)= wp 
而 在 球 上 感 生 的 电荷 为 





9 
1S 


ea 
ea 二 一 一 . 


作为 另 一 个 例子 ,我们 来 研究 两 个 接地 的 半径 分 别 为 a 和 bb 的 同心 球 间 
的 电荷 e (电荷 在 离 球 心 7 处 ,而 且 a <r<b). 若 外 球 接地 ,而 内 球 充 电 到 电 
势 为 wa, 则 在 距离 7 处 的 电势 等 于 


Py /1/ 王 1/ 2 
Po foal] a 一 1/ 
因此 , 电荷 e 在 内 球 上 感 生 的 电荷 等 于 





7r(b—a) 
同 理 , 在 外 球 上 感 生 的 电荷 为 


Re nd 


r(b—a) 
3. 设 有 电容 分 别 为 C1 和 Cos 的 两 个 导体 相隔 距离 为 ", 而 7 大 于 导体 本 
身 的 线 度 . 试 确定 系数 Cp. 


解 : 若 导 体 1 带 的 电荷 为 el, 导体 2 不 带电 , 则 在 初次 近似 下 , p1 


a 
oa = 这 里 我 们 略 去 了 导体 2 上 的 电场 变化 和 它 的 极 化 强度 . 于 是 Ciil 
去 ， CO 一 -， 类 似 地 ,Ca = 


了 工 . 由 此 求 得 系数 Cab 为 @ 
C2 


CiC: C1C. 
Cu -a (1+ 宇 )， Co = -一 一 


， Co22 = 02 +9) 
六 r 
4. 试 确定 圆 截面 细 导 线 做 成 的 圆 环 的 电容 CO ( 环 半 径 为 b, 导线 截面 的 半 
径 为 a, 而 b 渤 a). 











和 宕 次 将 高 2. 


@ 在 一 般 情 况 下 , 展开 式 的 后 续 项 比 前 面 写 出 的 项 高 一 次 矢 (对 2 而 言 ) 但 是 , 若 
把 "看 成 是 两 个 导体 的 “电荷 中 心 " 间 的 距离 (对 球 为 几何 中 心间 的 距离 ), 则 后 续 项 的 
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解 : 由 于 圆 环 很 细 , 在 它 表 面 附近 的 电场 和 由 同样 的 电荷 分 布 于 圆 环 轴 
线 上 所 产生 的 电场 相等 (这 对 于 直 圆 柱 体 是 精确 的 ). 因此 圆 环 电势 为 


e & 


Po pnb 


其 中 7 是 环 面 上 给 定点 至 其 轴线 元 dl 的 距离 , 积分 对 轴线 进行 . 我 们 把 积分 
分 成 两 个 区 域 :7 信和 7> 人 A 人, 其 中 人 是 这 样 一 个 距离 , 即 a < 信之 0b. 于 是 
在 r < 人 时, 可 以 假设 圆 环 的 这 一 段 是 直线 , 因而 


dl A -dl 2 
be sD | 
A>r 了 _A VL+a? a 


在 区 域 + > A 内 , 可 以 略 去 导线 厚度 不 计 , 也 即 是 假设 7 就 是 圆 环 轴线 上 两 点 


间 的 距离 . 于 是 
dl rr bdp 
一 二 2 —21n 
I 这 25sin(2]/2 — tan 下 rE 


式 中 是 弦 7 对 环 心 所 张 的 角 , 而 积分 下 限 由 2bsin ( 字 ) 二 入 得 出 , 由 此 得 到 
po 污 A/b. 将 积分 的 两 部 分 相 加 , 量 A 自动 消去 , 最 后 得 到 圆 环 电容 C 二 上 


的 表达 式 为 和 
mo 


ey 
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ee 舍 定 边界 条 件 下 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 普遍 方法 , 是 由 数学 
物理 的 有 关 章 节 人 研究 的 , 详细 叙述 这 些 方 法 不 是 我 们 的 目的 . 在 本 节 中 ,我们 
Si 比较 简单 的 方法 和 求解 一 些 有 独立 意义 的 典型 问题 2. 
1. 镜像 法 确定 处 于 充满 了 半空 间 的 导电 介质 之 外 的 一 个 点 电荷 e 所 产 
ie 是 应 用 所 谓 镜像 法 的 最 简单 的 例子 . 这 个 方法 的 基本 思想 是 选择 
这 样 一 些 附加 的 虚 点 电荷 , 使 给 SS a ey 定 实 电荷 
一 起 产生 的 电场 的 一 个 等 势 面 重 合 .在 现在 的 情况 下 要 做 到 这 设想 在 位 
@ 许多 比较 复杂 问题 的 解法 , 可 参阅 W. R. 斯 迈 思 的 书 和 T.A. 格林 伯 格 的 专著 : 
W. R. Smythe: Static and Dynamic Electricity (1954) (中 译本 : 斯 迈 思 . 静电 学 和 电动 力 
学 (上 、 下 册 ). 戴 世 强 , 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1981, 1982); Tpunbepz TA. M36panHpre 


BOIIPOCPI MaATEMATHYUECKOi TeODHH 3NeKTPHYUECKUX UU MArHUTHLIX ABAEHU# — M.: M31n. 


AH CCCP, 1948. 
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于 点 e 的 导电 介质 边界 平面 的 镜面 反射 点 放 上 虚 电 荷 e' = -e. 电荷 e 和 它 的 
“镜像 ”e: 所 产生 的 电势 为 
p=e(:- 志 )， (3.1) 
训 7 


其 中 7 和 7 分 别 为 观测 点 至 点 电荷 e 和 e' 的 距离 . 在 边界 平面 上 7 = 7/， 
而 电势 具有 恒定 值 p = 0, 于 是 必要 的 边界 条 件 实际 上 已 被 满足 , 故 (3. 1) 式 给 
出 了 所 提问 题 的 解 . 我 们 注意 到 , 电荷 e 被 吸 向 导体 的 力 为 ez/(2a? (镜像 力 )， 
而 相互 作用 能 等 于 -e?/(49. 

点 电荷 e 所 感 生 的 面 电 荷 在 边界 平面 上 的 分 布 , 由 下 式 得 出 : 


工 0p| ena 


4n On | 2r73， (3 


3 本 一 一 





pt 


式 中 , a 是 电荷 至 平面 的 距离 . 容易 证 明 , 在 边界 平面 上 的 总 电荷 等 于 


/dy 一 一 6) 
这 正 是 应 得 到 的 结果 . 

其 他 电荷 在 原来 不 带电 的 绝缘 导体 上 所 感 生 的 总 电荷 ,不 言 而 喻 , 仍然 等 
于 零 . 因此 , 在 现在 情况 下 , 如 果 导 电介质 (实际 上 是 大 导体 ) 是 绝缘 的 , 则 必 
须 设想 , 除 电 和 荷 -~e 外 , 还 感 生出 了 电荷 +e, 但 由 于 后 者 分 布 在 很 大 的 导体 表 
面 上 , 因而 其 电荷 密度 几乎 为 零 . 

其 次 ,我 们 来 研究 一 个 更 为 复杂 的 问题 , 即 球形 导体 附近 的 点 电荷 e 所 产 
生 的 电场 . 要 解决 这 个 问题 , 我 们 使 用 下 面容 易 用 直接 计算 证 明 的 结果 . 两 个 
点 电荷 e 和 -e' 所 产生 的 电势 


e ee 


Vea 


在 半径 为 R 的 球面 上 变 为 零 , 这 个 球面 的 球 心 在 连接 e 和 e' 连 线 的 延长 线 
上 , 球 心 至 这 些 点 电荷 的 距离 分 别 为 1 和 4 而且 1, 1，R 满足 等 式 1/1' = 
(@/e), RR? =U. 

首先 假设 , 球形 导体 保持 等 势 状 态 p = 0 ( 球 接地 ). 于 是 距离 球 心 为 1 的 
点 电荷 e (在 图 1 中 4 点 处 ) 在 球 外 所 产生 的 电场 , 将 和 两 个 点 电荷 实 电 
荷 e 和 放 在 球 内 (4 点 ) 距离 球 心 为 1 的 虚 电 荷 -e' 一 一 所 组 成 的 系统 产生 
的 电场 相同 , 而 且 





Vs (3. 3) 


这 个 场 的 电势 为 
p= (3.4) 
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(和 如 图 1 所 示 ). 这 时 在 球面 上 感 生出 不 为 零 的 总 电荷 等 于 -e'， 电荷 和 
球形 导体 的 相互 作用 能 等 于 





ee’ e2R 
7 0 
电荷 被 吸 向 球 的 力 为 
到 二 OY _ e2lR 


7 








图 1 


如 果 球 形 导体 保持 总 电荷 等 于 零 ( 球 被 绝缘 , 并 不 带电 ), 则 必须 再 引进 一 
个 虚 电荷 , 使 球面 上 所 感 生 的 总 电荷 等 于 零 , 同时 不 应 破坏 球面 上 电势 不 变 的 
条 件 . 把 电荷 +e' 放 在 球 心 上 就 可 以 做 到 这 点 . 这 样 一 来 , 所 求 电场 势 由 下 式 
得 出 : 

p= 二 一 一 二 十 一 . (3. 6) 


这 种 情况 下 的 相互 作用 能 是 
ee' /1 1 e2R3 
v= 等 (}-5) ~ 372002 — R2) 0 


最 后 , 若 电荷 e 在 导电 介质 内 的 球形 空 腔 内 (图 1 的 4 点 处 ), 则 空 腔 内 
的 电场 将 和 电荷 e 及 其 在 球 外 4 点 处 “镜像 ”所 产生 的 电场 相等 (和 导体 接地 
或 被 绝缘 无 关 ): 


e eR 


2. 反 演 法 有 这 样 一 种 简单 方法 , 它 使 我 们 在 许多 情况 下 可 以 根据 一 个 
静电 学 问题 的 已 知 解答 求 出 另 一 个 问题 的 解答 . 这 种 方法 的 基础 是 拉 普 拉 斯 
方程 对 确定 的 变量 变换 的 不 变性 . 

在 球 坐标 系 下 , 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 为 


1 0 
让 (" 守 ) + 让 7 人 AP = 0 
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式 中 An 表示 拉 普 拉 斯 算 符 的 角度 部 分 . 容易 证 明 , 如 果 按 照 下 式 


R? 
7 一 3 (3.9) 


用 新 变量 ” 代 换 原来 的 变量 7 ( 称 为 反 演 变换 ), 同时 用 满足 下 式 的 p' 代 换 未 
知 函 数 y， 


r’ 


p= 
R 
其 中 R 是 量 纲 为 长 度 的 常量 ( 即 反 演 半径 ), 则 上 述 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 仍然 
不 变 . 因此 , 若 函 数 p(7) 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 则 函数 


Ym) = 3v ( 启 " (3.11) 


(3.10) 


rr/ 


是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 

假设 我 们 已 知 由 具有 同一 电势 yo 的 导体 系统 与 一 个 点 电荷 系统 所 产生 
的 静电 场 问题 的 解 . 电势 p(r) 通常 是 这 样 确定 的 , 即 让 其 在 无 穷 远 处 为 零 . 但 
是 , 我 们 现在 以 在 无 穷 远 处 趋 于 -wo 来 确定 we(r); 于 是 在 导体 上 w= 0. 

现在 我 们 来 前 明 , 什么 样 的 静电 学 问题 可 以 利用 变换 后 的 函数 (3.11) 解 
出 . 首先 , 改变 所 有 延展 性 导体 的 形状 及 其 相互 位 置 . 于 是 导体 表面 上 电势 不 
变 的 边界 条 件 自动 得 到 满足 , 因为 p = 0 时 , w' 也 将 等 于 零 . 其 次 , 改变 所 有 点 
电荷 的 位 置 及 其 数值 .于 是 在 点 ro 处 的 电荷 移 到 点 rb = (有 2z/ra)ro 处 , 并 得 到 
电荷 e', 这 个 电量 可 用 以 下 方式 求 出 . 当 7 一 ro 时 , 电势 p(7) 按照 p = e/lsr| 
的 规律 变 成 无 穷 大 , 其 中 sr = "一 70. 另 一 方面 , 对 关系 式 = (R2/r?)r' 求 微 
分 , 我 们 发 现 , 小 差 值 sr 与 5r'=7' 一 7l 的 绝对 值 之 间 存 在 下 列 关 系 : 


4 
(8m)2 = (gr')?. 
70 


因此 , 当 m' 一 mw 时 , 函数 yp/' 按 
1 上 了 
? Tor Alor 
的 规律 趋 于 无 穷 大 , 相应 的 电荷 为 


1 
R 
de (3.12) 


最 后 研究 函数 pg'(7') 在 坐标 原点 附近 的 行为 . 7' = 0 的 点 对 应 于 7 一 co. 但 是 
当 7 一 co 时 , 图 数 p(7) 趋 于 一 po. 因此 , 当 m 一 0 时 , 函数 2' 按照 
1/ _ Rypo 


Tr/ 
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的 规律 变 成 无 穷 大 , 这 表明 在 ” = 0 点 处 有 电荷 eo = 一 Rwpo. 
我 们 这 里 指出 反 演 变换 时 某 些 几何 图 形 是 如 何 变换 的 . 球 心 在 点 ro 处 
半径 为 a 的 球面 的 方程 为 


(一 70)2 = a2. 


进行 反 演 变换 后 , 我 们 得 到 方程 : 


2 小 
人 一 ro) = 
这 个 方程 在 乘 以 r? 并 重组 各 项 后 变 成 下 列 形式 : 


(7 0 2 Q/2 


) 


其 中 
y R2ro aR? 
"0 7 
由 此 可 见 , 我 们 重新 得 到 半径 为 a' 而 球 心 在 m 点 处 的 另 一 个 球面 . 如 果 原 来 
的 球面 通过 坐标 原点 (a = ro), 则 % = co; 在 这 种 情况 下 , 球面 变 成 垂直 于 ro 


方向 的 平面 , 并 且 距 离 坐 标 原点 


(3.13) 





[2 rel 


R? R? 
国 Q 十 70 于 2a 
3. 保 角 映射 法 只 和 两 个 笛 卡 儿 坐 标 (z、y) 有 关 的 场 称 为 平面 场 . 解 平 
面 静 电学 问题 的 有 力 工具 是 复 变 函数 理论 . 应 用 这 一 理论 的 根据 如 下 . 
真空 中 的 静电 场 满足 两 个 方程 : rotE==0 和 div 0. 由 第 一 个 方程 ， 
我 们 可 以 按照 巨 = -gradop 引进 电势 . 第 二 个 方程 表明 ,除了 vo 以 外 , 我 们 也 
可 以 按照 吾 =rot4 引 进 电 场 的 “矢量 势 ”4. 在 平面 场 情况 下 , 矢量 瑟 在 zy 
平面 内 , 并 且 只 和 这 两 个 坐标 有 关 . 相应 地 , 可 以 这 样 选择 矢量 4, 使 它 处 处 
与 zy 平面 垂直 . 于 是 电场 强度 分 量 可 表示 成 p 或 4 的 导数 的 形式 : 
p=_ 汉 - 纵 = OA 
3 Dr Oy’” 7 Oy 0% 
但 是 函数 和 4 的 导数 之 间 的 这 种 关系 式 , 从 纯 数学 观点 看 来 , 和 众所周知 
的 柯 西 - 黎 曼 条 件 相 同 . 柯 西 - 黎 曼 条 件 所 表达 的 是 复 表 达 式 
w= wp—iA (3.15) 
乃 是 复 宗 量 z = x 十 iy 的 解析 函数 这 样 一 个 事实 . 这 意味 着 图 数 w(z) 在 每 一 
点 处 都 有 确定 的 导数 , 而 与 取 导 数 的 方向 无 关 . 例如 , 在 z 轴 方 向 求 微 商 . 我 们 
得 到 


/ 1 
70 一 Q 





(3.14) 
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或 者 a 
ww 
本， 洁 —Ez + ib,. (3.16) 
函数 w 称 为 复 势 . 
电力 线 由 方程 
dr dy 
E 互 
确定 . 把 Bs 和 EE, 通过 4 的 导数 表示 出 来 , 我 们 把 这 个 方程 改写 为 
04 04 
dz + dy =dA=0, 


由 此 得 出 A(z, 切 = const. 因此 , 函数 w(z) 的 虚 部 的 等 值 线 代表 电力 线 , 这 个 
函数 的 实 部 的 等 值 线 就 是 等 势 线 . 这 两 族 线 互 相 正 交 已 由 初始 关系 式 (3.14) 
保证 , 根据 这 些 关 系 式 ， 

aea4 ,aea4 1 

oz Or Oy Ovy 

无 论 是 解析 函数 w(z) 的 实 部 还 是 虚 部 都 同样 地 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 

此 , 也 可 以 同样 地 取 Imw 作为 电势 . 相应 地 , 这 时 电力 线 由 方程 Rew = 常数 
给 出 . 在 这 种 情况 下 , 代替 (3.15) 式 , 我 们 得 到 


w= 4 十 ip. 
通过 某 一 段 等 势 线 的 电场 强度 通 量 由 积分 


pe 
f Ba=—f Fd 


给 出 , 式 中 di 为 等 势 线 线 元 , 而 是 其 法 线 方向 . 根据 关系 式 (3.14), 我 们 有 


8 - _94 ,同时 正 负 号 的 选择 表明 ,如果 从 nn 方向 看 去 , 则 ! 的 正方 向 指向 
左 方 . 因此 


04 
l= ¢$ —dl= A — 
fea A dl 2 一 41， 


其 中 A1 和 hs 是 等 势 线 线段 两 端的 4 值 . 特别 是 通过 闭合 回路 的 电场 通 量 
等 于 4re, 其 中 e 是 这 一 回路 所 包围 的 总 电荷 (相对 于 沿 z 方向 的 单位 长 度 导 
体 ). 因此 ， 
志 A4， (3.17) 
式 中 A4 是 4 沿 逆 时 针 方 向 绕 闭 合 等 势 线 一 圈 的 变化 . 
复 势 的 最 简单 的 例子 , 是 带电 的 直 导 线 (和 z 轴 相 合 ) 的 电势 . 这 个 场 的 
强度 由 公式 
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给 出 , 式 中 7,9 是 zy 平面 内 的 极 坐标 , 而 e 是 单位 长 度 导 线 上 的 电荷 . 相应 的 
复 势 为 
w= —2elnz = —2elnr — 2ied. (3.18) 


若 带 电导 线 不 通过 坐标 原点 , 而 是 通过 (zo,yo) 点 , 则 复 势 为 
w= —2eln(z — z0), (3.19) 


其 中 2 = zo 十 iyo. 

从 数学 的 观点 看 来 , 函数 关系 w = w(z) 实现 了 复数 z 平面 在 复数 wv 平 
面 上 的 保 角 映射 . 假定 C 是 导体 在 zy 平面 的 截面 的 廓 线 , 而 wo 为 这 个 导体 
的 电势 . 从 上 面 讨论 可 知 , 确定 这 一 导体 所 产生 电场 的 问题 , 归结 为 寻求 这 样 
一 个 函数 w(z), 它 把 z 平面 内 的 廓 线 C 映射 到 ww 平面 内 平行 于 纵 坐 标 轴 的 
u = po 线 上 . 于 是 由 实 部 Rew 就 可 得 出 所 研究 的 电势 ( 若 函 数 w(z) 将 廓 线 
C 映射 到 平行 于 横 坐 标 轴 的 线 上 , 则 电势 由 函数 Imw 得 出 ). 

4. 劈 问题 为 供 参考 , 我 们 在 这 里 写 出 确定 位 于 两 相交 半 平 面 导体 之 间 
的 空间 内 的 点 电荷 e 所 产生 电场 的 公式 . 设 柱 面 坐标 系 ”0,z 的 z 轴 和 交角 
项 边 重合 , 而 9 角 从 交角 一 侧 算 起 ; 并 假设 电荷 e 在 (a,7Y,0) 点 处 (图 2), 两 平 
面 间 的 张 角 a 可 以 小 于 7 也 可 以 大 于 ,在 后 一 种 情况 下 , 电荷 位 于 劈 形 导 
体 以 外 . 











‘Y 
PT 
图 2 
电势 由 下 列 公式 给 出 : 
本 sinh ( 作 ) sinh ( | 
ce e / Ge 
QV2a7 J Sou WL osh 下 co 4 ) 
a J 
Ue (3.20) 
coshC — cosh”n 
2 2 2 
Ed ee > 0 
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在 导体 表面 上 , 即 当 0 = 0 或 a 时 ,电势 = 0 (H. M. 麦克 唐 纳 , 1895) @. 
特别 是 当 a = 2r 时 , 我 们 就 得 到 点 电荷 电场 内 的 导电 半 平 面 . 在 这 种 情 
况 下 , 积分 (3.20) 可 以 以 有 限 形式 算出 , 为 





0 一 0 十 了 
ul COS 1 COS 一 ( ) 
pla=2r 一 一 | 二 arccos | 一 一 全 一 |】 一 万 arccos | 一 一 一 一 六 一 ,， (3.21 
1 TR cosh7 Re cosh > 


R= [ao2 十 r2 十 22 -2arcos(7 一 0)]172， 


尼 = [a2 二 72 十 Zz? — 2ar cos(7y 十 0)]12. 





在 极限 情况 下 , 当 电 场 的 观测 点 趋 近 于 电荷 e 所 在 点 时 , 电势 (3.21) 取 下 列 形 
式 : 
-人 / RE TY 
PB 内 -三 2 (1+ (3.22) 


第 一 项 是 纯粹 的 库仑 势 , 当 RR 一 0 时 变 为 无 穷 大 , 而 w 是 电荷 e 所 在 点 处 由 
导体 所 引起 的 电势 变化 . 于 是 电荷 和 导电 半 平 面 的 相互 作用 能 ; 





eg/ e2 工 一 了 
一 ”一 一 一 一 一 一 一 网 过 
2 4ra (4 a) (2 
习 题 


1. 试 确定 均匀 外 电场 内 半径 为 的 未 带电 球形 导体 周转 的 电场 . 

解 : 把 电势 写 为 p= 二 po 十 91, 式 中 po 二 一 6.7 是 外 电场 的 电势 ,而 p1 是 
需要 确定 的 球形 导体 所 引起 的 电势 变化 . 由 于 球 是 对 称 的 , 函数 pl 只 能 依赖 
于 一 个 恒定 矢量 C. 在 这 种 情况 下 , 在 无 穷 远 处 为 零 的 拉 普 拉 斯 方程 的 唯一 解 
为 

1 = 一 COnst ev: = const : 
(坐标 原点 取 在 球 心 上 ). 在 球 表 面 上 ,yp 应 为 常数 ; 由 此 得 到 式 中 的 const = R3， 
于 是 

wp 一 -ercosb (1- 每 )， 


@ 该 公式 推导 可 在 H. M. 麦克 唐 纳 的 书 和 B. B. 巴 蒂 金 及 开 .H. 托 普 蒂 金 的 习题 
集中 找到 : H. M. Macdonald, Electromagnetism (1934), Bell, London, P79; Bamuezun B. B., 
Tonmveun H. H., C6opHurK 3anad IO 5JeKTDoIIHaMHKe. 一 M.: Hayrxa, 1970 (习题 205, 
206) ( 英 译本 ， V.V. Batygin and I. N. Toptygin. Problems in Electrodynamics, 2nd ed. London: 
Academic Press, 1978: 46-47, 习题 3.77, 3.78; 中 译本 : 巴 蒂 金 ， 托 普 蒂 金 . 电动 力学 习题 集 . 
汪 镇 藩 , 郑 锡 珠 , 译 . 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 , 1964: 习题 205, 206). 


.18 . 第 一 章 ”导体 的 静电 学 


0 是 EE 和 rr 间 的 夹 角 . 电荷 在 球 表 面 的 分 布 由 下 式 给 出 


总 电荷 e = 0. 
将 pl 与 电 偶 极 子 的 场 势 多 . r/jr3 比较 ,就 可 极其 简单 地 求 很 尼 的 偶 极 矩 


过 


ZF = RE. 
2. 试 确定 在 均匀 横向 电场 内 的 无 限 长 圆柱 体 周 围 的 电场 . 
解 : 采用 垂直 于 柱 体 轴 的 平面 内 的 极 坐 标 . 于 是 , 只 与 一 个 恒定 矢量 有 关 
的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 为 


CE-:r 
p1= const .€:VInr= const.—a—. 
7 


将 上 式 与 po = 7- 忆 相 加 ,并 令 式 中 const = R?, 我 们 得 到 


2 
p=—Ercos0 (4 一 瑟 
了 


(uy 
人 和 元 cos 0. 


单位 长 度 圆 柱 体 的 偶 极 和 矩 多 可 通过 将 op 与 二 维 偶 极 场 的 电势 比较 求 得 ， 
后 者 的 形式 为 


2Z .7 


2.25 . Vlny= 一 7 一 ， 
r 


因而 2 = ER?/2. 

3. 试 确定 导体 上 辟 顶 边缘 附近 的 电场 . 

St A mt de hg 
顶点 上 (图 3). 设 09 和 角 从 臂 的 一 侧 算 起 ; 导体 外 的 区 域 对 应 的 9 值 为 0 < 
2 一 00. 辟 顶 边缘 附近 的 电势 可 以 展开 为 了 的 震级 数 ， es 
开 式 内 包含 7 最 低 阶 协 的 第 一 项 (常数 项 后 面 的 项 ). 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 中 
与 7 成 比例 的 是 mcosmgb 与 rT"sinn0. 于 是 nn 最 小 而 且 当 0 二 0 或 09= 2x 一 00 
时 (在 导体 表面 上 ) 满足 条 件 p = const 的 解 是 

元 


一 Const .7 sin 7.0， n= 一 一 一 一， 
7 pe 


于 是 电场 强度 按照 mm- 上 随 7r 而 变化 . 因此 , 当 G0 <x (mn<1) 时 , 电场 强度 在 
臂 项 角 边 缘 附 近 变 为 无 穷 大 . 特别 是 对 于 很 类 的 辟 (bo 1,n 污 1/2), 忆 按照 
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7-1/2 随 了 减 小 而 增 大 . 而 在 凹 形 臂 顶 边 缘 附 近 (G0 > Nt,n > 1) 的 导体 表面 上 ， 
电场 趋向 于 零 . 

解 中 的 常数 值 只 能 从 求解 整个 场 问 题 得 出 . 例如 对 于 处 于 点 电荷 e 的 电 
场 内 的 很 尖 的 壁 ，( 321) 式 中 向 小 7 值 的 极限 过 渡 证 实 


0 
wp = const . Vr sin 3 


的 规律 , 其 中 
4eva .7 


t = 一 一 一 一 -sin 二. 
COns 元 [02 于 2 SInNn 7 


本 题 中 “ 臂 顶 边缘 附近 ”一 句 话 , 在 此 情况 下 意味 着 条 件 7 区 w 此 条 件 
满足 时 可 以 忽略 拉 普 拉 斯 方程 中 的 862p/8z2 项 

4. 试 确定 导体 表面 上 细 锥 形 尖 端 附 近 的 电场 . 

解 : 选用 球面 坐标 , 原点 选 在 圆锥 形 尖 的 顶点 上 , 取 圆 锥 轴 为 极 轴 . 设 贺 
锥 体 的 张 角 为 290 鲜 1, 于 是 导体 外 区 域 对 应 的 极 角 值 为 G0 < 9. 与 题 3 
类 似 , 现在 寻求 电势 变化 部 分 对 于 圆锥 轴 为 对 称 的 形 如 


p=7"f(0) (1 
且 n 取 最 小 可 能 值 的 解 . 将 上 式 代入 拉 普 拉 斯 方程 


1 90 / ,0p 1 0 Op 
= (rT) sin0 
Tr2 Or ( 5 -人 D0 下 


5 (ine) +n(n+1)f=0. (2) 


锥 尖 表 面 上 电势 为 常量 的 条 件 表明 , 必须 有 /bo) =0. 

我 们 来 求 小 00 时 的 解 ,假设 nn 1, 而 f(0) 的 形式 为 f= const [1 二 9)]， 
式 中 幼儿 1( 当 b 一 0, 即 对 无 穷 细 的 锥 类, 自然 可 以 期 待 在 锥 尖 周 围 几 乎 全 
部 区 域内 , yp 趋 近 于 常量 ). 于 是 得 到 外 的 方程 为 


后 , 得 出 


20 ， 第 一 章 导体 的 静电 学 





在 锥 尖 之 外 区 域内 (特别 是 当 09=x 时 ) 少 无 奇 点 的 解 为 
ww(0) =2ninsin5. 


当 09 和 ~ 90 安 1 时, 函数 小 不 再 是 小 量 . 虽然 如 此 , 我们 所 得 到 的 表达 式 仍 
然 可 以 应 用 , 因为 在 这 区 域内 , 由 于 69 很 小 , 一 般 可 以 略 去 方程 (2) 内 的 第 二 
项 . 为 了 确定 初次 近似 下 的 常数 n, 必须 使 上 面 求 得 的 函数 二 11+ 示 在 0 二 6 
时 变 为 零 . 于 是 求 得 
1 
2In0o0° 
在 趋 近 于 圆锥 尖端 时 , 电场 强度 随 7-(1-J, 亦 即 基本 上 随 工 无 限 地 增 大 ， 
5. 试 确 定 导 体 表 面 上 细 圆 锥 形 坑 附近 的 电场 . 
解 : 现在 导体 外 区 域 对 应 的 9 值 为 0<9<09o. 和 前 一 问题 一 样 , 把 p 写 
成 (1) 式 的 形式 , 但 是 在 本 题 中 nn 污 1. 因为 在 场 的 整个 区 域内 ,现在 是 9 之 1， 
于 是 方程 (2) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
ld /sdf\ ar_ 
5 三 (" 切 ) el 
这 是 贝 塞 尔 方程 , 它 在 电场 区 域内 无 奇 点 的 解 为 Jo(n9). n 的 值 由 方程 Jo(n90) 一 
0 的 最 小 根 确 定 , 由 此 得 到 
n= 2.4/0o. 


6. 试 确定 电 偶 极 子 与 平面 导体 表面 间 的 吸引 能 . 

解 : 选择 z 轴 重 直 于 导体 表面 ,并 通过 偶 极 子 所 在 的 点 ; 设 偶 极 矩 矢量 多 
在 2 平面 内 . 偶 极 子 的 “ 像 "在 -Z 点 处 并 且 具 有 偶 极 矩 2/ = Dy, 咏 / = 一 2 殉 ， 
于 是 所 要 求 的 吸引 能 相当 于 偶 极 子 与 其 “镜像 ”的 相互 作用 能 , 并 等 于 


1 


7. 试 确定 两 个 平行 无 限 长 圆柱 形 导体 单位 长 度 上 的 互 电容 ( 柱 体 半径 分 
别 为 a 和, 轴 间 距离 为 c) @ 

解 : 两 个 圆柱 体 所 产生 的 电场 , 和 通过 相应 选择 的 4 点 和 水 点 (图 二 的 
两 条 带电 导线 (在 柱 体 外 空间 内 ) 所 产生 的 电场 相同 . 导线 单位 长 度 上 的 电荷 

@@ 包 含有 大 的 自然 对 数 系数 的 更 精确 的 公式 n= 1/[2In(2/90)], 实际 上 不 能 用 上 面 
所 提示 的 简单 方法 得 到 . 但 是 , 由 于 一 些 偶然 原因 , 更 精确 的 计算 恰好 导致 这 一 公式 . 

@ 两 球形 导体 的 类 似 问题 不 能 在 有 限 形式 下 解 出 , 其 差别 在 于 : 在 两 条 平行 的 带 
电 (电荷 相等 、 符 号 相反 ) 导线 的 电场 内 , 全 部 等 势 面 为 圆柱 形 的 , 而 在 两 个 点 电荷 +e 
的 电场 内 , 等 势 面 不 是 球形 的 . 
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分 别 为 土 e', 等 于 柱 体 单位 长 度 上 的 电荷 ,而 A 点 和 A' 点 必须 在 OO' 线 上 ,以 
使 柱 体 表面 与 等 势 面 重合 . 为 此 , 距离 OA 和 0O'h' 必须 满足 以 下 关系 式 : 


OA:.0A’=a?:, O04A'.0'hA=, 


亦 即 
di(c— d2) =a2， da(c— di)= 2b. 





OA=d, 本 
0’A’=d, 


图 4 
此 时 在 每 一 个 国 周 上 距 4 点 和 A' 点 的 距离 之 比 为 常数 ; 在 国 周 1 上 ， 


I di 
r OA c-d, a 
而 在 圆周 2 上 , r'/r = d2/b. 相应 地 , 圆柱 导体 的 电势 分 别 为 





7 di d2 did2 
pi p2 = 2eln Pil en 
由 此 求 得 互 电容 C = e/(pa 一 1) 为 
I= dlidz _ c2—a?—b2 
c= 2 一 = 2arcosh 一 200 一 
特别 是 对 离开 导体 面 的 距离 为 h(h > a) 而 半径 为 a 的 圆柱 体 来 说 , 必须 令 


c= 二 b 十 h, 并 取 极 限 b 一 co; 于 是 得 到 
1 h 
5 = 2arcosh 一 


如 果 有 两 个 空心 圆柱 体 , 一 个 放 在 另 一 个 里 面 (c <b 一 a), 则 导体 外 没有 
电场 , 而 在 两 个 圆柱 体 之 间 的 空隙 内 的 电场 和 通过 4 点 和 4' 点 (图 5) 并 分 别 
带 有 电荷 +e 和 -e 的 两 条 导线 所 产生 的 电场 完全 相同 . 用 同样 方法 , 我 们 得 
到 下 面 的 结果 : 


a?2+b2—e? 


1 
© = 2arcosh Db 








8. 设 导体 边界 为 一 带 有 半球 状 凸 出 的 无 限 平面 . 试 确定 导体 表面 上 的 电 
荷 分 布 . 
解 : 在 习题 1 中 求 出 的 电势 形式 为 


RS 
p= const (1 于) 


的 场 中, 带 有 半径 7 一 忆 的 半球 吗 出 的 z= 二 0 的 平面 为 一 等 势 面 (在 这 等 势 面 
上 , p= 二 0). 因此 , 它 也 可 以 是 导体 表面 ， ee 
场 . 导体 表面 平面 部 分 的 电荷 分 布 由 公 





给 出 (我 们 假定 势 pg 中 的 const = 一 4rao, 式 中 oo 为 距 凸 出 部 分 很 远 处 的 电 
荷 密度 ). 在 西 出 部 分 的 表面 上 


+ 





r= 二 RR R 

9. 试 求 处 于 电场 内 的 导电 细 圆 柱 杆 (长 度 为 21, 半径 为 a, 而 a 之 1) 的 
电 偶 极 矩 ,电场 与 杆 的 轴 平 行 . 

解 : 设 7(z) 为 杆 表 面 单位 长 度 上 所 感 生 的 电荷 ; z 为 沿 圆 柱 杆 轴 的 坐标 ， 
坐标 原点 选 在 杆 轴 中 点 . 在 导体 表面 上 电势 为 常量 的 条 件 的 形式 为 








27 / 
| ee I 0, R= [(#—2)*+4asin? 2] 
其 中 是 通过 杆 轴 及 其 表面 上 相距 为 忆 的 两 点 的 平面 间 的 夹 角 . 在 积分 中 利 
用 恒等式 7(z') =T(z) 二 [7(z0 一 T( 习 ], 将 积分 分 为 两 部 分 . 在 积分 的 第 一 部 分 


中 , 注意 到 1 六 oa, 对 离 杆 的 两 端 不 十 分 近 的 点 , 我 们 有 


dz'do 等 12 一 22 4(12 一 z2) 
饼 lIn— dw 一 | 生计 
2 2 /3 0 a2 sin” (9/2) 中 a? 
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(此 处 利用 了 己 知 的 积分 值 / ro ge Wr 
[My 

的 第 二 部 分 积分 内 , 可 以 略 去 及 内 含有 a? 的 项 , 因为 这 并 不 会 引起 积分 的 发 

散 . 于 是 


7 对 z 的 依赖 关系 基本 上 归结 为 与 z 成 正比 ; 在 这 种 近似 下 , 上 式 中 的 积分 给 
出 ~27(2), 结果 我 们 得 到 


CC 
ln[4(12 — z2)/a?] — 2° 





T(z) = 


在 杆 的 两 端点 附近 , 这 个 表达 式 不 适用 , 但 是 对 于 计算 所 要 求 的 偶 极 和 天 , z 值 
的 这 个 区 域 并 不 重要 . 在 我 们 这 里 所 采纳 的 精确 度 下 , 我 们 有 


1 2 2 
芋 SC 2 i 
2= 人 rejzdz= zh | oF 1 @ 二 dz 


(3 1/4 
= C37 = | 一 lni2 
C3 + € ln ) 


( 式 中 工 ==ln(21/a) 一 1 是 一 个 大 数 ), 或 者 在 同样 精确 度 下 


EL3 
2 = a 二 7 可 





10. 试 确定 空心 导体 球 冠 的 电容 . 

解 : 选择 坐标 原点 O 在 球 冠 边缘 的 某 一 点 处 (图 6)， 并 进行 反 演 变换 
7 一 12/7 (! 为 球 冠 主 截 面 内 的 弦 长 ). 这 时 球 冠 变 成 牌 直 于 球 冠 半径 AO 的 半 
平面 (图 6 上 虚线 ), 这 个 半 平 面 通过 球 冠 边缘 上 的 妃 点 ; 角 7= 工 一 0 此 处 20 
为 球 冠 主 截 面 蓄 长 OB 对 球 心 的 张 角 . 
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如 果 球 冠 上 的 电荷 为 e, 并 取 其 电势 为 零 , 则 7 一 00 时 , 场 势 变 为 
2 她 
PT-p0+ 


相应 地 , 在 变换 后 的 问题 中 当 7 一 0 时 ,电势 趋向 于 


(第 一 项 相应 于 坐标 原点 处 的 电荷 e' = 一 1p0). 
另 一 方面 , 根据 (3.22) 式 , 我们 有 


ee 人 
?Tw 2n ( sing 
(这 是 距离 电势 为 替 的 半 平 面 导 体 边缘 1/ 处 的 电荷 e' 附近 的 电势 ). 比较 两 个 
表达 式 后 , 我 们 得 到 所 要 求 的 电容 C = e/po 的 以 下 公式 : 
1 0 R,. 

( 尽 为 球 冠 的 半径 ). 

11. 试 求 出 因 边 缘 效 应 引起 的 平板 电容 器 电容 CO = 53/(4rd) 的 修正 值 (5 
为 电容 器 板 的 面积 , d 为 两 板 间 的 距离 ; d < V5). 

解 : 电容 器 两 极 板 上 存在 的 自由 边缘 破坏 了 电容 器 两 极 板 上 电荷 的 均匀 
分 布 . 为 了 求 得 在 第 一 级 近似 下 的 修正 值 , 我 们 来 研究 电容 器 两 极 板 上 距离 边 
缘 为 了 的 点 ,其 中 dz< 巡 VS5. 例如 ,我 们 来 研究 电容 器 的 上 极 板 (其 电势 为 
= po/2, 如 图 78), 并 略 去 它 至 中 间 平面 (等 势 面 p 二 0) 的 距离 5. 于 是 我 们 
的 问题 就 成 为 确定 具有 不 同 电势 的 两 部 分 平面 交界 附近 的 电场 (图 7b) 的 问 
题 . 这 个 问题 的 解法 很 简单 上 ,我 们 得 到 多 余 电 荷 密度 (与 离 边 缘 很 远 的 o 比 
较 ) 的 表达 式 为 





于 是 , 总 的 多 余 电 荷 为 
5 Arar = i 


( 工 为 电容 器 极 板 的 周 长 ); 在 计算 对 数 发 散 的 积分 时 ,我们 分 别 取 了 区 域 d < 
Z V5 的 边界 为 积分 的 上 限 和 下 限 . 由 此 求 得 电容 为 


Ss LL VS 
Cg 


@ 参见 823, 在 现在 情况 下 , 电势 公式 (23.2) 中 必须 令 wap = po/2,a = 工 
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更 精确 的 计算 (确定 对 数 中 宗 量 的 系数 ) 需要 应 用 远 为 复杂 的 方法 , 而 且 所 得 
到 结果 依赖 于 两 板 的 形状 . 对 于 圆 形 极 板 (半径 为 RR), 我 们 得 到 基 尔 霍 夫 公式 


R2 已 / 16xR 
人 二 二 
全 二 站 ( a ) 
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确定 带电 椭 球 导体 的 电场 问题 和 有 关 在 均匀 外 场 内 的 椭 球 问题 , 可 利用 
所 谓 椭 球 坐标 来 解决 . 
椭 球 坐标 和 备 卡 儿 坐 标的 关系 由 方程 


人 2 2 z2 


a 





=1 (a>b> 人 0) (4.1) 


给 出 . 这 个 方程 是 v 的 三 次 方程 , 它 有 三 个 不 同 的 实 根 (w = &,w,O), 分 别处 于 
以 下 区 间 : 


E> 一 c2， -cn2 -hb, -b>C>-—a. (4.2) 

这 三 个 根 也 是 点 (zyz) 的 椭 球 坐标 . 它们 的 几何 意义 可 从 以 下 事实 看 出 ， 

&,7,6 为 常数 值 的 面 分 别 为 椭 球 面 、 单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 面 , 而 且 它 们 和 椭 
球面 

a | (4.3) 


三 族 曲面 中 每 一 族 均 有 一 个 曲面 通过 空间 的 每 一 点 , 而 且 这 三 个 曲面 是 
相互 正 交 的 . 求解 形 如 (4.1) 的 三 个 联 立方 程 , 即 可 得 到 从 椭 球 坐标 变换 到 第 
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卡 儿 坐标 的 变换 公式 : 





(十 02 | 


(03 — a3)(c? ~ az) 

[TET +O)C + 6) 

v=+| (0 — b3) (a —B) (We 
lu 


(0 — 0 — ©) 


==+| 





椭 球 坐标 系 内 的 长 度 元 形 为 
dl? = h3dé? + h2dn? + hadc?, 


_ Vl€ -DE—0) _ VM-Om-O _ VGC-O(E-n 
hi 2Re ，》 ho 一 Dp hs 一 Re (4.5) 


这 里 引入 了 记号 : 








R = Vta)u to) tee), v=é,n,C. 


相应 地 , 椭 球 坐标 系 内 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


4 OP 
En 加 Ceae 二 (Re)+ 


(CB 坟 (® RE)+ (一 DRe 充 (xa¥)|=° (4.6) 


如 果 半 轴 a,b,c 中 有 两 个 变 得 相等 , 则 椭 球 坐标 系 发 生 退 化 . 设 a=b> ci 
则 (4.1) 式 的 三 次 方程 退化 为 二 次 方程 : 


Ap = 





所 多 2 2 2 
i 人 


它 有 两 个 根 , 其 值 处 于 以 下 范围 : 


€ 和 为 常数 的 坐标 面 分 别 变 成 共 焦 扁 球 面 和 单 叶 旋转 双 曲 面 (图 8). 作为 第 
三 个 坐标 可 以 引进 z,y 平面 内 的 极 角 w(z = pcosp,y = psinp). 至 于 椭 球 坐 
标 C, 当 a =b 时 它 退 化 为 常数 -a?. 它 和 p 角 的 关系 是 : 当 b 趋 近 于 a 时 , ( 
趋 近 于 -oa2; 即 5 一 a 时 ,有 


2 
cosp = Ys : 和 (4.8) 
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从 (4.4) 式 或 者 直接 从 (4.1) 式 , 很 容易 确认 这 一 点 . 根据 (4.4) 式 , 坐标 z,p 和 
坐标 &n 的 关系 由 以 下 等 式 给 出 


区 | a [tt ”i 


B= 2 二 


坐标 和 7,pP 称 为 扁 球面 坐标 2. 








图 8 


采用 类 似 方式 , 当 a > b=c 时 , 椭 球 坐标 退化 为 所 谓 长 球面 坐标 . 坐标 & 
和 为 方程 


Z2 2 


Pp - - 
Da 
的 根 , 而 且 上 > 一 如 ,一 02 CC 一 a?. € 和 为 常数 的 面 代 表 长 球面 和 双 叶 旋转 
双 曲 面 (图 9). 当 c 一 5 时 , 坐标 了 按 以 下 规律 退化 为 常数 一 好 ; 


人 让 总 (4.10) 





2 十 7 








cosp 二 到 二 2， (4.11) 
式 中 是 > 平面 内 的 极 角 . 
坐标 上 6 6 和 坐标 z, p 的 关系 , 由 下 列 公式 给 出 : 
2 2\11/2 让 p2)11/2 
s+ | 0 一 | (4.12) 


在 扁 球 面 坐标 系 内 , 坐标 面 ( 椭 球 面 和 双 曲 面 ) 的 焦点 , 位 于 zy 平面 内 半 
径 为 Va? 一 2 的 圆 上 (图 8 内 44' 是 此 圆 的 直径 ). 现在 我 们 通过 某 一 点 已 和 


@ 我 们 这 里 采用 这 样 的 扁 球 面 坐标 的 定义 , 即 它们 是 椭 球 坐标 的 极限 情况 , 在 文 
献 中 还 采用 其 他 定义 ,但 很 容易 化 为 我 们 的 定义 . 
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z 轴 作 一 平面 . 它 与 同 焦点 圆 相 交 于 两 点 ; 设 rl 和 72 分 别 是 这 两 点 至 已 点 的 
距离 . 如 果 p,z 是 已 点 的 坐标 , 则 


r=(p- Va -oe) +z, r= (p+ Va — ce) +z. 
扁 球 体 坐 标 上,7 用 ri,ra 表示 为 


7 十 和 2 T= 
三 ( se) 一 a2， 7 一 (2) i (4.13) 


在 长 球面 坐标 系 内 , 其 焦点 为 z 轴 上 的 两 个 点 : z= 土 Va? 一 刀 (图 9 的 4 
和 4' 点). 如 果 71,72 是 这 两 个 焦点 至 已 点 的 距离 , 则 


p+ Vo) =p +(r+ Ve 


而 长 球面 坐标 &,C 用 rl 和 7 表示 的 表达 式 和 (4.13) 式 相同 (以 < 代替). 
现在 回 到 带电 椭 球 的 电场 问题 , 椭 球 面 由 方程 (4.3) 给 出 . 在 椭 球 坐标 内 ， 

这 即 是 坐标 面 € = 0. 因此 十 分 清楚 , 如 果 寻 求 的 场 势 仅 是 & 的 函数 , 则 全 部 

€ = 常数 的 椭 球 面 (其 中 包括 导体 表面 ) 都 将 自动 地 成 为 等 势 面 . 此 时 拉 普 拉 


斯 方程 (4.6) 归结 为 
d dp\ 
dé (ee 时) -0 


Bl 
r=4/ 


式 中 积分 的 上 限 应 当 这 样 选择 , 以 保证 无 穷 远 处 的 场 等 于 零 . 常数 4 可 以 极为 
简单 地 从 以 下 条 件 求 出 : 在 > 很 大 时 , 电场 必须 趋 近 于 库仑 场 p < e/r, 其 中 e 为 





由 此 得 到 
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导体 上 的 总 电荷 . r 一 co 对 应 于 上 一 co; 这 时 作为 (4.1) 式 中 令 w=E 所 得 到 的 
结果 ,7? ~ &. 从 另 一 方面 看 ,5 很 大 时 ,我们 有 Re ~ 5a/2 和 p24/VE = 24/7. 
由 此 得 出 24 = e, 于 是 最 后 得 到 
ef/ 
2(6) 3/. Re 
这 里 的 积分 是 第 一 类 椭圆 积分 . 导体 表面 相应 于 上 = 0, 因此 得 到 椭 球 的 电容 
为 


(4.14) 








oe 
c=3/ 到 (4.15) 
椭 球 面 上 的 电荷 密度 分 布 由 电势 的 法 向 导数 确定 : 
__1l0%p - -去 (二 时 】 ee 
ronleo 4x \hidt/eo drvne 
用 (4.4) 式 容易 证 明 , 当 上 = 0 时 ， 
zx? 212 z2 nc 
赤土 刺 c4 a2b2c? 
因此 并 
ee Z2 2 2 -1 
° ( 夺 + 生 + 气 ) 人 


对 双 轴 椭 球 而 言 , 积分 (4.14) 一 (4.15) 可 用 初等 函数 表示 . 对 于 长 椭 球 
(a >b= o, 电势 由 下 式 给 出 : 


e 1a2 一 0 
Pp 二 元 nl Ce (4.17) 


Va2 一 到 





而 其 电容 为 


对 于 扁 椭 球 (a = 5 > c), 我 们 有 


e Q2 一 c2 Va2 一 c2 
和 arctan (| 一 一， CC = 一 一 一 一 一 ， 4.19 
多 2 人 arccos(c/a) 0 


特别 是 对 于 圆 盘 (a = b,c = 0) 





C= 字 (4.20) 


现在 我 们 来 研究 均匀 外 电场 € 内 未 带电 椭 球 导体 的 问题 . 不 失 一 般 性 , 我 
们 只 需 研 究 沿 椭 球 一 个 轴 方 向 上 的 外 电场 € 就 已 足够 . 在 相反 的 情况 下 , 可 
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以 把 E 分 解 为 沿 椭 球 轴 的 三 个 分 量 , 单独 对 各 分 量 求 得 结果 后 将 各 分 量 的 结 
果 释 加 起 来 , 就 可 得 到 总 电场 . 
2 轴 方 向 ( 椭 球 的 a 轴 ) 上 的 均匀 电场 E 的 势 在 椭 球 坐标 内 的 形式 为 


(Ea 


7 oa) 03) 





po0= -Er=—€ (4.21) 


我 们 将 椭 球 外 的 电势 表示 为 p = po 十 wp', 式 中 yp' 确定 所 要 寻求 的 椭 球 所 引起 
的 外 场 畸变 , 我 们 将 要 寻求 以 下 形式 的 yp: 


yp = por(é). (4.22) 


在 函数 yp' 内 依赖 于 m 和 的 因子 和 yo 内 的 因子 相同 . 函数 的 这 种 形式 满足 
€ 二 0 和 ”wm,¢ 为 任意 值 时 的 边界 条 件 (在 椭 球 面 上 ). 把 (4.22) 式 代 入 拉 普 拉 斯 
方程 (4.6), 我 们 得 到 F(E) 的 方程 为 
dF dFd 
de dédé 
这 个 方程 的 一 个 解 为 已 = const, 而 男 一 个 解 为 


aA/ dé 
r=4| ET (4.23) 


In[Re(€ + 42)] =0. 


积分 上 限 这 样 选择 , 使 在 无 穷 远 处 ( 一 co) 场 势 w' 趋 近 于 零 . 这 里 的 积分 是 
第 二 类 椭圆 积分 . 

在 椭 球 表面 上 , 应 当 有 yp = 常数 . 为 了 使 这 一 条 件 在 5=0 和 ”m,¢ 为 任意 
值 时 得 到 满足 , 必须 令 这 一 常数 等 于 零 . 适当 地 选择 P(E) 内 的 系数 4 (例如 使 
(0) = 一 1), 我 们 最 后 得 到 椭 球 周围 的 电势 的 表达 式 为 


er 


现在 我 们 来 求 离 椭 球 很 远 的 7 处 的 电势 p'. 大 的 值 与 大 的 坐标 值 5 相 
对 应 , 而 且 72 = 5 这 从 (4.1) 式 可 以 直接 得 出 . 因此 


人 ds | ds 2 
ee (5 十 02)R。 J s5/2 3r3’ 


CT 
73 4rm(z)， 


我 们 得 到 电势 w' 为 
mw 
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式 中 V = 4nxabc/3 为 椭 球 的 体积 , 而 量 n(”) 以 及 将 在 下 面 出 现 的 类 似 量 
n,n(3) 由 以 下 公式 定义 : 


(5) _ Qpc /~ ds (y) _ abe 人 人。 ds 
2 hh Gia)R’ " 3/ Gra 
(4.25) 
we ds 
& 加 2 0 (s+ C2)R, 
yp' 的 表达 式 理 所 应 当地 具有 电 偶 极 场 势 的 形式 : 
7 
a = rs, 
而 且 椭 球 的 偶 极 矩 为 于 
Pe = Co pt (4.26) 


由 类 似 表达 式 , 可 以 求 出 电场 EE 沿 y 轴 或 > 轴 方 向 时 的 偶 极 矩 . 
正 的 常数 ws),nt),nt2 只 与 椭 球 的 形状 有 关 , 而 与 它 的 体积 无 关 , 它们 被 
称 为 退 极 化 系数 @. 如 果 不 预 先 选择 坐标 轴 和 椭 球 轴 相 重合 , 则 (4.26) 式 必须 
写成 张 量 形式 : 
ni = (4.27) 


量 n,n 把 ,nl 是 二 秩 对 称 张 量 nx 的 主 值 . 与 (2.13) 的 定义 比较 , 表明 aik = 
Ni 1/4n pe 
在 a,b,c 为 任意 值 的 一 般 情 况 下 ， 从 7 人 2) n(y), nz) 的 定义 首先 可 以 得 出 


如 果 a>b>oe 则 me) < mo < ma)， (4.28) 


其 次 , 将 积分 ne),ntw,ne) 相 加 ,并 引进 w= R2 作为 积分 变量 , 我 们 得 到 


Do Od 
内 和 人 5 Cae)? 2157， 


由 此 得 到 


退 极 化 系数 之 和 等 于 1 (写成 张 量 形式 为 wii = 1). 另 一 方面 , 既然 这 些 系 
es 因而 其 中 任何 一 个 的 值 都 不 能 超过 1. 
”“”@ 这 些 系 数 还 会 出 现在 外 电场 内 的 介 电 椭 球 问题 或 者 磁场 内 的 磁性 椭 球 问题 中 
($8). 回转 椭 球 和 三 轴 椭 球 的 这 些 系 数 和 图 可 以 在 E. C. 斯 通 纳 和 J. A. 奥 斯 本 的 下 列 
论文 中 找到 : Stoner 已 C0. // Phil. Mag. 1945. V. 36. P. 803; Osborn J. A. // Phys. Rev. 
1945. V. 67. P. 351. 


SD. 
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对 于 球体 (a = = oj, 由 对 称 性 考虑 很 清楚 ， 


Wes 
= 了 (4.30) 
对 于 圆柱 体 ( 柱 轴 沿 z 轴 , a 一 co), 我 们 及 
ntz) = 0， nY =n 一 2 (4.31) 
ob 一 oo 的 极限 情况 (平板 ) 明显 地 对 应 于 以 下 值 : 


二 


对 所 有 的 旋转 椭 球 ，(4.25) 的 椭圆 积分 可 用 初等 函数 表示 . 对 偏心 率 为 

e= V1- 0/a2 的 长 旋转 椭 球 (a > b= co), 我 们 有 

() 1l-e /mlte 
” Te ( 


neo—— — 2e 


(Ji 1 (z) 
I ) ny) = n'*) = a(l n.7)). 
如 果 椭 球 接近 球形 (e < 1), 则 近似 地 有 





(4.32) 
1 2 1 J 
2) ne (yw) -ee? 4.33 
n 515 7 nN 十 i (4.33) 
对 于 扁 椭 球 (a = b > co): 
2 1 
nt?) = Ee (e — arctan e), mtz) = my) = a(1 — n(*)), (4.34) 
其 中 e= Vla/c) ?一 1. 如 果 e 之 1, 则 
1 2 1 1 
(2) es 2 (i 4.35 
J 人 
习 


题 
1. 试 确定 用 柱 坐 标 表示 的 带电 国 盘 (半径 为 a) 电场 的 表达 式 , 并 求 出 国 
盘 上 的 电荷 分 布 . 


解 : 通过 在 公式 (4.16) 中 取 极 限 c 一 0,z 一 0, 并 按照 (4.3) 式 令 比值 
z/c= V1 一 72Ja? (其 中 = 十 妨 ) 即 可 得 到 电荷 分 布 . 由 此 得 出 


2 一 1/2 
C 1 下 
元 三 EA 
4na2 ( 瑟 】 


@ 球 和 圆柱 体 的 这 些 值 , 当然 和 83 中 习题 1 和 2 所 得 到 的 结果 是 一 致 的 . 
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整个 空间 内 的 电势 由 (4.19) 式 (其 中 令 c= 0) 确定 ,将 E 用 7 和 zz 来 表示 并 借 
助 (4.1) 式 (其 中 令 c= 0 = ,a 二 0b), 得 到 


2a2 





1/2 
e 
= 二 arct . 
p Be | 


在 圆 盘 边 缘 附 近 , 我 们 根据 z= 二 psin0,7 = 二 a 一 pcos0(p 交 a) (图 10) 引进 
坐标 p 和 0 代替 7r 和 2z，, 求 得 





2. 试 确定 带 电 栅 球 的 电 四 极 撼 . 
解 : 带电 导体 的 四 极 矩 张 量 定义 为 站 这 = e(3TiTkK 一 726ik), 其 中 6 为 它 的 
总 电荷 , 而 横 线 表 示 按 以 下 规律 


1 
TiTk = 二 frieodf 


求 得 的 平均 值 . 显然 , 椭 球 轴 同 时 是 张 量 Diy 的 主轴 . 利用 (4.16) 式 表示 o, 并 
利用 表达 式 








dzdy dzdy /7 yp 2 
es (所 绕 + 乞 ) 

(其 中 乙 为 栅 球 表面 法 线 方向 的 单位 矢量 ) 表示 椭 球 表面 面 元 , 我 们 得 到 

2 

二 

zs /by = 3 

(对 dzxdy 的 积分 在 被 zy 平面 所 切割 出 的 椭 球 截面 上 进行 两 次 ). 因而 


Dss = S$(207 -PP -0), Dyy= $(20? 0?), Dos = (20 一 02 一 的) 
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3. 试 求 均匀 外 电场 内 未 带电 椭 球 表面 上 的 电荷 分 布 . 
解 : 根据 (1.9) 式 , 我 们 有 


0 
Aan On|._o 4xh1 OE =0 


(按照 (4.5) 式 , 沿 椭 球 表 面 法 线 方向 的 长 度 元 为 hid&). 借助 (4.24) 式 , 并 考虑 


到 
1 Oz| zr 


到 起 |。 e 2a2hi 
当 外 电场 在 椭 球 的 x 轴 方 向 时 , 我 们 得 到 





é=0 


Uz 
“| 
当 外 电场 相对 于 梢 球 的 z,y,z 轴 取 任意 方向 时 


a 1 一 1 a 1 Zr Uy VU> 
br 


4. 试 求 均匀 外 电场 内 与 场 平行 的 未 带电 有 导体 圆 盘 (半径 为 a) 上 的 电荷 
分 布 品 , 并 确定 圆 盘 的 偶 极 矮 . 

解 : 我 们 把 圆 盘 看 作 短 半 轴 c 趋 近 于 零 的 旋转 椭 球 的 极限 情况 . 这 时 按 
照 (4.34) 式 得 出 的 以 下 规律 


(的 二 二 
人 25，“ 4a 


沿 该 轴 (z 轴 ) 的 退 极 化 系数 趋 于 1, 而 沿 卫 轴 和 引 轴 的 退 极 化 系数 趋 于 堆 . 族 
转 椭 球面 法 线 方向 的 单位 矢量 的 分 量 vs 按 规 律 


第 作坊 有 E2 jE (4 二 = 
; = 








vz 一 Cg 
a2 a4 c4 a2z a? 


趋 于 零 . 因此 , 电荷 密度 为 


Vz 0 cos 
人 CC 加 02 一 72 
式 中 pp 为 圆 盘 平面 内 的 极 坐 标 . 
圆 盘 的 电 偶 极 矩 由 公式 (4.26) 确定 , 等 于 

4a3 
3 

@ 对 于 垂直 于 电场 放置 的 圆 盘 , 这 个 问题 相当 平庸 ; 在 整个 空间 内 场 仍然 保持 均 
匀 , 而 在 圆 盘 两 侧 感 生出 电荷 “= 上 ce/(ldm)， 


20 一 
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我 们 注意 到 , 它 与 a3 而 不 是 与 圆 盘 的 “体积 ”a2c 成 正比 . 
5. 试 确定 未 带电 旋转 椭 球 导体 外 的 电势 , 椭 球 的 对 称 轴 与 均匀 外 场 平行 
解 : 对 于 长 旋转 椭 球 (a >b=c, 场 5 在 x 轴 方 向 ), 计算 (4.24) 式 中 的 积 


分 后 , 我 们 得 到 
二 2 2 _ 12 
ea ; J 
a 


p= 
/ 5 
artanh 下 js 


坐标 & 与 坐标 ZX 和 p= V2 十 并 的 关系 式 为 
p2 2 
0 
而 且 在 椭 球 外 的 空间 内 ,0<E<oc. 
对 于 扁 杭 球 (4 二 b> 0), 场 CE 洛 z 轴 方向 为 此 , 在 (4.24) 式 的 积分 内 必 
须 用 s 十 C2 代 换 ss 十 a?, 并 取 yo 二 一 Cz, 结果 得 到 


2 一 c?2 
Re EE 
二 二 1- arctant/ 邱 一 1 


而 且 坐 标 & 与 坐标 2 和 p 一 VX? 十 V2 的 关系 为 
三 2 
p 2 
on 
6. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 椭 球 的 对 称 轴 与 外 场 重 直 . 
解 : 对 于 长 椭 球 ( 场 在 z 轴 方向 ): 


























A 一 2 artanh tela 

Ca VE Eta3 
a 1 we 1 
及 = J an 3 m2 


对 于 扁 椭 球 ( 场 在 了 轴 方 向 ) 


/ 2 

arctan 史 5 

A er Lee， +é 
二 = TI 二 


et 一 1 一 
Va53 3 e2 a 
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7. 设 沿 z 轴 方 向 (在 半空 间 z < 0 内 ) 的 均匀 电场 被 一 有 圆 孔 的 接地 
导电 平面 z= 二 0 所 限制 . 试 求 导 电 平 面 上 的 场 和 电荷 分 布 . 

解 : 我 们 把 带 有 半径 为 a 圆心 在 坐标 原点 处 的 圆 孔 的 zy 平面 视 为 旋转 
单 叶 双 曲面 

02 z2 
az- 加 hol 

在 nh 一 0 时 的 极限 情况 . 这 些 双 曲面 代表 c= 二 0 的 扁 椭 球 坐标 系 的 坐标 平面 
族 中 的 一 族 平面 , 按照 (4.9) 式 , 备 卡 儿 坐 标 z 可 用 上 和 九 表示 为 过 = VEln|/a， 
而 平方 根 VE 则 按照 z 处 于 上 半空 间或 下 半空 间 内 分 别 取 十 号 或 一 号 . 

我 们 要 寻求 形式 为 p 二 -ECzF(E) 的 解 , 并 得 到 函数 下 (6 为 


dé a a 
下 (和 6) = const /i = const ， ( 专 一 arctan 人) 
(根据 z 一 00, 即 VE -+oo0 时 二 0 的 条 件 ,我们 假定 积分 常数 等 于 零 ). 这 
时 , 含有 负 宗 量 的 arctan 函数 必须 理解 为 是 


' 


a a 
区 一 arctan 一 一 


-VE VE 

而 不 是 一 arctan(a/VE). 否则 在 圆 孔 平面 上 (5= 0) 电势 的 连续 性 会 遭 到 破坏 . 
选择 常 系数 使 z 一 一 00 ( 即 VE 一 一 00 时 , arctan(a/VE) 一 Tt) 时 , p = 一 Cz, 最 
后 我 们 得 到 





arctan 





玫 和 |= ev | 全 am 年- 
在 导体 表面 二 0, 如 所 预料 , 电势 变 为 零 

在 离开 小 孔 很 大 距离 7 二 V2 二 D3 处 , 我 们 有 & 心 72, 于 是 电势 的 形式 
(在 上 半空 间 内 ) 为 


Zz 
= 一 C 一 |arctan 
=- 叶 | 





也 即 是 电场 是 电 偶 极 子 型 的 场 , 相应 的 电 偶 极 矩 为 = ca3/3r. 
场 强 随 "3 而 减 小 , 因而 通过 无 限 远 表面 的 电 通 量 (在 上 半空 间 z > 0 内 ) 
为 零 , 这 表明 , 穿 过 小 圆 孔 的 所 有 电力 线 在 导体 平面 的 上 侧 是 闭合 起 来 的 . 
导电 平面 上 的 电荷 分 布 用 以 下 方式 计算 : 


化 三 0 = ee el ctan -了 
“Tardz| ,TyeEdy An2 ar VE el 
式 中 干 号 分 别 指 平面 的 上 侧 和 下 侧 . 根据 联系 二 与 pz 的 公式 
2 2 


p Zz 
十 一 
a2+é€ 上 





=1, 
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在 z 二 0 的 平面 上 ,我们 有 VE 二 士 VPF 一 03. 于 是 ,在 导电 平面 下 侧 的 电荷 分 
布 由 公式 


1 ,OQ a 
(EC (e+ 
给 出 . 当 p 一 00 时, 我们 有 og 二 -EC/4r, 这 正 是 我 们 所 预料 的 . 在 导电 平面 上 
便 
1 


0= Ca arcsin 
VF pp) 
在 平面 上 侧 感 生出 的 总 电荷 是 有 限 的 , 等 于 


Co a2 
e' = o :2Axpdp = ——C. 
入 8 


8. 所 求 与 上 题 相同 , 但 导电 平面 上 的 小 孔 是 宽度 为 2b 的 直 狭 颖 . 
解 : 我 们 把 沿 z 轴 方 向 具有 狭 颖 的 zy 平面 看 作 双 曲 柱 面 
212 z2 
Ce 
在 IJ 一 0 时 的 极限 情况 . 这 些 双 曲 柱 面 代 表 a 一 00, c 一 0 时 的 椭 球 坐标 面 
族 中 的 一 族 表 面 . 稍 卡 儿 坐 标 z= VS/ 
和 习题 7 一 样 , 我 们 要 寻求 的 解 的 形式 为 二 一 CzF(&), 并 得 到 函数 下 (6) 
为 
F = const /ss 
£3/2 VE 十 把 
这 里 的 系数 和 积分 常数 分 别 由 z 一 +oo 和 z 一 -co ( 亦 即 VE 一 +co 和 
VE 一 一 00) 时 下 =0 和 万 =1 的 条 件 求 出 , 最 后 得 到 


p= EH[VE TF VEVM), 


在 上 式 中 ,我们 把 根 VE 理解 为 正 值 ,而 “-” 和 “+” 对 应 于 区 域 z>0 和 z<(. 
在 上 半空 间 内 离开 狭 维 很 远 处 , 我 们 有 兰 妇 十 好 一 r2, 而 电势 为 


b fn| b2z 
ey i 


这 即 是 单位 长 度 狭 颖 具有 电 偶 极 和 矩 C62/8 的 二 维 电 偶 极 子 型 的 场 ( 见 83 习题 
2 中 的 公式 ). 
导电 平面 上 的 电荷 分 布 由 下 式 给 出 : 





1 ly 
一 一 一 CE 一 1 . 
上 | 
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在 导体 平面 上 侧 感 生 的 总 电荷 (相对 于 单位 长 度 狭 颖 ) 等 于 


六 Oo a b 
e=2/ ody = Cr 
在 狭 颖 边缘 附近 , 可 以 在 gp(&,mn) 的 表达 式 中 令 € 一 0, 且 有 
0 
oe i 
nO —2bpsin 7 


其 中 0,0 为 yz 平面 上 的 极 坐 标 , 由 狭 颖 边缘 算 起 (y = b+ pcos0,z== psin9). 


此 时 
ps eV sing, 


这 个 结果 与 83 内 习题 3 中 60 之 1 情况 的 结果 相符 . 
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导体 的 表面 在 电场 内 受到 来 自 电 场 方 面 的 确定 的 力 的 作用 , 这 些 力 容易 
用 以 下 方式 算出 . 

真空 中 电场 内 的 动量 流 密度 由 熟知 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 台 

2 
一 0ik 一 二 (Son 一 BB;) 

给 出 . 作用 在 导体 表面 元 df 上 的 力 恰好 就 是 从 外 面 “流入 ”导体 内 的 动量 流 ， 
即 等 于 oiwdf = oirnpdf (由 于 法 向 矢量 m 指向 导体 外 面 , 而 不 是 指向 导体 内 
部 , 所 以 正 负 号 改变 ). 因此 , 量 cikmk 为 导体 表面 单位 面积 上 所 受 的 力 环 . 考 
虑 到 在 金属 表面 上 场 强 巨 只 有 法 向 分 量 , 我 们 得 到 


F = (5.1) 
或 者 引进 面 电荷 密度 o， 
= 2n02n = 30B. 
因此 , 导体 表面 受到 “ 负 压 力 ” 的 作用 , 这 个 力 指 向 导体 表面 的 外 法 线 方向 , 其 
数值 等 于 电场 的 能 量 密度 . 


@ 参见 本 教程 第 二 卷 833. 我 们 提醒 大 家 , 应 力 张 量 oi 等 于 带 负 号 的 三 维 动量 流 
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作用 在 导体 上 的 总 力 五 , 可 由 将 (5.1) 式 的 力 对 导体 的 全 部 表面 进行 积分 
而 求 出 巴 : 部 
P= fa (5.2) 


但 是 , 通常 更 方便 的 是 按照 力学 的 普遍 规则 , 对 能 量 求 微 商 来 算出 这 个 量 . 
因此 , 沿 坐标 轴 gq 方向 作用 在 导体 上 的 力 为 -09Y/6g, 这 里 的 导数 应 当 理 解 为 
导体 整体 地 沿 g 轴 方 向 平行 移动 时 的 能 量变 化 . 这 时 能 量 必须 用 导体 的 电荷 
( 场 源 ) 来 表示 , 并 在 保持 电荷 不 变 的 条 件 下 求 微 商 , 用 下 角 标 e 来 标记 这 种 情 


况 , 我 们 写 出 a 
Ee 一 一 人 到 (5.3) 
类 似 地 , 作用 在 导体 上 的 总 力矩 在 任何 一 个 坐标 轴 上 的 投影 等 于 
BA 
K=- (%). (5.4) 


其 中 少 为 导体 整体 地 绕 该 轴 转 动 的 角度 

如 果 将 能 量 表示 为 电势 的 函数 , 而 不 是 表示 为 导体 电荷 的 函数 , 则 对 利用 
这 种 函数 来 计算 总 作用 力 的 问题 需要 作 特 别 的 研究 ,. 问题 在 于 , 要 使 运动 导体 
上 的 电势 维持 不 变 , 必须 求助 于 另外 的 物体 . 例如 , 把 这 个 导体 连接 到 另 一 个 
电容 非常 大 的 导体 上 (“ 电 荷 库 "), 可 以 保持 该 导体 的 电势 不 变 . 当 导体 带电 荷 
ea 时 , 即 从 “电荷 库 " 里 取出 这 些 电荷 , 而 这 时 “电荷 库 ” 由 于 电容 很 大 , 电势 
pa 并 不 会 改变 . 但 是 , 电荷 库 的 能 量 减 小 了 eaps， 当 整个 导体 系统 都 带 上 电 
荷 ea 时 , 与 导体 系统 连接 的 “ 库 " 的 能 量 总 共 改变 了 - 》 eapa. 量 & 内 只 包 
合 所 研究 导体 的 能 量 , 而 不 包含 “ 库 " 的 能 量 . 在 这 种 意义 上 可 以 说 , & 属于 
能 量 非 闭合 系统 . 因此 , 对 电势 保持 不 变 的 导体 系统 而 言 , 起 机 械 能 作用 的 量 
不 是 人 Y, 而 是 量 








多 = 多 一 》 eopo. (5.5) 

把 (2.2) 式 代 入 上 式 , 我 们 发 现 多 与 多 只 相差 一 个 正 负 号 : 
Y=-Y. (5.6) 

保持 电势 不 变 条 件 下 将 多 对 9 求 微 商 就 得 到 力 五, 也 就 是 


el (5.7) 


@ 在 这 些 情况 下 , 我们 不 将 这 个 公式 应 用 于 物体 的 真实 表面 , 而 是 应 用 于 略微 离 
开 它 一 点 距离 的 表面 上 , 以 便 排除 物体 表面 近 旁 场 结构 的 影响 (参见 81). 
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因此 , 作用 于 导体 的 力 既 可 以 在 保持 电荷 不 变 条 件 下 , 也 可 以 在 保持 电势 不 变 
条 件 下 对 多 取 微 商 而 得 到 , 唯一 的 差别 是 , 在 第 一 种 情况 下 导数 必须 取 负 号 ， 
而 在 第 二 种 情况 下 应 取 正 号 . 

这 一 结果 其 实 可 以 通过 更 为 形式 化 的 途径 得 到 , 从 微分 恒等式 





dW = 》 padea — Fydg (5.8) 


出 发 , 把 Y 看 作 是 导体 电荷 和 坐标 g 的 函数 ; 这 个 恒等式 反映 了 这 样 一 个 事 
实 , 即 Y 的 偏 导数 62Y /6e。 = ouw62 /90gq = -本 . 把 变量 由 eo 转换 为 p。 后 ， 
我 们 得 到 

dY = — > ecdpo — Fydg, (5.9) 


由 此 得 到 (5.7) 式 . 

在 82 的 末尾 , 我 们 曾 研究 了 导体 在 均匀 外 电场 中 的 能 量 . 不 言 而 喻 , 在 均 
匀 外 电场 中 , 作用 于 未 带电 导体 上 的 总 力 等 于 零 . 但 是 , 我 们 也 可 以 利用 能 量 
表达 式 (2.14) 来 确定 准 均匀 场 E 中 , 也 即 是 在 整个 导体 尺度 范围 内 变化 很 小 
的 场 中 , 导体 上 所 受 的 力 . 在 这 种 场 内 , 在 初步 近似 下 仍 可 以 从 (2.14) 式 算 出 
导体 的 能 量 , 而 力 F 则 定义 为 这 一 能 量 的 梯度 : 


1 
F=—grad% = Oak grad(CiCx). (5.10) 


至 于 总 力矩 K, 一 般 说 来 , 这 个 量 甚至 在 均匀 的 外 电场 中 也 不 为 零 . 根据 
力学 的 普遍 法 则 , 通过 研究 导体 的 无 穷 小 虚 转 动 可 以 确定 KK. 在 这 种 转动 下 ， 
能 量变 化 与 K 的 关系 为 62Y = 一 KK.6w, 式 中 5wy 为 转动 角 . 导体 在 均匀 场 内 转 
动 8u% 角 相 当 于 电场 相对 于 导体 转动 ~8w 角 . 此 时 场 的 变化 为 5€ = -Sw xcC， 
而 能 量变 化 为 ey 

Y= C=- Ex 
但 从 比较 (2.13) 式 和 (2.14 式 可 以 看 出 , 62Y/8€ = -多 . 因此 8U = -多 x 
EC.8u%, 由 此 得 
K=%xe, (5.11) 


这 和 从 真空 中 场 论 所 得 到 的 通常 表达 式 一 致 . 

如 果 作 用 在 导体 上 的 总 力 和 总 力矩 等 于 零 , 则 导体 在 电场 内 保持 静止 , 于 
是 与 导体 形变 有 关 的 效应 ( 称 为 电 致 伸缩 ) 提 到 首要 地 位 . 作用 在 导体 表面 上 
的 力 (5.1) 引起 导体 的 形状 和 体积 改变 . 这 时 由 于 力 的 拉 伸 特性 , 导体 的 体积 
增 大 . 但 要 完全 确定 形变 , 必须 在 导体 表面 力 的 分 布 由 (5.1) 式 给 定 条 件 下 解 
弹性 理论 方程 . 不 过 , 如 果 只 对 体积 变化 感 兴趣 , 问题 的 解法 就 要 简单 得 多 . 
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为 此 必须 考虑 到 , 如 果 形 变 很 小 (实际 上 电 致 伸缩 就 是 这 种 情况 ), 则 形状 
变化 对 体积 变化 所 产生 的 影响 是 二 级 小 量 效应 . 因此 , 在 初级 近似 下 可 以 把 体 
职 变 化 看 作 形 状 不 发 生变 化 的 形变 , 亦 即 可 以 把 它 看 成 由 某 种 有 效 剩余 压强 
人 AP 作用 下 的 体 脱 胀 , 这 种 有 效 剩余 压强 均匀 分 布 于 物体 的 表面 , 代替 了 (5.1) 
式 那 样 的 精确 分 布 . 将 AP 乘 上 物体 的 各 向 伸 长 系数 (均匀 膨胀 系数 ), 就 得 到 
体积 的 相对 变化 . 按照 熟知 的 公式 ,压强 AP 由 导体 的 电能 YY 对 其 体积 的 导 
数 AP= -0%Y/9V 确定 @. 

假设 引起 形变 的 电场 是 由 带电 导体 本 身 所 产生 的 . 此 时 能 量 = e2/(2C)， 


而 压强 为 
e“- 0 1 
Sy (8) , 


当 导 体形 状 不 变 时 , 导体 的 电容 (具有 长 度量 纲 的 量 ) 与 其 线 度 成 正比 , 亦 即 
正比 于 VW3. 因此 我 们 得 到 
oe ye EP 
AP= sy = sy (5.12) 
如 果 未 带电 导体 处 于 均匀 的 外 电场 ©, 则 导体 的 能 量 由 (2.14) 式 给 出 . 因 
此 在 这 种 情况 下 拉 伸 压强 为 





Si 
AP = Some (5.18) 


习 题 


1. 设 电容 为 C (导体 线 度 的 数量 级 ) 的 小 导体 距离 半径 为 a (a 六 0) 的 
球形 导体 中 心 为 r, 假定 从 导体 C 至 球面 的 距离 1+-a 只 比 C 大 ,但 不 比 a 大 
两 导体 用 细 导 线 连接 使 它们 的 电势 p 相同 . 试 确定 两 个 导体 间 的 相互 排斥 力 . 

解 : 由 于 导体 C 很 小 , 可 以 认为 导体 的 电势 为 大 球 在 处 所 产生 的 电势 
全 和 导体 本 身 的 电荷 e 所 产生 的 电势 三 之 和 . 由 此 ,我们 得 到 只 = 号 十 局 
或 6 二 Cp (1 一 =). 所 要 求 的 相互 作用 力 已 由 导体 C 的 电荷 e 与 球 的 电荷 


ap 之 间 的 库仑 排斥 力 





确定 (此 表达 式 的 正确 程度 精确 到 C 的 更 高 震 次 的 项 ). 这 个 力 在 = 3a/2 处 
达到 极 大 值 (在 该 点 此 力 为 Pioax = 二 4Cyp?/(27a)), 在 这 一 点 的 两 侧 力 都 在 减 小 . 


这 样 确定 的 量 为 导体 本 身 作用 于 表面 上 的 压强 , 外 部 作用 在 表面 的 压强 可 由 改 
变 正 负 号 得 到 . 
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2. 设 带 电 球形 导体 被 切 为 两 半 , 试 确定 两 半球 的 相互 斥 力 O. 

解 : 设 两 半球 被 无 限 狭窄 的 小 颖 分开 , 我 们 通过 在 它们 的 表面 上 对 (5.1) 
式 给 出 的 力 在 垂直 于 半球 分 界面 的 方向 上 的 投影 (2/8n) cos9 进行 积分 , 来 
确定 每 一 半球 上 所 受 的 力 已 在 狭 颖 内 , 百 = 0, 而 在 球 的 外 表面 上 , 百 = 三 
这 里 ao 为 球 的 半径 , 而 e 为 球 上 的 总 电荷 . 结果 我 们 得 到 


3. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 导体 球 未 带电 并 处 于 在 重 直 于 分 界面 的 均匀 外 电 
场 C 内. 
解 : 与 习题 2 相似 , 不 同 的 只 是 在 球 表面 上 妃 = 3Ccosb (根据 83 的 习题 
1). 于 是 所 求 的 斥 力 为 > 
Fs= 16 
4. 试 确定 均匀 外 电场 内 的 导体 球 的 体积 变化 和 形状 变化 . 
解 : 体积 的 变化 为 AV/V = AP/K, 其 中 KK 为 物质 的 全 压缩 模 量 , 而 AP 


由 (5.13) 式 确 定 . 对 于 球体 ， Qik 一 irQ 一 i (a 从 83 的 习题 1 得 出 )， 于 是 


AV 3C? 
V 87K 
5g 变 的 结果 是 球 变 成 长 椭 球 . 为 了 求 出 这 个 长 椭 球 的 偏心 率 , 可 以 把 形 
变 看 作 在 导体 体积 内 的 均匀 切 变 , 类 似 于 在 求 总 体积 的 变化 时 我 们 把 形变 看 
0 样 . 
A 以 表述 为 静电 能 和 弹性 能 之 和 取 极 小 的 条 件 . 根 
Re 一 种 能 量 等 于 
V 3V 3Va—b 
WM 
其 中 民 为 球 原 来 的 半径 ,a 和 5 是 椭 球 的 半 轴 , 而 
1 4a—b 
a 
为 退 极 化 系数 ( 见 (4.33) 式 ). 
由 于 围绕 场 方向 ( 即 x 轴 方 向 ) 形变 是 轴 对 称 的 , 因而 不 为 零 的 形变 张 量 
的 分 量 只 有 uss 和 uyy = Uss. 因为 我 们 研究 相对 于 形状 变化 的 平衡 , 这 时 可 
以 假定 体积 不 变 , 即 wii = 0. 因此 弹性 能 可 以 写成 


V 
Ul = Tuikoik = HT(0zr — Oyy)(Uzrz — Uyy), 


2 3 
@ 在 习题 2 和 3 内 均 假设 两 半球 的 电势 相同 . 
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其 中 oip 是 弹性 应 力 张 量 (参见 本 教程 第 七 卷 84). 于 是 我 们 有 
Orr 一 0VV = 2U(uaz — Uyy) 

式 中 几 为 物质 的 前 切 模 量 , 而 uzz 一 wyy = (a 一 0)/R. 因此 
2H(a — b)? 
3R2 

求 出 Us 十 Ui 之 和 取 极 小 值 时 的 (a 一 0), 我们 得 到 
a0 ,0 
R 0 
5. 试 求 沿 液态 导体 带电 表 平 面 上 传播 的 波 的 频率 和 波长 之 间 的 关系 (在 
重力 场 内 ), 并 求 出 这 一 表面 的 稳定 性 条 件 (HT. I. 弗 仑 克 尔 ,1935). 
解 : 设 波 沿 z 轴 方 向 传播 , z 轴 的 方向 竖 直 向 上 . 液体 表面 各 点 的 竖 直 位 
移 为 C 二 aei(k?-%. 当 表 面 静止 时 , 表面 上 方 的 场 强 为 及 = 已 = 4roo, 而 电势 
为 p= 二 一 4no0z, 式 中 oo 为 面 电荷 密度 . 我 们 将 振动 着 的 表面 上 方 的 电势 写 为 


= V. 





p=—dnooz+p1, pl = const .eitkz ob0e 一 ez， 
式 中 pl 为 满足 方程 Apl = 0 的 小 修正 , 当 z 一 co 时 , 它 变 为 零 . 沿 整 个 导体 
表面 电势 必须 为 恒定 值 , 我 们 取 其 为 零 ; 由 此 得 到 


p1|,_0 = 4ra06. 


根据 (5.1) 式 , 作用 在 液体 带电 表面 的 附加 负 压 强 , 精确 到 ol 的 一 次 项 等 
人 2 2 
E eb 2 
Be Bn 2rd + koop| 


常数 项 2x08 不 重要 (可 将 其 包含 在 恒定 外 压强 内 ). 

研究 波 内 的 流体 力学 运动 完全 类 似 于 毛细 波 理论 (参见 本 教程 第 六 卷 
862), 所 不 同 的 只 是 这 里 存在 上 面 指出 的 附加 压强 . 在 液体 表面 上 , 我 们 得 到 
边界 条 件 


= 2rp3 十 4rp3KC. 


oF O2C 2 
pg 十 po 一 Qa — 4nxo0kC = 0, 
其 中 a 为 表面 张力 系数 , p 为 液体 的 密度 , 而 $$ 为 液体 的 速度 势 .B 和 CC 之 间 
还 存在 下 列 的 关系 式 : 
OC m oF 
ot Oz|,_0 
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将 5C=aeilkz-ob 和 $= 二 Aei(kr-wt)e-kz 代入 上 两 个 关系 式 内 ($B 满足 方程 
人 GB 二 0), 并 消去 a 和 A 后, 我们 得 到 所 求 的 上 与 w 之 间 的 关系 式 为 


k 
w? = —(gp— drxodk + ok’). (1) 
p 


为 了 使 液 面 是 稳定 的 , 频率 w 在 天 的 任何 取 值 下 都 必须 为 实数 (否则 中 
将 为 含有 正 的 虚数 部 分 的 复数 , 因子 e-iet 将 无 限 地 增加 ). (1) 式 右 端 为 正 值 
的 条 件 为 (4ro3)2 一 4gpa < 0, 由 此 得 


这 也 就 是 稳定 性 条 件 . 
6. 试 求 带电 球形 液 滴 的 稳定 性 条 件 ( 瑞 利 , 1882). 
解 : 球形 液 滴 的 静电 能 和 表面 能 之 和 为 


e2 


Y = 2C 
式 中 Qa 是 液体 的 表面 张力 系数 , C 为 球形 液 滴 的 电容 , 9 是 它 的 表面 面积 . 当 
球 随 着 e 的 增加 伸 长 变 为 椭 球 时 发 生 不 稳定 性 , 并 且 这 种 不 稳定 性 发 生 于 当 
Gy 变 成 偏心 率 的 递减 函数 时 (保持 球形 液 滴 体积 不 变 ). 球 的 形状 始终 对 应 于 
VY 的 极 值 , 因此 , 稳定 性 条 件 为 
OY | 
O(a —0)?2|,_, 


十 a9， 





> 0， 


式 中 a 和 为 顶 球 的 半 轴 ，, 而 进行 微分 时 ab? = const. 利用 熟知 的 椭 球 表面 
公式 和 它 的 电容 公式 (4.18), 在 经 过 较为 宛 长 的 计算 后 , 我 们 得 到 


e2 < 16ra3a. 


这 个 条 件 保证 了 液 滴 相 对 于 小 形变 的 稳定 性 . 但 是 , 它 比 相对 于 将 液 滴 
分 裂 为 两 个 相同 的 小 液 滴 的 大 形变 的 稳定 性 条 件 要 弱 (小 液 滴 的 电荷 为 e/2. 
半径 为 a/21/3), 这 种 大 形变 下 的 稳定 性 条 件 是 


1/3 1 


e2 < 这 = 0.35 x 16ra3a. 


2 — 21/3 
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86 介 电 体内 的 静电 场 


我 们 现在 转 到 研究 男 一 类 物质 一 - 介 电 体内 的 恒定 电场 . 

介 电 体 的 基本 性 质 是 它 的 内 部 不 可 能 流 过 恒定 电流 ， 因 此 和 导体 不 同 ， 
介 电 体内 的 恒定 电场 强度 完全 不 应 等 于 零 , 因而 我 们 必须 导出 描写 这 种 场 的 
方程 . 其 中 的 一 个 方程 通过 对 方程 (1.3) 求 平均 得 到 , 和 前 面 一 样 为 





rotE=0. (6.1) 
对 方程 dive = 4rp 取 平 均值 得 到 第 二 个 方程 : 
div E = 477. (6.2) 


现在 我 们 假定 没有 任何 外 电荷 被 移 到 介 电 体内 部 ; 这 是 一 种 最 常见 也 是 
最 重要 的 情况 . 于 是 , 即使 将 介 电 体 移入 电场 以 后 , 介 电 体 全 部 体积 内 的 总 电 
荷 仍然 等 于 零 : 
frav=0. 


这 个 任何 形状 的 介 电 体 都 必须 满足 的 积分 关系 式 表 明 , 平均 电荷 密度 可 以 写 
成 某 一 矢量 的 散 度 的 形式 , 这 个 矢量 通常 用 - 忆 表示 : 

7=—divP, (6.3) 
而 且 在 介 电 体 外 P=0. 实际 上 , 对 一 个 环绕 介 电 体 并 处 处 在 介 电 体 之 外 的 表 
面 所 包含 的 体积 积分 , 我 们 得 到 


[rav=- arpav=-fP.af=0 
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量 书 称 为 物体 的 介 电 体 极 化 矢量 (或 简单 地 称 为 极 化 矢量 ); P 不 等 于 零 
介 电 体 称 为 极 化 介 电 体 . 矢量 PP 不 但 决定 体 电荷 密度 (6.3), 而 且 也 决定 分 
电 体 表 面 的 面 电 荷 密度 o. 如 果 在 两 个 无 限 靠近 的 单位 面积 ( 介 
体 表 面 夹 在 两 个 面积 之 间 ) 所 围 成 的 体积 元 内 对 (6.3) 式 积分 , 并 考虑 到 介 
外 面积 上 P = 0, 我 们 得 到 (和 (1.9) 式 的 推导 比较 ): 


o= Ph,, (6.4) 


其 中 PP 是 矢量 P 在 表面 外 法 线 方向 上 的 分 量 . 
为 了 阐明 PP 的 物理 意义 , 我 们 来 研究 介 电 体 内 全 部 电荷 的 总 偶 极 矩 . 与 
总 电荷 不 同 , 总 偶 极 矩 不 应 等 于 零 . 根据 偶 极 矩 的 定义 , 它 应 是 积 4 


/ rpdV. 


把 (6.3) 式 的 代入 上 式 , 再 对 包含 整个 物体 的 体积 进行 积分 , 我 们 得 到 


frmav=- fravpav=— fr r(df :PP) + /Pd V)rdvV. 


上 式 右 端 对 表面 的 积分 为 零 , 而 在 第 二 个 积分 内 , 我 们 有 (PP.V)r = P, 于 是 


/ rpdV = Pd (6.5) 


由 此 可 见 , 极 化 矢量 正 是 介 电 体 单位 体积 的 电 偶 极 矩 (或 如 通常 所 说 电 和 矩 ) @ 
把 (6.3) 式 代 入 (6.2) 式 , 我 们 得 到 静电 场 的 第 二 个 方程 为 


divD = 0, (6.6) 
这 里 引入 了 一 个 新 的 量 D, 定义 为 
D= E+4xP (6.7) 


称 为 电感 应 强度 . 方程 (6.6) 是 通过 对 构成 介 电 体 的 电荷 密度 求 平均 值得 到 的 . 
如 果 从 外 面 引 入 不 属于 介 电 体 构成 成 分 的 电荷 (我 们 将 称 它 为 外 电荷 ) 到 介 
电 体 内 , 那么 , 在 (6.6) 式 的 右 侧 还 应 该 添上 外 电荷 密度 : 


div D = 4rpex. (6.8) 


@ 应 该 注意 到 , 介 电 体内 的 关系 式 (6.3) 和 介 电 体外 的 条 件 P=0 本 身 , 还 不 足以 
单 值 地 确定 P; 在 介 电 体 的 内 部 区 域 可 在 已 上 加 上 形 如 rot 了 的 任 一 矢量 . 只 有 建立 起 
和 偶 极 矩 的 关系 ,才能 最 终 确 定 书 . 
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在 两 种 不 同 的 介 电 体 的 分 界面 上 , 必须 满足 确定 的 边界 条 件 . 其 中 一 个 条 
件 是 从 方程 rot E = 0 得 出 的 结果 . 如 果 分 界面 的 物理 性 质 @ 是 均 勾 的, 那么 ， 
这 个 条 件 要 求 电 场 强度 的 切 向 分 量 必须 是 连续 的 : 


Eu = Ee, (6.9) 


(和 条 件 (1.7) 的 推导 比较 ). 再 从 方程 div D = 0, 可 以 得 到 第 二 个 条 件 , 它 要 求 
分 界面 上 的 法 向 电感 应 强度 分 量 必须 连续 


Dr 二 Dn2 (6.10) 
实际 上 , 法 向 分 量 Du = D; 的 突变 表明 导数 9D:/6z 从 而 div D 变 成 无 穷 大 . 
在 介 电 体 和 导体 的 分 界面 上 , E = 0, 而 从 (6.8) 式 得 到 法 向 分 量 的 条 件 : 


E: =0, D, = dnoex, (6.11) 


其 中 cex 是 导体 表面 上 的 电荷 密度 (参见 (1.8) 、(1.9) 式 ). 
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要 使 方程 (6.1) 和 (6.6) 成 为 确定 静电 场 的 完备 方程 组 , 还 必须 加 上 一 个 
联系 电感 应 强度 D 和 电场 强度 忆 的 关系 式 . 在 绝 大 多 数 情况 下 , 可 以 假定 这 
种 关系 是 线性 的 . 这 种 线性 关系 相应 于 D 展开 为 妞 的 震级 数 的 首 项 , 并 且 与 
外 电场 远 小 于 内 部 分 子 场 有 关 . 

D 对 马 的 线性 依赖 关系 , 在 介 电 体 为 各 向 同性 这 一 最 重要 的 情况 下 , 具 
有 特别 简单 的 形式 . 显然 , 在 各 向 同性 的 介 电 体内 , 矢量 D 和 五 的 方向 应 该 
相同 . 因此 , 它们 之 间 的 线性 关系 归结 为 简单 的 比例 关系 @; 


D= ebE, (7.1) 


系数 = 称 为 物质 的 介 电 常量 , 它 是 物质 的 热力 学 状态 的 函数 . 
和 电感 应 强度 一 样 , 极 化 强度 也 和 电场 成 正比 : 
1 





E 一 
= Mt 万 三 五 . ， 
P=x (7.2) 





@ 也 就 是 指 相互 接触 物体 的 组 分 、 温度 等 . 如 果 介 电 体 是 晶体 , 则 表面 应 是 唱 面 . 

@ 假定 刀 与 互 同 时 变 为 零 的 这 种 依赖 关系 ,严格 说 来 ,只 有 在 物理 性 质 (组 分 、 温 
度 等 ) 为 均匀 的 介 电 体内 才 是 正确 的 . 在 非 均 匀 物 体内 即使 =0, DD 的 值 也 可 以 不 为 
零 , 其 值 由 随 物体 位 置 变化 的 热力 学 量 的 梯度 来 决定 . 不 过 这 些 项 总 是 很 小 , 因此 我 们 
今后 甚至 在 不 均匀 物体 内 也 将 用 (7.1) 式 . 
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量 x 称 为 物质 的 极 化 系数 (或 物质 的 介 电极 化 率 ). 下 面 (814) 将 证 明 . 介 电 常 
量 总 是 大 于 1; 因而 极 化 率 也 永远 是 正 的 . 可 以 认为 , 稀疏 介 电 体 (气体 ) 的 极 
化 率 与 其 密度 成 正比 . 

在 两 种 各 向 同性 的 介 电 体 的 分 界面 上 , 边界 条 件 (6.9) 和 (6.10) 取 如 下 形 


式 : 

Ei = Ew, Es1PEnl = e2Bn2. (7.3) 
由 此 可 见 , 电场 强度 的 法 向 分 量 发 生 突变 , 它 与 相应 介 电 体 的 介 电 常量 成 反比 
地 变化 . 


在 均匀 介 电 体内 , s = const, 于 是 从 方程 div = 0 得 出 divP = 0. 根据 
(6.3) 式 的 定义 , 这 表明 这 种 物体 内 不 存在 体 电荷 密度 ( 面 电 荷 密度 (6.4), 一 般 
说 来 并 不 为 零 ). 相反 地 , 如 果 介 电 体 不 是 均匀 的 , 我 们 就 得 到 不 为 零 的 体 电荷 
密度 : 

1 D e—1 


ES E 
p=-dvP=-dv pe P= -mSad 二 一 不 5 "grade. 


如 果 按 照 妃 = -gradp 引入 电势 ， 则 方程 (6.1) 自动 满足 , 而 方程 divD = 
diveB =0 给 出 





div(e grad ») = 0. (7.4) 


这 个 方程 只 在 均匀 介 电 体内 才 变 成 通常 的 拉 普 拉 斯 方程 . 边界 条 件 (7.3) 可 以 
改写 成 如 下 的 电势 条 件 : 
WP1 二 %2， 7.5) 
i 二 | ( | 
(电势 的 切 向 导数 连续 性 条 件 与 9 本 身 的 连续 性 条 件 完 全 等 价 ). 

在 分 块 均匀 的 介 电 体 内 , 对 每 一 均匀 部 分 , 方程 (7.4) 都 约 化 成 拉 普 拉 斯 
方程 Ap = 0, 于 是 介 电 常量 只 是 通过 条 件 (7.5) 出 现在 问题 的 解 内 . 但 是 这 些 
条 件 只 包含 互相 接触 的 两 种 介质 的 介 电 常量 之 比 .特别 是 , 求解 被 介 电 常 量 为 
sl 的 介 电 体 所 包围 的 介 电 常 量 为 sz 的 介 电 体 的 静电 学 问题 , 就 归结 为 求解 真 
空 内 介 电 常量 为 eo/e1 的 介 电 体 的 静电 学 问题 . 

现在 我 们 来 研究 一 个 问题 : 如果 导体 不 是 在 真空 内 , 而 是 处 于 各 向 同性 均 
匀 介 电 体 包围 之 中 , 前 一 节 所 得 到 的 关于 导体 静电 场 的 结果 应 如 何 改变 ? 在 
两 种 情况 下 , 电势 的 分 布 都 可 用 方程 Ap = 0 来 描写 , 其 边界 条 件 仍 为 在 导体 
表面 p 保持 不 变 , 所 不 同 的 只 是 原来 的 电场 法 向 分 量 与 面 电 荷 密度 的 关系 式 
En = -9p/6n = 4rc, 现在 换 成 了 

Op 


De A 4ra. (7.6) 
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由 此 可 见 , 真空 内 带电 导体 的 电场 问题 的 解 , 可 通过 对 电势 和 电荷 作 形 式 代 
换 : yp 一 ep, e 一 6, 或 者 gp 一 yp,e 一 e/e, 转换 成 介 电 体内 相同 问题 的 解 . 当 导 
体 的 电荷 给 定时 , 电势 和 电场 强度 与 它们 在 真空 内 的 数值 比较 , 减 小 为 原来 的 
1/s: 场 的 这 种 减 小 可 以 直观 地 解释 为 导体 上 的 电荷 被 邻接 的 极 化 介 电 体 上 的 
面 电荷 所 部 分 “屏蔽 ”的 结果 . 如 果 导 体 的 电势 保持 不 变 , 则 电场 也 保持 不 变 ， 
但 导体 的 电荷 增加 为 原来 的 。 售 吕 . 

最 后 应 该 指出 , 在 静电 学 中 , 可 以 形式 地 把 导体 (未 带电 的 ) 看 作为 介 电 常 
量 为 无 限 大 的 物体 , 这 也 就 是 说 导体 对 外 电场 的 影响 和 s 一 co 的 介 电 体 ( 相 
同形 状 的 ) 所 产生 的 影响 相同 . 实际 上 , 由 于 电感 应 强度 DD 的 边界 条 件 是 有 限 
的 , 因此 在 物体 内 部 , 即使 在 s 一 co 时 , 电感 应 强度 也 必须 保持 为 有 限 , 表明 
在 这 种 场 内 EE = 0, 这 和 导体 的 性 质 是 一 致 的 . 


习 题 
1. 点 电荷 e 与 两 种 不 同 介 电 体 的 分 界 平面 的 距离 为 h, 试 确定 点 电荷 e 


所 产生 的 电场 . 
解 : 设 在 介质 1 内 电荷 e 所 在 的 点 为 DO 点 , 而 它 在 分 界面 另 一 侧 的 镜 
像 (在 介质 2 内 ) 为 O' 点 (图 11). 我 们 将 把 介质 1 内 的 电场 当 作 两 个 点 电 
荷 一 一 电荷 e 和 O' 点 上 的 虚 电 荷 e 一 - 所 产生 的 电场 (对 照 83 的 镜像 法 ) 来 
处 理 : 
e e 


2 ， 
ET 人 .Tei 








图 11 


式 中 7,7/ 分 别 是 观测 点 至 O 点 和 O' 点 的 距离 . 而 把 介质 2 内 的 场 则 当 作 是 
O 〇 点 的 虚 电 荷 e” 所 产生 的 场 : 


e’” 


%2 二 oR 
特别 是 由 此 得 出 , 在 电容 器 中 充满 介 电 体 的 情况 下 , 电容 器 的 电容 增加 为 原来 
的 = 倍 . 
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在 分 界 平面 上 (7 =m), 必须 满足 条 件 (7.5), 从 这 些 条 件 我 们 得 到 方程 : 


， ete e’ 








e 一 e =e,, = 一 ; 
el ap 
由 此 得 到 
oe 0 1 二 2e2 | (1) 
E1785 El 十 E2 


当 ss 一 oo 时 , 我 们 有 ee = -epa = 0; 也 就 是 我 们 又 回 到 83 中 得 到 的 导 
电 平面 附近 的 点 电荷 所 产生 的 场 的 结果 . 
作用 在 电荷 e 上 的 力 (镜像 力 ) 等 于 


F 





ee’ e\2 51 一 52 
到 (2h)2e1 (3 El(El ey 
媚 >0 对 应 于 斤 力 . 

2. 所 求 与 上 题 同 , 设 带 电 的 无 限 长 直 导 线 与 分 界 平 面 平 行 , 且 距 分 界面 
的 距离 为 h. 

解 : 和 前 一 问题 的 解法 完全 相似 , 所 不 同 的 只 是 在 两 种 介质 内 的 电势 为 
/ oe 


2e 2e 
p91 = 一 nr 一 一 lnr, yg2=—— ln", 
El El E2 


式 中 e, ee 分 别 是 单位 长 度 导 线 及 其 “镜像 * 上 的 电荷 , 而 Tr, r/ 是 在 与 导线 
得 直 的 平面 内 的 相应 的 距离 , 对 于 e, e' 和 el, 我 们 得 到 和 (1) 式 相同 的 表达 
式 , 而 作用 在 单位 长 度 导线 上 的 力 为 


1 


2ee'  e2(e1l— €2) 


及 三 
2he! heil(leil+t€2) 





3. 设 在 介 电 常量 为 sl 的 介质 内 带电 的 无 限 长 直 导 线 与 半径 为 a 的 圆柱 
体 (e = 82) 平行 且 与 其 轴 距 离 为 (> a), 试 求 这 导线 所 产生 的 场 @. 

解 : 我 们 把 介质 工 内 的 场 当 作 这 样 的 三 条 导线 在 均匀 介 电 体 sl 内 所 产生 
的 场 , 其 中 一 条 为 实 的 带电 导线 (通过 图 12 中 的 O 点 ), 单位 长 度 带 电荷 e. 其 
他 两 条 为 分 别 通 过 A 点 和 0O' 点 的 虚 带 电导 线 , 单位 长 度 上 分 别 带 电荷 er 和 
一 e'. A 点 至 圆心 的 距离 为 40' = a2/b; 此 时 加 周 上 的 所 有 点 分 别 至 O 点 和 有 4 
点 的 距离 r 和 7 保持 恒定 的 比值 = 因而 在 这 圆周 上 边界 条 件 能 够 满足 . 
同样 , 把 介质 2 内 的 场 当 作 通 过 O 点 的 导线 上 的 虚 电 荷 e/ 在 均匀 介质 sz 内 
所 产生 的 场 来 求 . 





@ 介 电 球 附近 的 点 电荷 的 类 似 问题 不 能 在 有 限 形式 下 解 出 . 








分 界面 上 的 边界 条 件 , 可 以 方便 地 用 电势 p( 百 = 一 gradp) 和 由 万 =rot4 
(与 方程 divDD 二 0 一 致 ) 所 定义 的 夭 势 A (参见 83) 表示 出 来 ; 在 平面 问题 中 ， 
矢量 4 的 方向 指向 z 轴 ( 即 垂直 于 图 平面 ), 于 是 召 的 切 向 分 量 和 万 的 法 向 
分 量 为 连续 的 条 件 与 以 下 条 件 等 价 : 

Pp1=p2, Ai= 42. 

带电 导线 所 产生 的 场 用 极 坐 标 r, 0 表示 为 


2 
p= -二 Inr+ const, 4=2e0 十 const 


(与 (3.18) 式 比 较 ) 因此 , 边界 条 件 为 


2 2 
—(~elnr—elnr’ +e’lna)= -2 lnr + const, 
El ED 


2[eg+e'0 —e(0+0)=2e"0 
(各 个 角 的 符号 如 图 12 所 示 ; 利用 了 三 角形 OO0'B 和 BO'4 之 间 的 相似 )， 由 
此 得 出 : e2(e 十 e' 二 ele”,e 一 e 二 @, 而 且 对 e /和 ee” 重新 得 到 习题 1 的 (1) 式 . 
作用 于 带电 导线 单位 长 度 上 的 力 与 OO' 平行 ,并 等 于 


2ee' / 1 1 2e2(e1 一 sz)a2? 
F=eb=O—|o———~~|)= 
3 El ( 遍 方 ) El(E1 二 e2)b(b? 3 Q2) 





(已 >0 对 应 于 斤 力 ). 在 ab 一 co-a 一 彤 的 极限 情况 下 , 上 式 转变 为 习题 1 
的 结果 . 
4. 所 求 与 上 题 一 样 , 但 导线 通过 介 电 常量 为 cz 的 圆柱 体内 部 (b < a). 
解 : 我 们 把 介质 2 内 的 所 要 求 的 场 当 作 实 导线 e (图 13 中 的 O 点 ) 和 通 
过 圆柱 外 A 点 的 虚 导 线 e' 所 产生 的 场 . 而 所 要 求 的 介质 1 内 的 场 则 为 通过 OO 
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和 0O' 且 所 带电 荷 分 别 为 e/ 和 ee 一 e” 的 导线 所 产生 的 场 . 利用 和 前 一 习题 相 
同 的 方法 , 我 们 得 到 





5 en 2 2E1 
ES e’ 二 


El1 十 52” E1 十 E2” 









El 


O0’=b 
O’ A=a2/0 
图 13 
导线 所 受到 的 圆柱 体 的 斥 力 (ea > sl 时 ) 为 
2ee’ 1 2e2(e2 — sl) 





E92 O04 量 E2(E1 十 s2)(a2 一 02) 


5， 试 证 明 : 由 m4 点 处 的 点 电荷 e 在 任意 非 均 匀 介 电 体 内 的 rB 点 处 
所 产生 的 电势 paA(7B) ,等 于 由 TB 点 处 的 相同 电荷 在 TA 点 处 所 产生 的 电势 


PB(TA). 
解 : 电势 pa(7) 和 pp(7) 分 别 满足 下 列 方程 : 


div(sEVp4) = —4ned( 7 一 mr4)， div( SPpp) = —4ned( 7 一 7B). 
用 pB 乘 上 面 的 第 一 个 等 式 , pa 乘 第 二 个 等 式 , 然后 两 式 逐 项 相 减 , 我 们 得 到 
div(PBEeVwo4) — div(pAe VpB) = 一 4re8( 7 一 74) PpB( TH 4ned( 7 一 7B)P4(7). 
把 这 个 等 式 对 全 空间 积分 , 就 得 到 所 求 的 关系 式 


pA(TB) = PB( TA) 
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处 于 均匀 外 电场 内 的 介 电 椭 球 的 极 化 具有 一 些 别具一格 的 特性 , 唤起 了 
人 们 的 特别 兴 

我 们 首先 来 研究 一 个 简单 的 特殊 情况 一 一 外 电场 E 内 的 介 电 球 . 我 们 用 
a 表示 介 电 球 的 介 电 常量 , 而 用 e(% 表示 球 外 介质 的 介 电 常量 . 选择 球面 从 
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标 系 的 原点 在 球 心 上 ( 极 角 9 从 5 方向 算 起 ), 我 们 将 求 出 形式 为 
pl®) OAC 


的 球 外 电势 ; 其 中 第 一 项 是 外 加 电场 的 电势 , 而 第 二 项 则 给 出 所 要 求 的 在 无 穷 
远 处 变 为 零 的 球 所 引起 的 电势 变化 (与 83 习题 1 的 解 比 较 ). 我 们 所 求 的 球 内 
的 电势 形 为 
pl =—BE.7.; 

这 是 唯一 一 个 满足 拉 普 拉 斯 方程 、 在 球 心 上 保 持 有 限 , 并 且 仅 依赖 于 问题 中 
包含 的 唯一 参数 恒定 矢量 €& 的 函数 . 

常数 4 和 B 由 球面 上 的 边界 条 件 确定 . 但 我 们 立刻 注意 到 球 内 的 电场 
五 6) = BE 是 均匀 的 , 它 和 外 加 场 的 差别 只 是 绝对 值 不 同 . 

电势 的 连续 性 边界 条 件 给 出 


ED)=E€ ( 一 忘 ) 
(RR 是 球 的 半径 ), 而 电感 应 强度 法 向 分 量 的 连续 性 条 件 为 
DY =e ( 十 芒 ) . 
从 这 两 个 等 式 内 消去 4, 我 们 得 到 
5(DO 十 2c(9) 五 0) = ee (8.1) 


或 者 , 将 DB = eae 他 EW 代入 上 式 , 于 是 
3e(®) 
~ 29e(®) + el 人 
无 限 长 介 电 圆柱 体 处 于 与 其 轴 垂 直 的 外 电场 中 的 问题 , 可 以 用 完全 类 似 
的 方法 解 出 (与 83 的 习题 2 比较 ). 柱 体内 的 场 , 就 如 同上 一 个 例子 中 的 球 内 
的 场 一 样 , 也 是 均匀 的 . 它 满足 关系 式 


五 人 (8.2) 


本 
yD EB) = (8.3) 
或 
: 2e(®) 
0) 
BO (8.4) 


关系 式 (8.1) 和 (8.3) 不 显 含 球体 或 柱 体 的 介 电 常量 eG 具有 特别 重要 的 
意义 , 因为 这 两 个 关系 式 的 正确 性 和 物体 内 马 与 DD 间 的 线性 关系 无 关 ; 在 任 
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何 形 式 的 依赖 关系 下 (包括 各 向 异性 物体 ) 它们 都 成 立 , 类 似 的 关系 式 , 如 对 
于 处 于 纵向 场 内 的 圆柱 体 的 


EY=E€ (8.5) 
和 对 于 处 在 与 板 垂直 的 电场 中 的 平行 平面 板 的 
DO = sc， (8.6) 


也 都 具有 同样 的 特征 ; 这 些 关 系 式 可 从 边界 条 件 直接 看 出 . 

一 般 说 来 , 只 要 是 放 在 均匀 的 外 电场 内 , 所 有 的 椭 球 不 论 其 半 轴 a、b、c 
的 比值 如 何 都 具有 在 其 内 部 产生 均匀 电场 的 性 质 . 利用 椭 球 坐标 求解 介 电 椭 
球 的 极 化 问题 , 和 在 84 中 解 导 电 椭 球 的 对 应 问题 相似 . 

我 们 再 一 次 来 求 形式 为 (4.22) 式 ps = pof(&) 的 刁 球 外 的 电势 , 其 中 的 
荫 数 F(6) 从 (4.23) 得 出 . 椭 球 内 的 电势 yi 不 可 能 包含 这 样 的 函数 , 因为 它 不 
满足 在 整个 椭 球 体积 内 场 有 限 这 一 条 件 . 实际 上 , 我 们 来 研究 表面 《= 一 c2, 它 
是 椭 球 体积 内 zy 平面 中 被 半 轴 为 (a? - c?)22 和 (2 一 c2)1/? 的 椭圆 包围 的 那 
部 分 . 当 一 -c2 时 , 积分 (4.23) 表现 得 和 VE 十 0 一样. 因此 , 电场 场 强 , 也 
即 是 电势 梯度 , 将 如 同 (€ + c?)-22 一 样 变化 , 而 当 上 = -ce2 时 趋向 于 无 穷 大 . 
因此 , 对 于 椭 球 内 的 场 只 有 P(6) = 常数 的 解 才 适 合 , 亦 即 应 当 寻 求 的 yi 的 形 
式 是 

pi = Bpo. 
我 们 看 到 , 电势 p; 和 均匀 电势 wo 的 差别 只 是 多 一 个 常数 因子 . 换 句 话说 , 在 
椭 球 内 的 场 是 均匀 的 . 

我 们 将 不 在 此 写 出 椭 球 外 的 电场 公式 . 其 实 , 无 须 实际 写 出 边界 条 件 , 只 
利用 一 些 我 们 已 熟知 的 结果 , 就 可 以 求 得 椭 球 内 的 均匀 电场 . 

首先 我 们 假定 椭 球 位 于 真空 内 (s(e) = 1). 于 是 在 矢量 EV, DY 和 EE( 它 
们 的 方向 都 相同 , 即 沿 着 z 轴 方 向 ) 之 间 应 当 存 在 以 下 线性 关系 : 


aBEG +bD() = Cn， 


其 中 系数 a,b 和 椭 球 的 介 电 常量 s9) 无关, 只 依赖 于 椭 球 的 形状 . 这 种 线性 关 
系 的 存在 可 以 从 边界 条 件 的 形式 得 出 , 上 面 我 们 已 经 通过 球体 和 圆柱 体 的 例 
子 , 证 明了 这 一 点 . 

为 要 确定 a 和 bb, 我们 注意 到 , 在 平庸 的 e(? = 1 的 特殊 情况 下 , 简单 地 有 
忆 = D = CC; 由 此 得 到 a+5b=1. 男 一 个 我 们 所 熟知 的 特殊 情况 是 导电 椭 球 . 
在 导体 内 五 6) = 0, 而 电感 应 强度 DW 没有 直接 的 物理 意义 , 但 是 可 以 把 它 看 
成 是 一 个 和 椭 球 的 总 偶 极 矩 之 间 关 系 为 


2 4 
DO =4rP= 一 多 
er 
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的 纯 形 式 的 量 . 根据 (4.26 ) 式 , 这 时 应 有 


C 
世人 
D; > n(x)’ 
也 即 是 系数 b=n(3, 因而 a = 1 一 n(3. 
这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 关系 式 ®: 
(1 -n°) EB) + nD = &, (8.7) 
或 
= Cz 一 4rmt(z) 已. (8.8) 


量 4rm(z) 己 , 称 为 退 极 化 场 . 
对 于 y 轴 和 yz 轴 方 向 的 场 , 这 样 的 关系 式 也 是 正确 的 , 只 其 电 的 系数 要 
改 为 mnt,n(t2). 这 些 关 系 式 就 像 两 个 特别 的 公式 (8.1) 与 (8 9 那样 ,不 论 椭 球 
内 也 和 D 的 关系 如 何 , 它们 都 适用 . 
令 DW =e 中 BW9, 从 (8.7) 式 我 们 得 到 椭 球 内 的 电场 强度 为 
Cy 


,= 
2 TT ~ In(e)’ 


(8.9) 


而 椭 球 的 总 偶 极 矩 为 


和 ,、 abc ej)—1 
ca 6 RE A de | 到 8.10 
Dy =T 户 ye (e )VE; 3 (ld) 二 Tn 人 ) 





如 果 场 E 在 三 个 轴 上 都 有 分 量 , 那么 椭 球 内 的 场 仍然 是 均匀 的 , 但 是 , 一 
般 说 来 不 与 区 平行 . 对 任意 选择 的 坐标 系 , 可 以 把 关系 式 (8.7) 写成 普遍 形式 : 


Bi + nw(DE — EW) = &. (8.11) 


通过 用 <(D/e(e 代替 <G) 的 办 法 , 即 可 很 简单 地 转换 到 介 电 体 的 介 电 常 
不 为 1 的 情况 . 这 时 (8.7) 式 取 以 下 形式 : 


(1 —n(®))e dE + ns DY = eV,. (8.12) 


特别 是 , 这 个 公式 可 以 应 用 于 无 限 介 电 体 内 椭 球 形 小 孔 内 的 电场 上 , 为 此 , 必 
须 令 ei) = 1. 


类 似 的 公式 对 于 均匀 外 磁场 中 的 磁化 椭 球 也 是 正确 的 (参见 829). 与 此 相关 , 量 
n(?), ny), n(?) 称 为 退 磁 系 数 . 
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习 ” 题 ® 

1. 试 求 作用 于 均匀 电场 内 旋转 椭 球 上 的 力 抵 . 

解 : 根据 普遍 公式 (16.13), 作用 在 椭 球 上 的 力矩 等 于 K = 多 xC, 式 中 

2 力 是 椭 球 的 偶 极 矩 . 在 旋转 椭 球 内 , 矢量 多 位 于 通过 对 称 轴 和 5 方向 的 平面 
内 . 力矩 方向 与 这 个 平面 垂直 , 利用 (8.10) 式 进行 计算 , 可 得 到 它 的 大 小 为 

(a — 1)2|1 — 3n|V sin 20 5 
8x(ne+1—n)l(1—n)e+1l1+n] 


和 


其 中 a 是 5 的 方向 和 椭 球 的 对 称 轴 之 间 的 夹 角 , 而 nn 是 沿 这 个 轴 的 退 极 化 系 
数 (于 是 在 与 这 个 轴 重 直 的 方向 上 , 退 极 化 系数 为 (1/2)(1 一 n)). 力 珑 的 方向 
是 , 它 力图 把 长 椭 球 (n < 1/3) 和 扁 椭 球 (n > 1/3) 的 对 称 轴 分 别 转 到 与 场 平 
行 和 垂直 的 位 置 上 . 

对 导电 椭 球 (e 一 00), 我 们 得 到 

1—3n 

一 BVe sin2o, 

2. 设 空心 介 电 体 球 ( 介 电 常量 为 e, 内 外 半径 分 别 为 b 和 a) 位 于 均匀 外 
电场 区 内 , 试 确定 球 腔 内 的 场 . 

解 : 和 正文 中 解 实心 球 的 场 类 似 ,我 们 所 要 寻求 的 球 外 真空 内 (区 域 1) 和 
球 腔 内 (区 域 3) 的 电势 的 形式 分 别 为 


p1 三 一 Ccosb0 (- | ， 3 三 一 BCrcosb 
而 介 电 层 内 的 电势 (区 域 2) 形式 为 
2 一 一 CCcos0 (= 3 BL 
r 


式 中 4 B,C, 万 为 常数 , 由 癌 和 eo 在 1-2 边界 和 2 3 边界 上 的 连续 性 
条 件 定 出 . 因此 , 在 球 腔 内 的 电场 Bs = BE 是 均匀 的 ( 球 壳 形 介 电 体 层 内 的 场 
五 ? 是 非 均 匀 的 ). 计算 常数 ,得 到 下 面 的 结果 : 
C ge 

(E 十 2)(2e 十 1) 一 2(e 一 1)200/a)35 
3. 试 求 处 于 均匀 横向 电场 内 的 空心 介 电 圆柱 体内 部 的 电场 人 @. 


@ 这 一 节 的 三 个 习题 中 均 假定 椭 球 在 真空 内 . 
@ 在 纵向 场 内 答案 显然 为 Ba = 


五 3 三 
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解 : 与 上 题 类 似 地 求解 , 结 


89 混合 物 的 介 电 常 


如 果 物 质 是 小 颗粒 分 散 混合 物 (乳胶 体 、 粉 状 混合 物 等 ), 那么 我 们 可 以 
研究 对 大 于 不 均匀 性 线 度 的 体积 求 得 的 平均 电场 . 对 这 种 平均 场 来 说 ,混合 物 
pn ed 质 , 因而 可 以 采用 介 电 常量 的 有 效 秆 描写 这 种 介质 的 
特征 , 我 们 把 它 表示 为 emix. 如 果 五 和 万 是 按 上 述 方式 求 得 的 平均 电场 强度 
和 平均 电感 应 强度 , 则 按照 smix 的 定义 , 有 


D 一 emixE. (9.1) 


如 果 混 合 物 的 所 有 粒子 都 是 各 向 同性 的 , 而 它们 的 介 电 常量 之 差 小 于 e 
本 身 , 那么 就 可 以 在 普遍 形式 下 算出 smix 管 , 其 精确 度 达到 上 述 差 值 的 二 阶 
项 . 

现在 把 电场 强度 的 局 域 值 写 成 = 巨 + 58E, 而 介 电 常量 的 局 域 值 写成 
5 十 6e, 其 中 

加 (9.2) 


是 对 整个 体积 所 求 得 的 平均 值 . 于 是 电感 应 强度 的 平均 值 为 
万 = (E+6e)(E+6E)=EE+ 565E (9.3) 


(因为 按照 se 和 8E 的 定义 , 它们 的 平均 值 等 于 零 ) 在 零 级 近似 下 , emix = 吾 
于 是 不 为 零 的 第 一 个 修正 项 当然 是 se 的 二 阶 项 , 如 (9.3) 式 所 示 . 
从 未 平均 方程 div D = 0, 精确 到 一 阶 小 量 项 , 我 们 得 到 


div(E+6e)(E +6E)=éEdivSE +E.VSe=0. (9.4) 


(9.3) 式 中 对 乘积 5e6E 求 平均 值 , 可 分 成 两 步 进 行 . 首先 按 同一 物质 的 粒 
子 体积 作 平 均 , 也 即 是 在 给 定 的 ss 值 下 求 平 均值 . 从 (9.4) 式 很 容易 地 得 到 这 
样 做 的 5E 的 平均 值 . 也 就 是 说 , 由 于 混合 物 整个 说 米 是 各 向 同性 的 , 我 们 有 


0 = 0 0 si- 1 ,= 
有 SP = Bb = 元 5 BE.= 5divos. 
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如 果 , 比如 说 , 矢量 五 的 方向 沿 z 轴 , 则 由 (9.4) 式 我 们 有 


3z 0 5E- 人 
Ozx 





4 


由 此 得 到 


a 
Ob 一 3a: 

由 于 z 轴 方 向 的 选择 是 任意 的 , 这 个 等 式 可 以 写 为 矢量 形式 : 
es 
SE= - 肚 


将 上 式 两 侧 乘 以 se, 然后 对 混合 物 的 各 组 分 求 平均 值 , 我 们 得 到 





es 
de0E = -过 (6) 
最 后 , 把 以 上 表达 式 代 入 (9.3) 式 并 和 (9.1) 式 比 较 , 就 得 到 所 求 的 结 
- 1 
Sm 一 一 了 os 久 (9.5) 





这 个 式 子 也 可 以 表示 为 另 一 种 形式 , 只 要 我 们 注意 到 , 精确 到 二 阶 项 ， 


i (S-)2 
el/3 = (E+ 6e)!/3 = EL/3 ( 一 Eg | 





因此 ， 
el/3 ~ el/3 (9.6) 
因此 可 以 说 , 在 所 考虑 的 近似 下 se 的 立方 根 是 具有 可 加 性 的 . 
另 一 个 允许 精确 研究 的 极限 情况 是 这 样 的 一 类 乳胶 体 , 其 介质 的 介 电 常 
量 (e1) 和 分 散 相 的 介 电 常量 (sz) 之 间 的 差别 是 任意 的 , 但 分 散 相 的 浓度 很 小 ; 
假设 分 散 相 粒 子 是 球形 粒子 . 
在 积分 





/DsB)av 三 万 一 el 五 


中 , 被 积 函 数 表达 式 只 在 乳胶 体 的 粒子 内 部 不 为 零 . 因此 , 它 与 乳胶 体 的 体积 
浓度 c 成 正比 . 在 计算 这 个 积分 时 , 可 以 假定 乳胶 体 粒 子 处 于 与 平均 电场 强度 
五 相等 的 外 电场 内 . 使 用 球形 粒子 的 公式 (8.2), 我 们 得 到 万 和 五 之 间 的 比例 
Re 3(sa 一 sl1)sl 

Emix 一 E1 十 C | (9.7) 
这 个 式 子 精确 到 c 的 一 次 项 是 正确 的 . 在 sl 和 ss 接近 的 情况 下 , 它 与 c 很 小 


时 由 (9.5) 式 所 给 出 的 结果 相同 (精确 到 e 的 一 次 项 和 sz - si 的 二 次 项 ). 
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对 于 导体 来 说 并 不 发 生 由 于 电场 的 存在 而 使 热力 学 性 质 改变 的 问题 . 
为 导体 内 部 没有 电场 , 因而 它 的 热力 学 量 的 全 部 变化 , 简单 地 归结 为 在 总 能 量 
上 加 上 一 项 由 导体 在 周围 空间 内 所 产生 的 场 能 2. 这 个 量 一 般 并 不 依赖 于 物 
体 的 热力 学 状态 (特别 是 温度 ), 因而 , 比如 说 并 不 会 影响 到 导体 的 焙 . 

相反 地 , 电场 透 入 到 介 电 体内 部 时 , 对 它 的 热力 学 性 质 发 生 深刻 的 影响 . 
要 研究 这 些 性 质 , 首先 必须 求 出 介 电 体 内 的 电场 发 生 无 穷 小 变化 时 对 被 热 隔 
绝 的 介 电 体 所 做 的 功 . 

必须 设想 介 电 体 所 在 的 电场 是 由 某 些 带电 的 外 部 导体 所 产生 的 , 于 是 电 
场 的 改变 可 以 看 成 是 导体 上 电荷 改变 的 结果 @@. 为 简单 起 见 , 我 们 假设 只 有 一 
个 导体 , 它 带 的 电荷 为 e, 电势 为 p. 于 是 使 导体 的 电荷 增加 一 个 无 穷 小 量 se 
必须 做 的 功 等 于 





6R = 0ei (10.1) 
这 是 把 电荷 ge 从 无 穷 远 处 (该 处 电势 等 于 零 ) 移 到 导体 表面 并 因而 通过 电势 
差 yp 时 , 电场 对 电荷 se 所 做 的 机 械 功 . 我 们 现在 把 6R 变换 成 用 导体 周围 充 
满 介 电 体 的 空间 内 的 场 值 来 表示 的 形式 . 

如 果 D 是 电感 应 强度 矢量 在 导体 表面 法 线 方向 上 的 投影 (对 介 电 体 来 
说 为 外 法 线 , 对 导体 说 为 内 法 线 ), 那么 , 导体 上 的 面 电 荷 密度 等 于 一 Dn/(4n)， 
于 是 

e=- 让 J 0 =- 吉 $D a 
注意 到 在 导体 的 全 部 表面 上 电势 2 为 恒定 值 , 于 是 我 们 可 以 写 出 
于 
6R = poe = -去 /esp :df = -去 /iveD)av. 


上 式 右面 的 最 后 一 个 积分 对 导体 外 的 全 部 体积 进行 . 因为 变 分 后 的 场 和 初始 
场 一 样 满足 场 方程 , 故 div 5D = 0, 于 是 


div(w8D) = pdivSD+8D .gradyw = —E.:s8D. 
因此 最 后 得 到 以 下 重要 公式 : 


五 .5D 
| Oh (10.2) 





@ 我 们 这 里 略 去 了 电荷 和 导体 物质 的 结合 能 , 这 个 能 量 我 们 将 会 在 823 中 讨论 . 

@ 我 们 将 要 得 到 的 最 后 表达 式 只 包括 介 电 体内 的 电场 值 ,因此 与 电场 的 起 源 无 关 . 
由 于 这 一 原因 , 当 电 场 不 是 由 带电 导体 产生 , 而 是 例如 由 带 到 介 电 体内 的 外 电荷 或 介 
电 体 的 热 释 电极 化 (参看 $13) 所 产生 时 , 我 们 无 须 预先 对 这 些 情 况 做 出 说 明 . 
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应 强调 指出 , 这 个 公式 内 的 积分 对 全 部 场 进行 , 其 中 也 包括 真空 区 域 , 假如 介 
电 体 没有 充满 导体 外 的 全 部 空间 的 话 . 

对 被 热 隔绝 的 物体 所 做 的 功 , 不 外 乎 是 炉 保 持 恒 定时 物体 能 量 的 变化 . 因 
此 , 在 确定 物体 总 能 量 (其 中 也 包括 电场 能 ) 的 无 穷 小 变化 的 热力 学 关系 式 内 ， 
必须 添上 我 们 所 求 得 的 (10.2) 式 . 用 表示 这 个 能 量 , 于 是 我 们 有 


8Y = TF + 去/ .SDdV (10.3) 


(为 温度 , .9 为 物体 的 炉 ) 2- 相应 地 , 对 于 总 自由 能 多 = 一 TJ @, 我 们 
得 到 g 
8 = -76T + fs .SDdV. (10.4) 


对 物体 单位 体积 内 的 物理 量 , 也 可 以 写 出 类 似 的 热力 学 关系 式 . 设 U, 5 
和 pp 分 别 为 物体 单位 体积 的 内 能 、 烂 和 质量 . 大 家 知道 , 在 给 定 体积 内 , 内 能 
的 通常 热力 学 关系 式 (不 存在 电场 时 ) 为 


dU = TdS + Cdp, 


其 中 5 是 物质 的 化 学 势 @. 如 果 介 电 体 内 存在 电场 , 则 上 式 必 须 再 添上 取 自 
(10.3) 式 的 被 积 函 数 表 达 式 的 一 项 , 即 变 成 


dU = TdS +cCdp+ 记 .dD. (10.5) 
对 于 介 电 体 单 位 体积 内 的 自由 能 : Ff = UV 一 7T5, 相应 地 得 到 
1 三 EB si (10.6) 


这 里 求 得 的 关系 式 构成 了 介 电 体 热 力学 的 基础 . 
我 们 看 到 , 量 UV 和 是 分 别 相 对 变数 5, o, D 和 了 ,pp, 万 的 热力 学 势 . 特 
别 是 , 这 些 热 力学 势 对 矢量 D 的 分 量 求 微 商 , 可 以 得 到 电场 强度 


OU oF 
EE=4n (ns, = 47 (二 后 (10.7) 


@ 在 (10.3) 和 (10.4) 式 中 假定 了 物体 的 体积 为 常量 . 然而 应 该 注意 到 , 在 电场 内 
一 般 说 来 , 物体 变 成 不 均匀 的 , 因此 体积 不 再 能 表征 物体 的 状态 . 

@ 只 有 当 物 体内 的 温度 为 常量 时 , 研究 这 个 量 才 有 意义 . 

@ 参阅 本 教程 第 五 卷 824. 在 那里 我 们 采用 了 单位 体积 内 的 粒子 数 N 代替 质量 密 
度 : p = Nm, 其 中 m 是 分 子 的 质量 ; 因此 , 单位 质量 的 化 学 势 5 与 单个 粒子 的 化 学 势 j 
相差 一 个 因子 : ¢ = pj/m. 

这 里 采用 同一 个 字母 p 表示 物质 质量 密度 和 电荷 密度 不 会 引起 误会 ,因为 这 两 个 
量 永远 不 会 在 一 起 出 现 . 
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在 这 方面 采用 自由 能 更 为 方便 , 因为 求 它 的 微 商 时 应 当 保 持 温度 不 变 , 然而 求 
内 能 的 微 商 时 要 用 不 大 方便 的 量 炉 来 表示 . 

除了 U 和 外 ,引进 这 样 的 一 些 热力 学 势 也 是 很 有 用 的 , 其 中 的 独立 变 
数 是 矢量 五 的 分 量 , 而 不 是 矢量 D 的 分 量 . 这 些 热力 学 势 是 








总 E:D ~ E.D 
= F=F- 10.8 
Ce 4 4 ” 3) 
它们 的 微分 分 别 为 
dj =Tds+ ldp -DdE, 
四 (10.9) 
dd 


由 此 , 我 们 特别 得 到 


OU OF 
5,p T,p 


我 们 注意 到 , 带 有 “~” 符号 的 字母 所 表示 的 热力 学 量 和 没有 “~” 符号 的 
热力 学 量 之 间 的 关系 , 正好 对 应 于 $5 内 对 真空 内 导体 的 静电 场 能 量 所 引进 的 
关系 式 . 实际 上 , 和 我 们 在 82 开头 所 做 的 完全 相似 , 利用 介 电 体 体积 内 的 方程 
divD =0 和 导体 表面 的 边界 条 件 D, = 4ro, 可 以 对 积分 fz . DdV 作 以 下 
变换 : 


1 ] 1 
去 /pa V= -二 /ear Dav = 去 于 /cpna f= 2 vace: (10.11) 
因此 , 比如 说 , 得 到 内 能 为 
ZF=%- [a V=Y — 》 paeu， (10.12) 
这 和 (5.5) 式 的 定义 完全 一 致 . 


把 用 导体 的 电荷 和 电势 ( 场 源 ) 所 表示 的 这 些 量 的 无 穷 小 变化 公式 加 以 
比较 , 也 是 很 有 益 的 . 例如 , 自由 能 的 变 分 (在 给 定 温度 下 ), 我 们 有 


(8F)r7 = R= 》 wadea. (10.13) 
而 多 的 变 分 则 为 


(8F)r = (8F)r -5》 paea =—) eodpa. (10.14) 
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可 以 说 ,没有 “~” 符号 的 量 是 对 于 导体 电荷 而 言 的 热力 学 势 , 而 带 有 “~” 符 
号 的 量 是 对 于 导体 电势 而 言 的 热力 学 势 . 
由 热力 学 可 知 , 各 种 不 同 的 热力 学 势 都 具有 一 种 性 质 , 即 在 热平衡 状态 
下 , 它们 对 物体 状态 的 各 种 变化 均 为 极 小 值 . 在 表述 电场 内 的 这 些 平衡 条 件 时 ， 
必须 指明 , 是 研究 导体 的 电荷 不 变 还 是 电势 不 变 ( 场 源 ) 时 的 状态 变化 . 例如 ， 
在 平衡 状态 下 , 相对 于 导体 的 温度 以 及 电荷 或 电势 不 变 时 所 发 生 的 状态 变化 ， 
多 或 到 分别 具有 极 小 值 (物体 的 箭 不 变 时 , 对 多 和 多 的 同样 结论 也 正确 ). 
如 果 物 体内 可 能 发 生 与 电场 没有 直接 关系 的 某 种 过 程 (例如 , 化 学 反应 )， 
那么 , 对 于 这 些 过 程 而 言 的 平衡 条 件 是 : 当 物 体 的 密度 、 温度 和 电感 应 强度 万 
不 变 时 为 极 小 值 ; 或 当 密 度 、 温 度 和 电场 强度 百 不 变 时 到 为 极 小 值 . 
到 此 为 止 , 关于 万 对 五 的 依赖 关系 , 我 们 并 没有 作 任 何 假设 , 因此 , 不 论 
这 种 依赖 关系 的 特征 如 何 , 所 得 到 的 热力 学 关系 式 都 是 适用 的 . 现在 把 它们 应 
用 到 具有 线性 关系 九 =s 五 的 各 向 同性 的 介 电 体 上 . 在 这 种 情况 下 , 对 关系 式 
(10.5) 和 (10.6) 进行 积分 , 得 到 
2 2 
U= Uo(S,p) + 寺 ， F = F(T,p) + 元 (10.15) 
式 中 Uo 和 三 是 没有 电场 时 的 介 电 体 的 相应 量 . 由 此 可 见 , 在 现在 的 情况 下 ， 
量 
D? ep? ED 
Bre Br 8n ot 
是 由 于 电场 存在 而 引起 的 介 电 体 单位 体积 内 的 内 能 变化 (保持 粹 和 密度 固定 ) 
或 自由 能 的 变化 (保持 温度 和 密度 固定 ). 
对 热力 学 势 上 和 所 也 得 到 类 似 的 关系 式 : 








~ eB? ~ ep? 
U = Uo(S, p) — Be F = Fo(T,p)— i (10.17 


我 们 看 到 , 在 这 种 情况 下 , 差 值 UV -UVo 和 三 =- 上 之 间 只 有 正 负 号 之 差 , 如 同 
真空 中 的 电场 出 现 的 情况 一 样 (85). 但 是 , 在 介 电介质 内 , 只 在 DD 和 忆 间 存 
在 线性 关系 时 , 这 种 简单 的 关系 式 才 是 正确 的 . 

为 以 后 参考 起 见 , 我 们 写 出 物质 的 信 密 度 S$ 和 化 学 势 5 的 公式 , 从 (10.15) 





式 得 到 的 这 些 公 式 为 : 
区 D2 /Oe 
二 ee = So(T,p) + (各 ) 
(区 5 Sr \ 开 /， 
Bp? /Oe 
= So(7, Pp) 二 去 i (es (10.18) 


oF 五 2 /Oe 
4 王 (站 = C0(T, p) — B87 (F): (10.19) 
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不 言 而 喻 , 只 在 介 电 体 内 部 这 两 个 量 才 不 为 零 . 
将 (10.15) 式 对 全 空间 积分 , 就 得 到 总 自由 能 . 由 于 (10.11) 式 我 们 有 





五 .也 1 
2-%= | 本 dV = 3 2 eape. (10.20) 


此 式 最 右 端的 表达 式 在 形式 上 和 真空 内 的 导体 静电 场 能 量 公 式 相 同 . 从 导体 
的 电荷 发 生 无 穷 小 变化 时 的 自由 能 变 分 6 多 (10.13) 出 发 , 也 可 以 直接 得 到 这 
一 结果 . 在 现在 的 情况 下 , D 和 五 为 线性 关系 , 于 是 全 部 场 方程 以 及 其 边界 条 
件 也 都 是 线性 的 . 因此 , 导体 的 电势 应 为 导体 电荷 的 线性 函数 (如 同 真空 内 的 
场 一 样 ), 对 等 式 (10.13) 进行 积分 , 就 得 到 (10.20) 式 . 

这 里 我 们 强调 , 在 这 些 讨 论 中 完全 没有 假设 介 电 体 充 满 导 体外 的 全 部 空 
间 . 如 果 是 后 一 种 情况 , 那么 利用 $7 末 所 得 到 的 结果 , 还 可 以 更 进一步 证 明 以 
下 论断 : 当 导 体 的 电荷 不 变 时 , 由 于 介 电 体 的 出 现 , 导体 的 电势 和 场 能 , 与 真空 
内 场 的 这 些 量 比较 , 都 减 小 为 原来 的 1/s. 如 果 导 体 的 电势 保持 不 变 , 则 电场 
能 量 和 导体 的 电荷 都 增 大 为 原来 的 < 倍 . 


习 


试 确定 竖 直 平板 电容 器 内 液 面 升 高 的 高 度 h. 
解 : 当 电 容器 两 板 的 电势 保持 一 定时 ,五 必须 为 极 小 值 , 其 中 还 必须 计 及 
液 柱 在 重力 场 中 的 能 量 pgjh2/2. 从 这 一 条 件 易 得 


阅 





n=! 


= E? 
8nxpg 
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如 在 前 一 节 中 所 定义 的 , 总 自由 能 多 (或 总 内 能 多 ) 也 包括 使 介 电 体 极 
化 的 外 电场 能 量 在 内 ; 这 个 外 电场 可 以 是 由 总 电荷 给 定 的 全 部 导体 所 产生 的 . 
除了 这 个 量 多 外 , 研究 不 包括 电场 能 在 内 的 总 自由 能 也 是 有 意义 的 , 这 个 电 
场 是 指 没 有 物体 时 存在 于 整个 空间 内 的 场 . 我 们 用 @ 表示 这 种 电场 的 强度 . 
于 是 , 上 述 意 义 下 的 “总 ”自由 能 等 于 积分 


/=- 洒 dV, (11.1) 


式 中 灰 是 自由 能 密度 . 这 里 采用 $10 中 标记 积分 /rar 的 同 个 一 字母 多 来 
标记 这 个 量 . 应 该 着 重 指出 , 多 的 这 两 种 定义 的 差别 只 是 归结 为 一 个 不 依赖 
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于 介 电 体 的 热力 学 状态 及 其 性 质 的 量 , 因此 , 一 般 并 不 会 影响 到 总 自由 能 的 基 
本 热力 学 微分 关系 式 定 . 

现在 来 计算 温度 保持 不 变 且 介质 的 热力 学 平衡 状态 没有 被 破坏 时 发 生 的 
电场 无 穷 小 变化 引起 的 多 的 改变 . 

因为 SP = BE . 5D, 因此 我 们 有 


Fg = .8D_Ee. 
8F8 = 元 / (E.8D- €.5€)dV. 
这 个 表达 式 可 以 恒 等 地 改写 成 以 下 形式 : 
> _ Ee). 
5F = 云 /? €) .SCdV + 
1 1 
二 /6p-sedy -去 / -可 -seay (11.2) 


在 上 式 右 端的 第 一 个 积分 内 , 我 们 写 出 5€ = 一 grad 5yo (wo 是 电场 E 的 电势 )， 
并 对 它 作 分 部 积分 ; 

f grad spo .(D-e)dr= fy ap —€):df— fs div(D ~ ec)dT 
容易 看 出 , 等 式 右 端的 两 个 积分 变 成 零 . 对 于 体积 分 , 可 以 从 方程 divD=0 和 
divE& = 0 直接 得 到 , 介 电 体内 的 场 和 真空 内 的 场 分 别 满足 这 些 方程 . 第 一 个 
积分 对 产生 场 的 导体 表面 和 无 穷 远 表面 进行 . 如 通常 一 样 , 后 一 积分 变 成 零 ， 
而 在 每 一 导体 上 , swpo = 常数 , 于 是 


pomp -af= 60 (DD- 0 .af 


但 是 , 按照 定义 , 场 € 和 电感 应 强度 为 DD 的 电场 巨 是 由 同一 场 源 产生 的 (也 就 
是 由 总 电荷 为 。 的 同一 类 导体 所 产生 的 ) 因此 , 两 个 积分 # Dadf 和 enaf 
都 等 于 同一 数值 4re 因而 它们 的 差 值 等 于 零 

由 类 似 的 方式 可 以 证 明 ，(11.2) 式 的 右 端的 第 二 项 也 等 于 零 (为 此 , 在 第 
二 项 内 代入 加 = -gradw, 并 进行 相同 的 变换 ). 最 后 得 到 


5F = -去 /op — E)SCdV = - /Pseav. (11.3) 
值得 注意 的 是 , 在 这 个 表达 式 里 , 积分 只 对 介 电 体 所 占据 的 体积 进行 , 因为 在 


介 电 体外 , P=0. 


我们 注意 到 , 从 内 减 去 已 2/8r 是 没有 意义 的 , 因为 电场 EE 由 于 介 电 体 的 出 现 
发 生 了 变化 , 因此 , 根本 不 能 把 差 值 (EB?/8x) 看 作 是 这 种 介 电 体 的 自由 能 密度 . 
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但 是 , 应 该 着 重 指 出 , 被 积 函数 表达 式 P .5C 不 能 解释 为 物体 自由 能 密 
度 的 变 分 , 如 同 对 (10.3) 式 和 (10.4) 式 所 作 的 解释 一 样 . 首先 , 这 个 “密度 ”在 
物体 外 也 应 存在 , 因为 它 的 存在 也 使 周围 空间 内 的 场 发 生 畸 变 . 其 次 , 十 分 清 
楚 , 在 物体 任何 一 点 处 的 能 量 密度 , 只 能 依赖 于 该 点 处 实际 存在 的 场 , 而 与 物 
体 不 存在 时 的 场 无 关 . 

如 果 外 电场 € 是 均匀 的 , 则 


57 = -0€. | PavV = -86, (11.4) 


式 中 多 是 物体 的 总 电 倘 极 矩 . 因此 , 在 现在 的 情况 下 自由 能 的 热力 学 恒等式 
可 以 写 为 


dF = -YadT - D.de. (11.5) 
所 以 , 对 总 自由 能 取 微 商 可 以 得 到 物体 的 总 电 偶 极 矩 ; 
0F 
> ( 先 ). (11.6) 


我 们 注意 到 , 上 面 的 式 子 也 可 以 从 普遍 的 统计 力学 公式 
3 六 _ (人 
DA \AOj/: 
直接 得 到 , 其 中 . 沦 是 组 成 物体 的 粒子 系统 的 哈密 顿 量 , 而 和 是 表征 物体 外 部 
条 件 的 某 一 参量 (参见 本 教程 第 五 卷 中 的 (11.4), (15.11) 式 ). 对 于 处 在 均匀 外 
电场 €E 中 的 物体 , 哈密 顿 量 包 含 -~@.: 多 项 ,其 中 多 是 偶 极 和 矩 算 符 , 选择 E 作 
为 参量 和 , 我 们 就 得 到 所 求 的 公式 . 
如 果 九 和 瑟 的 关系 是 线性 的 , 即 D = eE, 则 以 相似 的 方式 , 不 但 可 以 显 
式 地 算出 变 分 8 多 , 而 且 也 可 以 算出 多 本 身 . 我 们 有 


E.D-e@ 


这 个 表达 式 可 以 恒 等 地 改写 成 以 下 形式 : 
1 1 
多 一 90= /E+9.D-Or -a /enD- Bar 


令 等 式 右 端 第 一 项 内 的 巨 二 C= 一 grad(w 十 po) 并 进行 和 上 面 完 全 相似 的 变 
换 , 可 以 证 明 这 一 项 等 于 零 . 因此 , 我 们 得 到 


2 -FVT) = -3 fe-Pav (11.7) 
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特别 是 , 在 均匀 外 电场 内 
F -FVT) = -EF (11.8) 


如 果 注 意 到 由 于 全 部 的 场 方程 均 是 线性 的 ( 当 D = eB 时 ), 因而 电 偶 极 矩 多 
也 应 当 是 € 的 线性 隐 数 , 则 直接 积分 关系 式 (11.3) 也 可 以 得 到 上 面 的 等 式 . 
多 和 的 分 量 间 的 线性 关系 , 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


Pi 一 Vair Ex, (11.9) 


同 我 们 对 导体 所 做 过 的 相似 (82). 不 过 与 导体 不 同 的 是 , 介 电 体 的 “ 极 化 率 ” 
不 仪 与 它 的 形状 有 关 , 而 且 也 与 它 的 介 电 常 量 有 关 . 从 关系 式 (11.6) 可 以 直接 
得 出 张 量 azx 的 对 称 性 (82 中 已 提 到 过 ); 只 需 注意 到 二 阶 导数 

OF 0 


BEDE 一 DC oi 








和 取 微 商 的 顺序 无 关 . 
(11.7) 式 还 可 以 在 s 近 于 1, 也 就 是 介 电 常量 x = (se 一 1)/ (和) 很 小 的 重 
要 情况 下 进一步 简化 . 在 这 种 情况 下 , 计算 能 量 时 可 以 略 去 由 于 介 电 体 的 出 现 
所 引起 的 场 畸变 , 即 可 令 
P= xbE ~ xC. 
可 是 
六 2 
FF 一 Fo0= -¥/e dV. (11.10) 
其 中 积分 对 介 电 体 的 体积 进行 . 在 均匀 电场 内 , 偶 极 矩 多 = VxCE, 而 自由 能 
为 


Fh (11.11) 


在 万 对 五 为 任意 关系 的 普遍 情况 下 , 得 不 到 (11.7) 和 (11.8) 那样 的 简单 
表达 式 . 于 是 , 为 了 算出 多 , 可 利用 下 面 的 公式 : 


C” 五 .:D 1 
s= |/(r GE)av= /| =3P-Clay, (11.12) 


这 个 公式 的 推导 , 在 进行 了 前 面 的 计算 以 后 已 很 明显 . 实际 上 , 上 式 中 前 后 两 
个 积分 的 被 积 函数 表达 式 相差 一 个 量 
_E.D EP © 








1 
8 2 gx 8 
在 作 了 代 换 巨 = 一 yw,€ = 一 Vypo 并 对 全 空间 积分 后 , 结果 为 零 . 我 们 注意 到 ， 
在 (11.12) 式 中 , 如 同 在 (11.7) 式 中 一 样 , 第 二 个 积分 中 被 积 函 数 的 表达 式 在 


及 
介 电 体 之 外 为 零 (该 处 P= 0,F = 总 ) 因此 积分 只 对 物体 的 体积 进行 . 





(D-—€):(E+e); 


812 各 向 同性 介 电 体 的 电 致 伸缩 . 67- 








习 题 
如 果 物 体 不 是 在 真空 内 , 而 是 在 介 电 常 量 为 <(9 的 介质 内 , 试 求 代替 (11.7) 
的 公式 . 
解 : 对 这 一 情况 , 重复 正文 内 的 变换 , 我 们 得 到 


多 -和 = -a/e (D— ed E)dV. 
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对 于 电场 内 的 固体 介 电 体 , 不 能 像 对 电场 不 存在 时 的 各 向 同性 物体 那样 
引入 压强 的 概念 , 这 是 因为 这 时 作用 在 物体 上 的 力 (将 在 $15、§16 中 求 出 这 些 
力 ) 沿 物体 变化 , 而 且 是 各 向 蜡 性 的 , 即使 物体 本 喘 各 向 同性 . 要 精确 地 确定 
这 种 物体 的 形变 ( 称 为 电 致 伸缩 ), 必须 解 弹性 理论 的 复杂 问题 . 

但 是 , 如 果 我 们 只 对 物体 的 总 体积 变化 感 兴趣 , 则 情况 可 以 大 为 简化 . 如 
在 85 中 指出 的 , 在 这 种 情况 下 , 可 以 假定 物体 的 形状 不 变 , 也 就 是 把 物体 的 形 
变 看 成 是 均匀 各 向 压缩 或 伸展 . 

我 们 将 忽略 物体 周围 外 部 介质 (例如 大 气 ) 的 介 电 性 质 , 也 就 是 假定 介质 
的 介 电 常量 s= 1. 介质 的 作用 只 是 在 物体 表面 产生 均匀 的 压强 . 下 面 我 们 用 
已 标记 这 种 外 压强 . 如 果 多 是 物体 的 总 自由 能 , 那么 按照 熟知 的 热力 学 关系 


0F 

| oe) 
相应 地 , 在 d 多 的 微分 式 中 必须 加 入 一 项 -PdV. 例如 , 在 均匀 的 外 电场 内 , 代 
替 (11.5) 式 , 我 们 有 


d 多 = -.YdT -PdV -ZF .de. 
根据 通常 的 热力 学 定义 , 我 们 引入 物体 的 总 热力 学 势 : 
f=F+PV. (12.1) 
对 于 这 个 量 的 微分 (在 均匀 外 电场 内 ), 我 们 有 关系 式 : 
df= -FdT +VdP- 2 .de. (12.2) 


热力 学 量 在 外 电场 内 的 改变 通常 是 非常 小 的 量 . 根据 小 增 量 定理 (参见 
本 教程 第 五 卷 (15.12) 式 ), 自由 能 的 微小 变化 (对 给 定 的 工 和 T) 和 热力 学 势 
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的 微小 变化 (对 给 定 的 荆 和 PP) 彼此 相等 . 因此 , 除了 (11.8) 式 外 , 对 于 均匀 外 
电场 内 的 物体 的 热力 学 势 , 我 们 还 可 以 写 出 类 似 的 关系 式 : 


j=- je (12.3) 


式 中 向 是 给 定 已 , 工 值 而 不 存在 电场 时 物体 的 总 热力 学 势 (同时 (11.8) 式 的 
.0 是 给 定 V 和 了 值 而 不 存在 电场 时 物体 的 总 自由 能 ) . 
按照 (11.9) 式 , 将 偶 极 和 矩 与 了 和 ,EC 的 依赖 关系 表示 为 显 含 形 式 , 把 (12.3) 
改写 成 
$= (PT)— DV QikCiCk, (12.4) 
根据 场 不 存在 时 的 物体 的 状态 方程 , 修正 项 应 当 表 示 为 温度 和 压强 的 函数 . 特 
别 是 在 物质 的 介 电 常量 很 小 的 情况 下 , 这 个 公式 可 以 简化 为 
f= fo(P,T)— Se (12.5) 
(与 (11.11) 式 比较 ). 
我 们 所 要 求 的 外 电场 内 的 体积 变化 V 一 WW, 现在 可 以 通过 直接 求 畏 对 压 
强 的 偏 微 商 (T 和 E 保持 不 变 ) 得 到 . 例如 , 从 (12.5) 式 , 我 们 得 到 


VW= 3 (oe (12.6) 





这 个 量 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 (与 导体 的 电 致 伸缩 不 同 , 导体 体积 在 电场 
内 总 是 增加 的 ). 

用 类 似 方式 , 还 可 以 算出 等 温 地 加 上 外 电场 时 介 电 体 所 吸收 的 热量 Q (外 
压强 不 变 ) @. 

将 $6 一 对 温度 求 微 商 , 给 出 物体 的 箭 变 , 将 之 乘 上 了 后 , 就 得 到 所 要 求 
的 热量 . 例如 , 从 (12.5) 式 得 到 


Q = 了 (i (12.7) 





Q 取 正 值 对 应 于 吸 热 
习 题 
1. 试 确定 均匀 电场 内 介 电 椭 球 的 体积 变化 和 电热 效应 , 设 电场 方向 与 补 
球 的 一 个 轴 平 行 


Q 如 果 物 体 是 被 热 隔绝 的 , 则 加 上 电场 后 会 引起 AT = -@/Gr 的 温度 改变 , 式 中 
Gp 是 物体 的 定 压 热 容量 . 
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解 : 按照 公式 (12.3) 和 (8.10), 我 们 有 


G1 c2 
二 


$= fo— 


于 是 我 们 求 得 体积 变化 为 @ 


V-W 吻 全 三江 1 Oe 
V 8rlonse+l-nKE (ne+l-np2\oPp/ | 





久生 





TVYC2 「 a(e—1) 
8 和 ei 0 


el a , es _1/% 


特别 是 ， 面板 , n 二 1, 于 是 


-六 (六 ),| 


_ TV@ a Oe 
”8x E 22 OP) | 


对 处 于 纵向 场 内 的 同样 的 平行 平面 板 (或 任何 柱 形 物体 ), n 二 0, 于 是 


V-W _@[e-l Oe = Oe 
P00- -D+ (六 ),| 
2. 设 平行 平面 板 垂直 于 电场 , 试 确定 两 板 间 的 电势 差 保持 不 变 时 的 热 容 
量 纪 与 电感 应 强度 保持 不 变 时 的 热 容量 Bp 之 差 , 在 两 种 情况 下 , 外 压强 都 
保持 不 变 @. 
解 : 根据 习题 1 的 结果 , 平行 平面 板 的 箭 为 
2 
= 学 ) = E Se (过 ) | 
oT Pic P 
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) 为 热膨胀 系数 


Fe 


7 8r 























板 内 的 电感 应 强度 和 外 电场 相等 : D = EC. 因此 , 要 计算 热 容 量 Bp, 必须 在 保 
持 C 不 变 时 求 .9 的 微 商 . 平行 平面 板 两 侧 间 的 电势 差 为 p= 二 Bl= Cl/e, 其 中 
1 是 板 的 厚度 . 当 物 体 受 到 均匀 压缩 或 均匀 膨胀 时 ,1 与 V1/3 成 比例 地 改变 . 因 
@ 邻 。 一 oo0, 我 们 得 到 导电 椭 球 的 体积 变化 (V - m)/V = 忆 /(8xKn)， 对 于 球 ， 
n= 二 1/3, 我 们 回 到 85 习题 4 的 结果 . 
@ %, 是 置 于 接 在 恒定 电动 势 的 电路 内 的 平板 电容 器 两 板 间 薄板 的 热 容 量 . 在 两 
板 具 有 恒定 电荷 的 开路 电容 器 内 , 薄板 的 热 容 量 为 Bp. 
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此 , 要 计算 热 容 量 贸 ,必须 保持 乘积 CV1/3/e 不 变 而 求 .9 的 微 商 . 结果 我 们 
求 得 热 容 量 之 差 为 
TVE? Oe 1 / Oe a 
(下 

3. 试 确定 均匀 介 电 体内 的 电热 效应 , 介 电 体 的 总 体积 保持 为 常量 . 

解 : 严格 说 来 , 在 加 上 外 电场 后 , 物体 的 密度 发 生变 化 ( 沿 物 体 变 成 不 均 
匀 的 ), 即使 物体 的 总 体积 保持 不 变 . 但 是 在 计算 总 灼 变化 时 可 以 忽略 这 种 
情况 , 而 把 物体 每 一 点 处 的 密度 p 都 看 成 是 常量 @. 

根据 (10.18) 式 , 物体 的 总 炳 为 


F = .Rp,T )+ 走 ( 黄 a 


式 中 的 积分 对 物体 的 全 部 体积 进行 . 吸收 的 热量 


Oe 2 
ge 
4. 试 求 平行 平面 板 的 总 体积 不 变 时 的 多 Wp 之 差 (参见 习题 2). 
解 : 若 板 的 总 体积 (因而 厚度 ) 不 变 , 则 电势 差 不 变 情况 下 求 微 商 等 价 于 
电场 强度 马 不 变 时 求 微 商 . 借助 于 习题 3 所 得 的 粒 的 公式 , 我 们 求 得 


区 2 2 2 
A 人 > 








4ne oT 4ne3 \OT 


5. 设 电 容器 由 相距 为 尹 的 两 个 导电 表面 构成 , 九 小 Re 
电容 器 两 板 间 的 空间 内 充满 介 电 常量 为 e1 的 物质 . 设 在 电容 器 内 放 入 半径 
a 安 h、 介 电 常 量 为 sa 的 小 球 . 试 确定 电容 器 电容 的 改变 . 

解 : 令 小 球 在 电容 器 两 板 间 的 电势 差 p 仍 保持 不 变 的 条 件 下 放 入 电容 器 . 
当 导 体 的 电势 恒定 时 ,多 起 自由 能 的 作用 . 在 没有 小 球 时 , 多 = -Cop2/2, 其 
中 Co 是 电容 器 原来 的 电容 . 由 于 小 球 的 体积 很 小 , 可 以 认为 小 球 是 放 在 强度 
为 CE 二 p/h 的 均匀 电场 内 ,而 多 的 改变 很 小 当 电势 不 变 时 多 的 微小 变化 等 
于 场 源 的 电荷 恒定 时 多 的 微小 变化 . 利用 811 习题 中 所 得 到 的 公式 和 (8.2) 
式 , 我 们 得 到 : 


1 2 a3p?e(e2 — e1) 











2 2h2 ‘2er 二 ED 
由 此 所 求 的 电容 为 , 
a3 El(£2 — El 
SOP 2e1 十 sy 
@ 密度 变化 sp 是 电场 的 二 次 量 (x 8?), 而 场 引起 的 总 粹 变化 是 四 次 量 . 实际 上 ， 


与 sp 成 线性 的 总 箭 的 变化 是 /aoav， 但 由 于 物体 的 总 质量 不 变 ， 积分 / aodv -0. 
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在 各 向 异性 的 介 电 性 介质 ( 单 晶体 ) 内 , 电感 应 强度 和 电场 强度 之 间 的 线 
性 关系 具有 更 复杂 的 形式 , 这 时 不 能 化 为 简单 的 比例 关系 . 
这 种 依赖 关系 的 最 普遍 形式 , 由 以 下 表达 式 给 出 : 





Di = Doi + sir Bk, (13.1) 


其 中 Do 是 恒定 矢量 , 而 全 部 的 ei 量 构 成 一 个 二 秩 张 量 一 一 介 电 常量 张 量 

或 者 更 简单 地 说 , 介 电 张 量 ). 但 关系 式 (13.1) 内 的 自由 项 Do 并 不 是 在 任何 
晶体 内 部 存在 . 大 多 数 类 型 的 晶体 学 对 称 性 不 容许 存在 恒定 矢量 (参见 下 面 )， 
于 是 只 有 以 下 关系 式 





Di = eip Br. (13.2) 
张 量 ei 是 对 称 的 : 
a (13.3) 
要 证 明 这 一 点 , 只 要 利用 热力 学 关系 式 (10.10) 并 注意 到 二 阶 导数 
2F oD 





MOB dB <* 
和 求 微 商 的 次 序 无 关 就 足够 了 . 
对 于 量 玉 本 身 , 我 们 有 表达 式 (在 满足 (13.2) 式 时 ) 
F= (13.4) 
自由 能 下 等 于 


WR 
4 





(13.5) 


和 任何 二 秩 的 对 称 张 量 一 样 ， ee 以 把 张 量 ex 化 成 对 
角形 式 . 因此 , 在 一 般 情况 下 , 张 量 ej 由 三 个 独立 量 即 三 个 主 值 es 由 、s(2) 、<(3) 
决定 . 就 像 在 各 向 同性 物体 中 s > 1 一 样 (参见 $14), ; ss I 

根据 晶体 对 称 性 的 不 同 , 张 量 sik 的 不 同 主 值 数 日 也 可 以 小 于 三 

在 三 斜 晶 系 、 单 斜 晶 系 和 正 交 晶 系 的 晶体 中 , 这 三 个 主 值 各 不 相同 . 这 种 
晶体 称 为 双 轴 晶体 @. 这 时 , 在 三 斜 晶 系 晶体 内 , 张 量 six 的 主轴 方向 和 任何 唱 
体 学 方向 的 关系 均 不 是 单 值 的 . 在 单 斜 晶 系 晶体 内 , 有 一 个 主轴 方向 是 预先 确 
定 的 , 即 它 必 须 和 二 次 对 称 轴 重 合 或 者 垂直 于 晶体 的 对 称 平 面 . 在 正 交 晶 系 唱 
体内 , 张 量 ei 的 三 个 主轴 都 是 在 晶体 学 上 确定 的 . 

@ 这 个 名 称 和 晶体 的 光学 性 质 有 关 , 参阅 898, 899. 
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其 次 , 在 四 方 唱 系 、 三 方 晶 系 和 六 方 晶 系 的 晶体 内 , 三 个 主 值 中 有 两 个 相 
等 ， 于 是 总 共 只 有 两 个 独立 量 , 这 样 的 晶体 称 为 单 轴 晶 体 . 这 时 主轴 中 有 一 
和 四 次 、 三 次 或 六 次 晶体 学 对 称 轴 重 合 , 而 其 他 两 个 主轴 方向 可 以 任意 选择 . 
最 后 , 在 立方 唱 系 晶体 内 , 张 量 ei 的 三 个 主 值 全 部 相同 , 而 主轴 方向 任 
意 . 这 意味 着 张 量 six 的 形式 为 ssik, 也 就 是 由 一 个 标量 = 来 决定 . 换 句 话说 ， 
就 介 电 性 质 来 说 , 立方 对 称 晶 体 和 各 向 同性 物体 没有 差别 . 
如 果 使 用 张 量 代 数 中 熟知 的 半 轴 长 度 正 比 于 二 秩 对 称 张 量 主 值 的 张 量 椭 
球 概念 , 则 张 量 szx 的 这 些 相 当 显 然 的 对 称 性 质 会 显得 特别 直观 . 此 时 张 量 的 
对 称 性 应 当 与 晶体 对 称 性 相对 应 . 例如 , 在 单 轴 晶体 中 张 量 椭 球 退化 为 相对 于 
纵 轴 完 全 对 称 的 旋转 椭 球 ; 我 们 强调 指出 , 对 于 由 二 秩 对 称 张 量 确定 的 晶体 的 
物理 性 质 , 三 次 对 称 轴 的 存在 等 价 于 在 与 轴 垂 直 平 面 上 的 完全 各 向 同性 . 在 立 
方 对 称 晶 体 中 张 量 椭 球 退化 为 球 . 
现在 我 们 讨论 (13.1) 式 中 具有 常数 项 Do 的 晶体 的 介 电 性 质 的 特殊 性 . 
这 一 项 的 存在 表明 , 介 电 体 即使 在 没有 外 加 电场 时 也 会 自发 地 极 化 ; 这 种 晶体 
称 为 热 释 电 晶 体 . 但 是 , 这 种 自发 极 化 的 量 值 实际 上 总 是 非常 小 的 (与 分 子 场 
比较 ), 这 一 情况 是 由 于 大 的 Do 值 会 导致 晶体 内 存在 强 电场 , 而 这 在 能 量 上 
极为 不 利 , 因而 不 可 能 与 热力 学 平衡 相对 应 . Do 很 小 同时 也 保证 了 将 DD 展开 
为 忆 的 寮 级 数 的 合理 性 , 展开 式 的 头 两 项 就 是 (13.1) 式 . 





对 关系 式 
oF 
二 = Li = Doi 二 Ek ER 
# 行 积分 , 我 们 可 以 求 得 热 释 电 晶体 的 热力 学 量 , 由 此 
~ EikEiEk 1 
F=K 一 bE; Do;. 13. 
9 8 区 4 9 0 
自由 能 为 
Di Eik Bibk 
F=F+ 二 50 十 一 一 一 一 8 二 Fo 十 二 (Di 一 Doi) (Dx — Dox). (13.7) 





应 注意 的 是 , FF 内 出 现 过 的 ; 的 线性 项 已 从 下 内 消去 @. 
将 (13.7) 和 (13.1) 式 代 入 (11.12) 式 , 可 以 求 得 热 释 电 体 的 总 自由 能 . 在 
没有 外 加 电场 CE = 0 时 , 得 到 简单 的 结果 


8=-/ (BR- 于 人)arv (13.8) 








@ 应 该 指出 , 在 这 些 公 式 中 我 们 实际 上 略 去 了 压 电 效应 (也 就 是 内 应 力 对 物体 电 
性 质 的 影响 , 参见 817). 因此 , 严格 说 来 , 这 些 公 式 只 能 应 用 于 物体 全 部 体积 内 电场 均 
匀 的 情况 , 此 时 物体 内 可 以 不 存在 应 力 . 
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我 们 注意 到 , 没有 外 加 电场 时 , 热 释 电 唱 体 的 自由 能 (和 电场 五 一 起 ), 不 但 依 
赖 于 它 的 体积 , 也 依赖 于 它 的 形状 . 

如 上 面 所 指出 的 ,并 非 晶 体 的 任何 对 称 性 都 可 能 出 现 热 释 电 现象 . 因为 在 
任何 对 称 变换 中 , 晶体 的 全 部 性 质 必须 保持 不 变 , 因此 十 分 清楚 , 只 有 存在 一 
个 方向 对 所 有 的 对 称 变换 都 保持 不 变 (其 中 也 包括 不 变 为 反方 向 ) 的 晶体 , 才 
是 热 释 电 晶 体 ; 恒定 矢量 Do 就 在 这 个 方向 上 . 

只 有 由 一 个 轴 和 通过 该 轴 的 对 称 平面 组 成 的 对 称 群 才 满足 这 一 条 件 . 特 
别 是 , 具有 对 称 中 心 的 晶体 显然 不 可 能 是 热 释 电 晶体 . 我 们 现在 从 32 种 晶 类 
中 , 列举 出 那些 存在 热 释 电 性 质 的 唱 类 : 

三 和 斜 晶 系 : Cn， 

单 斜 晶 系 : Cs, C2， 

正 交 晶 系 : C2s， 

四 方 晶 系 : C4, C4o， 

三 方 晶 系 : C3, C3w， 

六 方 晶 系 : C6, Ces， 

在 立方 晶 系 中 , 不 言 而 喻 , 一 般 不 存在 热 释 电 晶体 . 在 C1 类 晶体 中 , 热 释 电 矢 
量 Do 的 方向 和 任何 晶体 学 确定 的 方向 无 关 , 而 在 C。 类 晶体 中 , 热 释 电 矢 量 
Do 的 方向 必须 处 在 对 称 平面 内 . 在 上 面 所 列举 的 其 余 唱 类 中 , Do 的 方向 和 
对 称 轴 的 方向 重合 2. 

应 该 指出 , 在 通常 条 件 下 , 热 释 电 唱 体 没 有 总 电 偶 极 矩 , 虽然 晶体 中 的 极 
化 并 不 等 于 零 . 问题 在 于 , 在 自发 极 化 的 介 电 体 内 有 不 为 零 的 电场 强度 瑟 . 实 
际 上 , 晶体 样品 通常 都 具有 某 种 很 小 但 不 为 零 的 电导 率 , 由 于 这 一 原因 , 电场 
的 存在 将 引起 电流 , 这 种 电流 一 直 维 持 到 物体 面 上 生成 的 自由 电荷 使 晶体 样 
品 内 的 电场 消失 为 止 . 从 空气 中 淀 积 在 样品 表面 的 离子 也 起 类 似 的 作用 . 实验 
上 , 当 加 热 晶体 使 晶体 的 自发 极 化 量 值 发 生变 化 且 这 些 变化 显露 出 来 时 , 就 可 
观察 到 热 释 电 性 质 . 


习 题 


1. 试 确定 球形 热 释 电 体 在 真空 内 所 产生 的 电场 . 


包 在 谈论 对 称 性 条 件 时 ,我 们 把 晶 态 介质 看 作 是 无 限 介 质 . 对 于 有 限 的 晶体 , 其 总 
的 偶 极 和 矩 可 能 依赖 于 (在 离子 晶体 中 ) 这 块 晶体 的 表面 通过 哪些 晶 面 , 这 些 晶 面 是 包含 
有 同 号 离子 或 者 是 电 中 性 的 . 但 是 , 在 宏观 电动 力学 的 框架 内 隐 含 的 对 物理 上 无 穷 小 
体积 的 平均 , 自然 可 以 理解 为 也 对 晶体 表面 相对 于 品格 的 位 置 进行 了 平均 . 这 种 平均 
的 结果 是 在 任何 非 热 释 电 有 限 晶体 内 Do 等 于 零 , 而 在 热 释 电 晶体 内 与 晶体 表面 的 位 
形 无 关 . 





. 74 ， 第 二 章 “” 介 电 体 的 静电 学 








解 : 在 球 内 存在 均匀 电场 , 电场 强度 和 电感 应 强度 的 关系 为 2 二 -DD ( 当 
区 二 0, 即 没 有 外 加 电场 时 从 (8.1) 式 得 到 ). 把 这 个 关系 代入 (13.1) 式 , 我 们 得 
到 方程 2B; 十 EikBk 二 一 Doi. 选择 坐标 轴 为 张 量 ei 的 主轴 . 于 是 我 们 从 这 个 
方程 得 到 

Doi Pi- 3Do 


2+e®D’ dr A +ed)) 


球 外 的 场 是 电 抵 为 儿 == PV 的 电 偶 极 子 所 产生 的 场 . 

2. 试 确定 各 向 异性 均匀 介质 内 点 电荷 所 产生 的 场 巴 . 

解 : 描写 点 电荷 电场 的 方程 为 div 万 = 4res(r) (点 电荷 位 于 坐标 原点 处 ). 
在 各 向 异性 介质 内 , Di = eik Bk = 一 eipOp/Ozk; 选择 z, yz 轴 为 张 量 ei 的 主 
轴 , 我 们 得 到 电势 方程 为 





my Oy 


eo +e te = -Ared(r). 
按照 下 式 引 进 新 的 自 变量 
T=7XVe?), y=YyVeY, z= z'Ve(®) (1) 
电势 方程 变 》 
A 二 = 4ne 3(r))， 


Velr)ely)elz) ( 
它 在 形式 上 与 真空 内 场 方程 的 区 别 只 是 用 e' 二 ele(*)ely)e( 引 -1/2 代替 了 e. 因 
此 





2 2 y? z2 一 1/2 
c(z)c(y)c(z) | ce(z) el(y) el(2) 
采用 不 依赖 于 坐标 系 选 择 的 张 量 符号 , 我 们 有 


e@ 


Vsleaazizk 
其 中 |e| 是 张 量 sik 的 行列 式 . 


3. 试 求 浸入 各 向 异性 介 电 介质 内 的 导电 球 (半径 为 a) 的 电容 . 
解 : 通过 习题 2 内 变换 式 (1), 确定 电荷 为 e 的 导体 球 在 各 向 异性 介质 内 
的 电场 的 问题 归结 为 确定 分 布 于 椭 球 面 


EskT! Th Me el(T) zr? i eWay? 十 E(z)z/2 = a? 


@ 在 习题 2 一 6 中 ,假定 各 向 异性 的 介 电介质 不 是 热 释 电 性 质 的 . 





813 晶体 的 介 电 性 质 .75- 





上 的 电荷 e' 在 真空 内 产生 的 电场 . 利用 椭 球 的 场 势 公式 (4.14), 得 到 所 求 的 电 
容 为 

1 1 oo 2 5 02 -1/2 
bam (tm) (rm) (rm) 
4. 试 确定 处 于 均匀 外 电场 @ 中 的 各 向 异性 平行 平面 板 内 的 电场 . 
解 : 从 电场 强度 切 向 分 量 的 连续 性 条 件 得 出 


E=C€C+An, 


式 中 万 是 板 内 的 均匀 电场 强度 , n 是 与 板 面 重 直 的 单位 法 拓 量 , 而 4 是 常数 . 
4 由 电感 应 强度 法 向 分 量 的 连续 性 条 件 : 


n:D=n.:€, 
或 者 
NiEik Ek = NiEikCk + Aeirpning = Gin 
求 出 . 由 此 得 到 


(Eik — Oik MiCk 
EmNNm . 


特别 是 , 如 果 外 电场 指向 平板 的 法 线 方向 (z 轴 方向 ), 则 


A=— 


CE(1 — ezz) 
Epa 


A= 


如 果 外 场 平行 于 平板 并 指向 x 轴 方 向 : 


ek, 


Ezz 
5. 试 确定 作用 在 处 于 均匀 外 电场 5 内 (真空 中 ) 的 各 向 异性 介 电 体 球 的 
力矩. 
解 : 根据 (8.2) 式 , 我 们 得 到 球 内 的 电场 强度 为 
3 
2 十 Etz) 


Wp mr 


(Bj、。 有 类 似 公式 ), 同时 选择 z, yz 轴 沿 张 量 sik 的 主轴 . 由 此 得 到 球 ( 半 
径 a) 的 偶 极 矩 的 分 量 为 





< 和 3 
Fr = P= Se 
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作用 于 球 上 的 力 给 的 分 量 为 
c(z) _ ely) 


Ce = 3 Nn 
K>, es (2 x Cz) 一 3a CnC (E(z) 二 2)(E(y) 十 2) 


对 于 Ks。 和 K, 有 类 似 公式 . 
6. 设 在 无 限 的 各 向 异性 介质 内 有 一 球形 空 腔 . 试用 介质 内 离 球 腔 很 远 处 
的 均匀 电场 B(e) 表示 出 球 腔 内 的 电场 . 
解 : 利用 习题 2 中 的 变换 式 (1) 可 将 介质 内 的 电势 方程 化 为 真空 内 电势 的 
拉 普 拉 斯 方程 . 相反 地 , 球 腔 内 的 电势 方程 转化 为 介 电 常量 为 1/e(*),1/e(Y),1/e(?) 
的 介质 内 的 电热 方程 . 此 外 , 球 (半径 a) 变 成 半 轴 为 a/Ve(?),a/Ve(W,a/Ve(*) 
的 椭 球 . 设 ne) mt, n(?) 为 椭 球 的 退 极 化 系数 (从 公式 (4.25) 得 出 ). 将 (8.7) 
式 应 用 到 这 个 椭 球 的 场 上 , 我 们 得 到 关系 式 
ap ns) apG Op) 
Or’ E(Z) Or! Ox!’ 
( 沿 y 和 zz! 轴 有 类 似 关 系 式 ). 现在 返回 到 原来 的 坐标 , 我 们 有 
0 
or’ Or 
于 是 对 于 球 腔 内 的 场 ,我们 最 后 得 到 


G — nl®)) 








四 ) 
(0) 一 (©) 
bs -a ne 
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为 了 阐明 电场 内 的 介 电 体 的 热力 学 量 依 赖 于 其 介 电 常量 的 特性 , 我 们 现 
在 来 研究 一 个 形式 性 的 问题 , 就 是 当 。 发 生 无 穷 小 变化 时 , 物体 总 自由 能 内 的 
电能 部 分 如 何 变化 . 

对 于 各 向 同性 介 电 体 (但 不 一 定 是 均匀 的 ), 按照 (10.20) 式 , 我 们 有 


当 变化 时 , 电感 应 强度 也 发 生变 化 . 因此 , 所 研究 的 自由 能 的 变 分 等 于 


D.8D D? 
sg- | Be av -| sedv 





等 式 右 端 第 一 项 和 场 源 (导体 的 电荷 ) 发 生 无 穷 小 变化 时 所 做 功 的 表达 式 
(10.2) 相同 . 但 是 , 在 现在 情况 下 , 我 们 所 研究 的 是 场 源 不 变 时 的 场 变化 : 因 
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此 , 这 一 项 变 为 零 , 于 是 我 们 得 到 
Se D2? E? 


从 这 个 公式 可 以 得 出 ,介质 的 介 电 常量 的 任何 增加 , 即使 只 在 介质 某 一 部 
分 内 ( 场 源 保持 不 变 ), 也 会 导致 介质 的 总 自由 能 减 小 . 特别 是 可 以 断言 , 将 未 
带电 导体 移 到 介 电 介质 内 时 自由 能 总 是 减少 , 因为 可 以 把 导体 看 作 (在 静电 学 
中 ) s 为 无 限 大 的 物体 . 这 种 论断 推广 了 82 中 表述 的 定理 : 将 不 带电 导体 移 到 
真空 内 时 , 真空 内 的 静电 场 能 减 小 . 

当 把 某 一 电荷 从 无 穷 远 处 移 到 介 电 体 附 近 时 , 总 自由 能 必 将 减少 (这 可 
以 看 成 在 电荷 周围 电场 的 某 一 区 域内 s 增加 ). 为 了 由 此 作出 任何 电荷 都 被 吸 
向 介 电 体 的 结论 , 严格 说 来 , 我 们 还 必须 证 明 : 在 电荷 与 介 电 体 间 的 任何 有 限 
距离 内 , 多 都 不 能 达到 极 小 值 . 我 们 在 这 里 不 去 详细 证 明 这 一 论断 ,何况 在 电 
荷 和 介 电 体 之 间 出 现 的 吸引 力 , 可 以 看 成 是 该 电荷 与 由 电荷 所 引起 的 极 化 介 
电 体 的 偶 极 矩 相 互 作用 的 相当 明显 的 结 

从 (14.1) 式 可 以 直接 得 出 有 关 介 电 体 在 准 均匀 电场 内 ( 亦 即 在 物体 尺度 
范围 内 可 视 为 常量 的 电场 内 ) 运动 方向 的 结论 . 在 这 种 情况 下 , EB? 可 以 从 积分 
号 下 移出 来 , 而 差 多 一色 与 B? 成 正比 且 为 负 值 . 因而 , 当 介 电 体 趋向 于 占据 
自由 能 为 极 小 值 的 位 置 时 , 它 将 向 增加 的 方向 移动 . 

不 依赖 于 (14.1) 式 也 可 以 证 明 , 当 把 介 电 体 移 到 电场 内 时 , 介 电 体 自由 能 
的 总 变化 为 负 值 吕 . 只 要 把 介 电 体 自由 能 的 变化 看 成 是 它 的 量子 能 级 受到 外 
电场 扰动 的 结果 , 借助 于 热力 学 微 扰 理 论 就 能 做 到 这 点 . 按照 这 一 理论 , 我 们 
得 到 


本 1 a (Viml? (wm < tm ) 1 mr TD 


(参见 本 教程 第 五 卷 (32. 6) 式 ), 式 中 Bi) 是 未 受 扰动 的 能 级 , Vn 是 扰动 能 世 
矩阵 元 , 而 短 杠 则 表示 用 吉 布 斯 分 布 





20 一 ED 


wn = exp 六 





所 得 到 的 统计 平均 值 . 

(14.2) 式 内 的 Van 项 是 场 的 线性 项 , 只 在 热 释 电 介 电 体 中 才 不 为 零 . 我 们 
或 兴趣 的 自由 能 变化 中 场 平 方 的 部 分 由 这 个 公式 的 其 余 项 给 出 ; 显然 它们 是 
的 . 
””@ 所 指 的 是 与 场 的 平方 成 正比 的 变化 . 但 是 要 记 住 , 在 热 释 电 体内 自由 能 的 变化 
也 包含 场 的 线性 项 , 这 里 我 们 对 这 一 项 不 感 兴趣 . 
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从 男 一 方面 看 , 由 公式 (14.2) 的 推导 十 分 清楚 , 公式 中 的 总 自由 能 多 应 当 
在 811 所 指出 的 意义 上 来 理解 , 即 从 中 排除 了 没有 物体 时 所 存在 的 电场 能 . 因此 
差 值 多 一 .和 由 热力 学 公式 (11.7) 给 出 . 我 们 来 研究 沿 均 匀 外 电场 EE 放置 的 长 
圆柱 形 物体 . 此 时 圆柱 内 的 电场 与 C€ 相同 , 而 其 电极 化 强度 P = (se 一 1)€/(4n)， 
因此 
项 二 着 二 -ve. 
由 此 得 出 , 只 要 s > 1, 差 多 一 . 色 必 为 负 . 这 导致 87 中 提 到 过 的 并 且 已 经 使 
用 过 的 结论 : 一 切 物 体 的 介 电 常量 都 大 于 1, 亦 即 介 电极 化 率 x = (e 一 1)/(4n) 
为 正 . 
用 同样 的 方式 可 以 证 明 , 对 各 向 异性 介 电 介质 中 的 张 量 ei 的 主 值 有 不 
等 式 el(i) > 1. 显然 , 为 此 只 要 研究 指向 三 个 主轴 中 每 一 个 主轴 上 的 场 的 能 量 
也 就 够 了 . 
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计算 处 于 任意 不 均匀 电场 内 的 介 电 体 上 所 受 的 力 ( 称 为 有 质 动力 ) 的 问 
题 相 当 复 杂 , 并 且 要 求 对 液体 (或 气体 ) 和 固体 分 别 进行 研究 . 我 们 首先 来 研 
究 比较 简单 的 液态 介 电 体 的 情况 ， 

我 们 用 fdV 标记 介质 体积 元 dV 上 所 受 的 力 ; 矢量 了 可 以 称 为 力 的 体 密 
度 . 

大 家 知道 , 作用 在 物体 某 有 限 体 积 上 的 力 ,可 以 化 为 作用 于 该 体积 表面 上 
的 力 (参阅 本 教程 第 七 卷 82). 这 一 情况 是 动量 守恒 定律 的 结果 . 体积 dV 内 物 
质 所 受到 的 力 是 单位 时 间 内 它 的 动量 的 变化 , 这 个 动量 变化 必须 等 于 相同 时 
间 内 经 过 表面 进入 该 体积 内 的 动量 . 如 果 用 -oi 表示 动量 流 张 量 , 则 9 


fiav= faunafs, (15.1) 
等 式 右 端的 积分 对 体积 V 的 表面 进行 . 张 量 oi 称 为 应 力 张 量 . 显然 
oikd fr= oirgnrd f 


是 作用 于 面积 元 df 上 的 力 的 第 i 个 分 量 (n 是 表面 法 线 方 向 的 单位 矢量 , 指 
向 体积 外 ). 

类 似 地 , 作用 于 一 给 定 体积 上 的 总 力矩 也 可 以 化 成 面积 分 , 由 此 就 保证 了 
动量 矩 守 恒定 律 得 到 满足 . 大 家 知道 , 这 样 做 之 所 以 可 能 , 是 内 为 应 力 张 量 的 
对 称 性 (oi = oni); 因此 , 后 者 正 是 动量 矩 守 恒定 律 的 表达 式 . 

@ 注意 不 要 将 力 的 分 量 与 表面 积分 量 dfi 相 混 清 . 
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把 (15.1) 式 的 面积 分 变换 为 体积 分 , 我 们 得 到 


fidV = | Oo gy 
OZ 


由 于 积分 体积 是 任意 的 , 由 此 得 到 





Ooik 

Ozk 
这 是 用 应 力 张 量 表示 体积 力 的 熟知 公式 

现在 我 们 来 计算 应 力 张 量 . 表面 上 任 一 小 区 域 均 可 以 视 为 平面 , 而 这 一 
小 区 域 附近 的 物体 性 质 及 电场 也 可 以 看 成 是 均匀 的 . 为 了 使 推导 简化 , 不 失 
普遍 性 , 我 们 可 以 研究 处 于 均匀 电场 中 的 均匀 ( 指 成 分 、 密 度 和 温度 ) 物质 平 
行 平面 层 ( 层 厚 站 @ ,这 个 电场 可 以 设想 为 由 加 在 物质 层 表面 上 的 导电 平面 
(电容 器 极 板 ) 所 产生 的 . 

仿照 计算 力 的 普遍 方法 , 我 们 使 其 中 一 个 电容 器 极 板 (“上 极 板 ”) 经 受 一 
无 穷 小 的 虚 的 平行 位 移 ee 的 方向 任意 , 不 一 定 和 法 线 n 的 方向 重合 . 假定 
导体 的 电势 (在 导体 每 一 点 处 ) 在 位 移 过 程 中 保持 不 变 , 而 由 位 移 所 引起 的 介 
电 体 层 的 均匀 形变 是 等 温 的 . 

表面 的 单位 面积 上 受到 的 平行 平面 层 的 作用 力 为 -oaxnk. 在 虚 位 移 过程 
中 这 个 力 所 做 的 功 为 “einxei. 另 一 方面 , 导体 产生 等 温 形变 并 保持 电势 不 变 
所 做 的 功 等 于 /Ray 的 减 小 , 或 者 等 于 物质 层 单位 表面 积 上 量 A 的 减 小 
于 是 





fi (15.2) 





aikeink = 8(hF) = hdF + Fonh. (15.3) 


液体 的 热力 学 量 只 与 它 的 密度 有 关 (在 给 定 温度 和 电场 强度 下 ); 不 改变 
密度 的 形变 ( 纯 剪 切 ) 不 影响 热力 学 状态 . 因此 , 我 们 将 液体 内 的 等 温 变 分 6F 
写 为 


OF OF D.5E OF 
| ge 过 二 Ss 50. 
| 
T,p E,T E,T 


物质 层 的 密度 变化 与 其 厚度 变化 的 关系 式 为 bp = -p32 场 的 变 分 可 计 


算 如 下 . 
设 在 位 移 时 , 有 物质 从 (7 一 wv) 点 落 到 空间 给 定点 处 (其 径 矢 为 +), 这 里 
为 物质 层 体 积 内 质点 的 位 移 和 撩 量 . 因为 在 我 们 所 研究 的 条 件 下 (均匀 形变 和 
G@G 加 于 同样 的 理由 ,我 们 在 应 力 张 量 内 略 去 了 那些 可 能 与 温度 、 电 场 等 的 梯度 有 
关 的 项 . 不 过 这 些 项 与 未 包含 导数 的 项 相 比 几 乎 为 零 , 就 如 同 在 万 与 瑟 的 关系 中 可 能 
出 现 的 含有 导数 的 那些 小 项 一 样 
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电容 极 板 上 的 电势 为 常量 ), 每 一 物质 质点 都 带 有 自己 的 场 势 值 一 起 位 移 ， 
此 , 在 空间 一 给 定点 处 的 场 势 改变 为 


Sp=p(7—u) -yr)= -uu Vo= ub, 
式 中 万 为 未 形变 层 内 的 均匀 电场 . 但 是 由 于 形变 是 均匀 的 , 我 们 有 


= (15.5) 
式 中 z 是 距 下 表面 的 距离 . 因此 , 电场 强度 的 变 分 为 
8E = zn(B.&). (15.6) 


把 上 面 所 得 的 全 部 表达 式 代 入 (15.4) 式 , 并 考虑 到 5h = &。 = &.n, 我 们 
得 到 


rnin = (nD)E: BE)- (imp + (mF 


Tt 





/| BD: _ ,OF 
| ar 6p 


由 此 终于 得 到 应 力 张 量 的 表达 式 : 


S OF ED 
Oik = 区 多 | Sik 十 A (15.7) 


在 各 向 同性 介质 内 , 即 本 节 研 究 的 情况 , EE 和 DD 的 方向 重合 . 因此 , Ei;Dk = 
ErxDi, 张 量 (15.7) 理所当然 地 是 对 称 张 量 @. 
在 DD=eE 的 线性 关系 下 , 我 们 有 


Oik 十 Fon | ET 





i (15.8) 
( 见 (10.17) 式 )、 局 是 电场 不 存在 时 物质 单位 体积 内 的 自由 能 按照 熟知 的 热 


力学 关系 式 , 单位 质量 物质 的 自由 能 对 比 体积 的 导数 等 于 压强 : 


(Ws 


己 = Po(p,T) 是 电场 不 存在 时 p 和 了 T 值 保持 给 定 秆 的 介质 内 的 压强 . 因此 , 把 
(15.8) 式 代入 (15.7) 式 后 , 我 们 得 到 
万 2 ; 
Oik 一 —Po(p, T)Six > B87 [ = 的 Oik 十 二 (15.9) 
在 真空 内 , 这 个 式 子 转换 成 众所周知 的 电场 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 @: 


@ 在 上 述 推导 中 , 吾 的 方向 与 m 的 方向 相同 这 一 事实 并 不 重要 , 因为 cik 显然 只 
依赖 于 五 的 方向 , 而 不 依赖 于 mm 的 方向 . 
@ 见 35 的 第 一 个 脚注 . 
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作用 于 两 种 互相 接触 的 不 同 介质 分 界面 上 的 力 , 必须 大 小 相等 、 方 向 相 
反 , 即 cikmk = 一 cm 式 中 带 撤 的 量 和 不 带 撤 的 量 , 分 别 属 于 两 种 介质 . 法 向 
矢量 n 和 wm 的 方向 相反 , 于 是 可 以 写成 


GikNk = ON (15.10) 


在 两 种 各 向 同性 介质 的 交界 面 上 , 力 的 切 向 分 量 相 等 的 条 件 恒 满足 . 实 
际 上 , 把 (15.7) 式 代 和 (15.10) 式 , 并 取出 切 向 分 量 , 我 们 得 到 


但 是 , 由 于 Et 和 Dn 的 连续 性 的 边界 条 件 , 这 个 等 式 已 被 满足 . 由 力 的 法 向 分 
量 相等 的 条 件 , 可 以 得 到 施加 在 两 种 介质 内 的 压强 差 上 的 非 平庸 条 件 . 

例如 , 我 们 来 研究 液体 和 大 气 间 的 交界 面 (可 以 假定 后 者 的 <= 1). 我 们 
用 撤 来 标记 大 气 中 的 量 , 并 利用 oi 的 表示 式 (15.9), 我 们 得 到 


五 2 


1 , 
-Plp,T)+ #7 ( 二 (BE — Ee). 


Oe & 9 2 
-一 — Er?)= —Ptm 
) “本 (5 二) Potm + 8r 


op/ 
考虑 到 边界 条 件 ; Bt = Bi, Dn = eBn = D' = 杞 , 可 以 将 以 上 等 式 改写 成 


pE? /Oe =1 
( 计 ) a (eB? 十 五 2). (15.11) 
T 





Pol(p,T) 和 Patm 


应 当 把 这 个 关系 式 理解 为 由 液体 内 的 电场 强度 确定 液 面 附近 液体 密度 p 的 方 
程式 . 

现在 我 们 来 求 出 作用 于 介 电 介质 内 的 体积 力 , 按照 (15.2) 式 对 (15.9) 式 
求 微 商 , 我 们 得 到 


0 E? /Oe E20 1[ £0, 90 
f= Oxi + Es (将 ) | 8T OTs 下 4 | Do 和 OZzk (ED 








考虑 到 方程 divD = 9Dx/O0zx = 0, 上 式 右 端 后 一 个 方 括号 内 的 表达 式 变 为 以 
下 两 项 之 和 : 











oF OB: _ uo DPK OE; 
-eB De Dp. ( 守 - 针 ) 
但 由 于 rot E = 0, 这 个 表达 式 变 为 零 . 于 是 我 们 得 到 
时 1 2 /Oe E? 
f=—gradPol(p,T)+ 到 grad [2 ( 序 ) 上 |- Br Stade (15.12) 


(H. 亥 姆 霍 效 ,1881) 
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如 果 介 电 体 内 有 体 密度 为 pex 的 外 电荷 , 那么 , 在 了 力 上 还 必须 加 上 一 项 
divD/4n, 因为 div D = 4npex, 因而 这 一 项 等 于 


pexE; (15. 13) 


但 是 不 能 认为 这 一 结果 是 不 证 自明 的 (参见 816 习题 3). 
如 在 87 中 曾 提 到 的 , 在 气体 中 可 认为 -1 之 差 与 密度 成 正比 ， 此 时 
pOe/6p=e 一 1, 且 (15.12) 式 肥 更 为 简单 的 形式 : 
所 一 


志 grad 万 2. (15. 14) 





了 = -VDP + 


(15. 12) 式 无 论 对 于 组 分 均匀 的 或 非 均匀 的 介质 都 适用 . 在 非 均匀 介质 内 ， 
< 不 仅 是 p 和 了 的 函数 , 而 且 也 是 沿 介 质 而 变化 的 混合 物 浓度 的 函数 . 但 在 组 
分 均匀 的 介质 内 , e 只 是 p 和 了 的 函数 , 而 grade 可 以 展开 为 


滞 (将 ) 
ve=( 一 | VT+( 二 ) vor. 
(这 Dp /7 
于 是 (15. 12) 式 取 以 下 形式 : 


p 2 / Oe E? 到 
a a oe | se (Oe . 5.1: 
VPo(p, T)+ Ye Bb (到 人 (入 a (15. 15) 


如 果 物 体内 的 温度 为 常量 , 那么 第 三 项 变 为 零 , 而 在 第 一 项 内 , 可 以 用 pyco 代 
苦 VP (根据 无 电场 时 的 熟知 的 化 学 势 的 热力 学 关系 : pdGo = dD - 5od7), 从 





五 2 
i G ( 序 ) Is 2 (15. 16) 
F 


式 中 (5 为 电场 内 物质 的 化 学 势 ( 见 (10.19) 式 ). 

寺 别 是 , 当 温 度 为 常量 时 , 力学 平衡 条 件 了 = 0 为 
五 (¥ 
8T \Op 
这 与 普遍 的 热力 学 平衡 条 件 一 致 . 这 个 条 件 通 常 可 写 为 更 简单 的 形式 . 在 电 
场 作用 下 , 介质 密度 的 变化 与 B? 成 正比 . 因此 , 如 果 没 有 电场 时 的 介质 密度 
是 均匀 的 , 那么 即使 在 存在 电场 的 情况 下 , 在 (15. 15) 式 后 面 的 两 项 内 也 应 该 
令 p = 常数 ; 在 假定 线性 关系 D = seE 成 立 的 公式 内 计 及 p 的 变化 超出 了 这 
些 公式 的 精确 度 . 此 时 由 (15. 15) 式 的 地 等 于 零 , 我 们 得 到 当 温 度 为 常量 时 的 
平衡 条 件 的 形式 为 


6 三 上 人 0 一 ) = const (15. 17) 
T 





EE? /Oe 
PR(pT)_2 ( 


一 t 15. 18 
ee 备 )， const ， (15. 18) 
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这 个 表达 式 和 (15.17) 式 的 差别 是 用 Po/p 代替 了 Go. 
在 本 节 的 最 后 , 我 们 将 说 明 在 不 做 应 力 张 量 计算 的 情况 下 , 如 何 从 公式 
(14.1) 直接 导出 力 的 表达 式 (15.12). 
我 们 研究 无 限 非 均匀 介 电 性 介质 , 介质 经 受 了 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 等 温 
小 形变 . 变 分 ss 由 两 部 分 组 成 : (1) 来 自由 于 形变 将 物质 粒子 从 7 一 4 点 移 到 
7 点 所 引起 的 改变 
<s(7 一 2) 一 <s(7) = 一 Vs， 


和 (2) 来 自 与 7 点 物质 密度 改变 有 关 的 变化 


0 
一 (BF) oaivw 
我 们 知道 (参见 本 教程 第 七 卷 81) divwu 是 体积 元 的 相对 变化 , 因此 密度 变化 
是 5p = 一 pdivu. 这 样 一 来 , 自由 能 的 变 分 为 


五 2 
2 
-Ravuav+ / 喜 ever (到 ) podiva dV (15.19) 
8 Opy/T 
(上 式 右 端 第 一 项 是 无 电场 时 的 自由 能 变 分 ). 对 (15.19) 式 中 带 divw 的 项 进行 


分 部 积分 , 并 与 通过 力 f 所 做 功 表 示 的 自由 能 变 分 表达 式 858 = -fu-fav 
比较 , 就 可 得 到 公式 (15.12). 
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固体 的 介 电 性 质 不 但 随 其 密度 改变 而 改变 (和 液体 一 样 ), 而 且 也 随 着 不 
改变 密度 的 形变 ( 剪 切 ) 而 改变 . 首先 我 们 来 研究 没有 电场 时 为 各 向 同性 的 物 
体 . 一 般 说 来 ， OE 吉 果 它 的 介 电 性 质 也 变 成 是 
各 向 异性 的 , 于 是 标量 介 电 常量 s 必须 用 介 电 张 量 ez 来 代替 . 

大 家 知道 ， Si 张 量 


+ (下 十 3) 
人 2 \Ork Ox; 
描述 , 式 中 w(x,y,z) 为 物体 上 各 个 点 的 位 移 矢 量 . 由 于 这 些 量 很 小 , 因此 在 分 


量 six 的 变化 中 只 要 取 wix 的 一 次 项 就 够 了 . 与 此 相应 , 我 们 把 形变 物体 的 介 
电 张 量 表示 为 以 下 形式 : 








Eik = E00ik + QUik 十 Q21119 认 ， (16.1) 
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其 中 so 为 未 形变 物体 的 介 电 常量 , 而 后 面 二 项 (含有 两 个 标量 常数 ol 和 ao) 
代表 最 普遍 形式 的 二 秩 张 量 , 这 种 张 量 可 以 由 张 量 wik 的 分 量 以 线性 方式 构 
成 . 

现在 来 看 一 下 前 一 节 所 给 出 的 推导 必须 作 哪些 修正 . 由 于 在 固体 内 下 与 
应 变 张 量 的 全 部 分 量 有 关 , 因而 必须 用 

~ 1 OF 
代替 (15.4) 式 . 在 所 研究 的 虚 位 移 情况 下 , 矢量 w 由 (15.5) 式 给 出 , 于 是 应 变 
张 量 为 人 
Wik = 了 (SA + kni). 


把 上 式 代 入 5F 内 , 并 考虑 到 张 量 的 对 称 性 (因而 也 是 导数 9F/Bui 的 对 称 
性 ), 我 们 得 到 





二 1 OF 
Fi_ LD.sp+l 0 
4 


Ba ke: (16.2) 


现在 十 分 清楚 , 我 们 得 到 的 取代 (15.7) 式 的 应 力 张 量 的 表达 式 为 ®: 


OF ED 
Oik = FOik+t | 元 一 和 (16.3) 
Ouik 4n 





不 论 DD 对 万 的 关系 如 何 ，(16.3) 式 都 适用 . 对 于 非 热 释 电 物体 和 非 压 电 
物体 , 其 中 D; = eip Bx, 玉 均 由 (13.4) 式 给 出 , 于 是 得 到 我 们 所 求 的 导数 


OF a OF0 1 » 
Dr BiBr + 02B 6ik). 
然后 在 (16.3) 式 中 各 处 均 令 si = eo8iw, 因此 求 得 以 下 应 力 张 量 公式 : 
E0 十 Q2 
nT 


0) ，2c0 一 al 
Oik 二 oO) 在 一 和 过 


E26ix; (16.4) 
cf) 是 没有 电场 时 的 应 力 张 量 , 按照 弹性 理论 的 通常 公式 , 它 由 应 变 张 量 以 及 
切 变 模 量 和 压缩 模 量 决定 . 


Q@ 这 个 公式 中 的 量 F, 和 上 面 各 处 一 样 , 是 物体 单位 体积 的 自由 能 . 但 是 , 在 弹性 
理论 中 通常 采用 稍微 不 同 的 定义 :热力 学 量 是 相对 于 未 形变 物体 单位 体积 所 含 物质 的 ， 
而 在 形变 以 后 , 这 部 分 物质 可 以 占据 另 一 体积 .很 容易 从 一 个 定义 转换 到 另 一 个 定义 ， 
只 要 用 张 量 wk 表示 形变 时 的 相对 体积 变化 (由 于 (16.3) 式 内 含有 wi 的 导数 , 这 样 做 
必须 精确 到 二 次 项 ). 结果 (16.3) 式 的 头 两 项 约 化 成 形 为 9F/auik 的 一 项 , 与 弹性 理论 
的 一 般 公 式 符 合 . 
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现在 我 们 来 对 各 向 异性 固体 进行 类 似 计算 中 . 这 时 应 对 上 面 的 推导 作 如 
下 的 改变 : 当 物 质 层 发 生 虚 形变 时 , 它 的 晶 轴 也 发 生 转 动 , 因而 晶 轴 相对 于 外 电 
场 的 取向 也 发 生 改 变 . 由 于 晶体 的 介 电 性 质 是 各 向 异性 的 , 因而 导致 在 (162) 
式 中 没有 考虑 在 内 的 到 的 附加 变化 . 在 计算 这 一 变化 时 , 假定 晶 轴 相对 于 电 
场 忆 旋转 了 某 一 角度 sp 或 是 假定 电场 相对 于 晶 轴 旋转 了 角度 -sp 都 是 一 
样 的 ; 但 第 二 种 方法 更 为 方便 . 

由 此 可 见 , 在 我 们 前 面 研 究 过 的 电场 的 变 分 (15.6) 内 , 还 必须 加 上 转动 
-sp 角 时 的 电场 五 的 变化 : 


1 
0 = -Fn(E.é) — pxE. 


角 sp 和 形变 时 的 位 移 矢量 wv 的 关系 为 sp = j rota (注意 到 在 物体 转动 gp 
角 时 , 物体 上 各 点 的 位 移 为 = 65% x7, 因而 很 容易 地 得 到 上 面 的 等 式 ). 把 
(15.5) 式 中 的 wv 代入 , 我 们 得 到 


dp = Vxé=3 未 mx 
然后 有 


TL[n(Bé)+é(n. 可] 


《) 十 Bx (nx 全 = 一元 


h 
(16.2) 式 的 第 一 项 的 形式 为 
i ] _ Ging EiDk + ExrD; 
-iD-8B= sr{(n D)(é: E)+(é:D)(n. E)} = 2 3 ; 


由 此 可 见 ，(16.3) 式 中 的 乘积 BiDx 必须 用 上 式 括号 内 的 和 的 一 半 来 代替 : 





OF 
i + (BiDk + EkD:). (16.5) 


我 们 注意 到 , 所 求 得 的 式 子 自动 地 对 下 角 标 i 入 对称 , 这 是 理所当然 的 . 
至 于 形变 晶体 的 介 电 张 量 , 取代 含有 两 个 标量 常数 的 表达 式 ( 16. 1) 的 , 是 
以 下 普遍 情况 下 的 表达 式 : 


Eik 一 el 十 QikimUim, (16.6) 


其 中 aikim 为 四 秩 常数 张 量 , 它 对 两 对 下 角 标 i,k 和 1, m 是 对 称 的 (但 对 两 对 
下 角 标 i,k 和 1, m 的 换 位 不 对 称 ). 这 个 张 量 的 不 为 零 的 独立 分 量 数目 取决 于 
晶体 的 对 称 性 , 也 即 是 取决 于 晶体 的 唱 类 . 

@ 在 817 中 将 会 看 到 , 确定 对 称 类 型 的 晶体 的 电 致 伸缩 现象 和 各 向 同性 物体 的 电 
致 伸缩 差别 很 大 . 这 种 晶体 称 为 压 电 晶体 . 我 们 这 里 所 讨论 的 将 是 非 压 电 晶 体内 的 电 
致 伸缩 . 
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我 们 在 这 里 不 准备 写 出 利用 (16.6) 式 即 可 得 到 的 应 力 张 量 公式 ( 它 与 
(16.4) 式 类 似 ). 

上 而 得 到 的 公式 确定 了 固体 介 电 体内 的 应 力 . 但 是 , 如 果 我 们 只 是 希望 
确定 外 电场 作用 于 物体 上 的 总 力 下 或 总 力矩 KK, 并 不 需要 这 些 公式 , 现在 我 
们 来 研究 浸入 液体 (或 气体 ) 介质 内 并 保持 静止 的 物体 . 作用 于 物体 上 的 总 力 
等 于 对 物体 表面 所 取 的 积分 f vinngdf. 由 于 力 oinn 是 连续 的 , 因此 , 无 论 是 


用 (16.4) 式 的 oix 秆 来 计算 这 个 积分 ,或 者 用 适用 于 物体 周围 介质 的 (15.9) 式 
的 oik 来 计算 这 积分 , 结果 都 是 一 样 . 我 们 假定 介质 处 于 力学 和 热平衡 状态 . 
于 是 如 果 考 虑 到 平衡 条 件 (15.18) 式 , 则 计算 还 可 进一步 简化 . 由 于 这 个 条 件 ， 
应 力 张 量 (15.9) 中 有 一 部 分 是 在 介质 各 处 均 恒 定 的 均匀 压缩 (或 拉 伸 ) 压强 ， 
它们 对 作用 于 物体 上 的 总 力 下 和 总 力矩 K 没有 贡献 . 因此 计算 这 些 量 时 可 
以 把 oix 简单 地 写成 


bE? 
一 | 一 有 一 一 0i 5 
了 ( k 5 sx (16.7) 


其 中 五 为 液体 内 的 电场 , 而 = 是 液体 的 介 电 常量 . 这 个 表达 式 和 真空 内 电场 
的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 的 差别 只 是 多 了 一 个 因子 s 而 已 . 于 是 


Oik = 





FF= 所 Be .E)- en| df, (16.8) 
KE Bn) -der xn df. (16.9) 


我 们 还 注意 到 , 因为 液体 处 于 平衡 状态 , 所 以 在 这 些 公式 内 可 以 对 包围 所 
人 研究 物体 的 任何 封闭 曲面 进行 积分 (但 是 , 当然 不 可 包括 作为 场 源 的 带电 体 ). 

对 于 计算 作用 于 处 在 电场 内 (在 真空 中 ) 的 介 电 体 上 的 总 力 问 题 , 我 们 也 
可 以 从 另 一 角度 来 着 手 , 也 就 是 不 通过 实际 存在 的 电场 , 而 是 通过 介 电 体 不 存 
在 时 给 定 场 源 所 产生 的 电场 €, 也 就 是 物体 被 移 人 的 “外 电场 ”来 表示 总 力 . 
此 处 假定 当 物 体 移 入 电场 时 产生 电场 的 电荷 分 布 并 不 起 变化 . 这 一 条 件 实际 
上 不 可 能 得 到 满足 , 例如 , 如 果 电 和 荷 是 分 布 于 扩展 性 导体 的 表面 且 介 电 体 被 移 
至 离 导体 有 限 距 离 的 话 . 

在 物体 整体 虚 平 移 无 穷 小 距离 wu 时 , 按照 (11.3) 式 , 物体 的 总 自由 能 变化 
为 

9. 多 = - f Pseav, 


其 中 
SCE= Er+u)— Cr)= (uv: VE 
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是 物体 某 一 给 定点 处 场 E 的 变化 . 由 于 w= 常数 和 rotE = 0, 我 们 有 
P.(u:V)E=P.Vu.€)=u.(P.Vv)e, 


因此 
8F = 一， Ws .Vv)EqdVv. 


另 一 方面 , 8 多 = -wu :五 , 于 是 我 们 得 到 所 求 力 的 公式 吕 
F = /wear (16.10) 
采用 类 似 的 方法 , 可 以 求 出 作用 于 物体 上 的 总 力矩 .但 这 里 我 们 不 准备 进 
行 相应 的 计算 , 只 是 给 出 它 的 结果 : 


天 = es x eav+ fr x (P.V)EdVv. (16.11) 


在 整个 物体 尺度 范围 内 可 以 认为 是 常量 的 准 均匀 场 中 ，(16.10) 式 在 一 级 
近似 下 给 出 

F= (/ Pav | 7) EC = ( 丈 .V)C， (16.12) 

式 中 多 为 极 化 介 电 体 的 总 偶 极 矩 , 当然 , 直接 取 (11.8) 式 中 多 的 微 商 , 也 可 


以 得 到 这 一 结果 . 在 (16.11) 式 内 , 在 一 级 近似 下 , 与 第 一 项 比较 一 般 可 以 略 去 
第 二 项 , 因而 得 到 下 面 的 自然 结果 : 


K=2Fxe. (16.13) 
习 题 


1. 设 处 于 均匀 外 电场 区 内 的 介 电 球 (半径 为 a) 被 重 直 于 场 方向 的 平面 
切 为 两 半 . 试 求 两 个 半球 之 间 的 吸引 力 . 

解 : 设想 两 个 半球 被 一 无 穷 小 狭 颖 分 隔 开 , 并 将 (16.8) 式 (其 中 ==1) 对 
半球 表面 积分 , 就 可 以 求 出 此 力 , 这 时 万 是 球面 附近 真空 内 的 电场 强度 . 根据 
(8.2) 式 , 球 内 的 场 是 均匀 的 并 且 等 于 (= 3EC/(2+e) (e 是 球 的 介 电 常量 ). 
狭 颖 内 的 场 重 直 于 表面 , 并 等 于 

; 35 
8 2+e 


@ 但 是 应 着 重 指出 , 积分 (16.10) 式 内 的 被 积 式 不 能 解释 为 力 的 体 密度 .问题 在 于 ， 
介 电 体 中 的 定 域 力 不 但 和 场 E 有 关 , 也 和 介质 内 部 的 场 有 关 , 由 于 动量 守恒 定律 ,后 者 
对 总 力 没有 贡献 ,但 它 会 影响 力 在 物体 体积 内 的 分 布 . 
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在 球 的 外 表面 上 ， 





5 3 3 
B= DY = 二 ecosb， B= B=- 


Csin0， 
卡 翅 


式 中 4 是 径 矢 和 区 方向 之 间 的 夹 角 . 
计算 积分 后 得 到 吸引 力 为 包 
9(e — 1)? 2 了 2 
~ 16(e+2)2 ~ 
2. 试 确定 均匀 外 电场 内 介 电 球形 状 的 改变 . 
解 : 和 85 中 习题 4 的 解 完全 类 似 . 在 确定 球 的 形状 改变 时 , 我 们 假定 球 
的 体积 不 变 加 . 自由 能 中 的 弹性 能 部 分 , 我 们 得 到 和 85 中 习题 4 完全 相同 的 
表达 式 . 电能 部 分 由 下 式 给 出 : 
V ceo 一 1 


i 
8x1+n(e(®) 一 下 


1 
多 
( 见 (8.9) 式 ). 而 且 , 按照 (16.1) 式 , 洛 z 轴 的 介 电 常量 为 
2 2al a 一 
cz) 一 50 十 QlWzz 三 E0 十 3 (ue Sa Uyy) 一 2E0 十 卫 一 
从 总 自由 能 为 极 小 值 的 条 件 , 我 们 得 到 (考虑 到 所 求 量 很 小 ) 
a-b 9g9€ (so 一 1D)2 十 5al/2 
R 40m (so 十 2)? 
当 so 一 co 时 , 这 个 表达 式 转换 为 导体 球 的 结果 . 
3. 试 确定 各 向 同性 固体 介 电 体内 存在 外 电荷 时 介 电 体内 的 体积 力 , 假定 
介 电 体 是 均匀 的 . 
解 : 假定 e0,a1, a2 为 常数 , 并 利用 方程 








rotE=0, divD ~ eodivE = 4npex, 


从 (16.4) 式 我 们 得 到 





Q@ 这 个 表达 式 在 s 一 oo 时 的 极限 值 和 85 中 习题 3 导电 球 结果 的 巧合 , 只 是 偶然 
的 (实际 上 这 些 力 甚至 连 符 号 都 是 不 同 的 ). 这 两 种 情况 在 物理 上 并 不 等 价 ,这 可 以 从 
下 面 一 点 清楚 地 看 出 , 即 在 两 导电 半球 (电势 相同 ) 的 狭 缝 内 没有 电场 , 而 在 本 题 中 则 
有 电场 存在 . 

@ 体积 的 改变 在 812 习题 1 中 求 出 . 
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处 于 电场 中 的 各 向 同性 介 电 体内 所 出 现 的 内 应 力 是 电场 的 二 次 方 效应 . 
这 种 效应 也 存在 于 一 系列 晶 类 的 晶体 内 . 但 是 , 在 确定 的 对 称 类 型 下 , 晶体 的 
电 致 伸缩 性 质 具 有 完全 不 同 的 特征 . 这 些 物 体内 ( 称 为 压 电 体 ) 在 电场 中 产生 
的 内 应 力 与 场 的 一 次 窒 成 正比 . 相应 地 也 存在 相反 的 效应 一 一 压 电 体 的 形变 
伴随 着 压 电 体 内 电场 的 出 现 , 这 一 电场 与 形变 的 大 小 成 正比 . 

压 电 体 中 我 们 感 兴趣 的 只 是 基本 的 线性 效应 , 因而 在 普遍 公式 (16.5) 内 ， 
我 们 可 以 略 去 场 的 平方 项 . 于 是 


Gik = Fin + or 
Ouik TE 


在 本 节 的 以 下 部 分 , 我 们 将 采用 未 形变 物体 单位 体积 内 物质 的 热力 学 量 ( 见 
816 的 第 一 个 脚注 ). 在 这 样 的 意义 上 理解 下, 我 们 就 得 到 


OF 
Oik 一 ( 间 ， (17.1) 
T,E 


相应 地 , 微分 dF 的 热力 学 关系 式 为 








1 
dF =—SdT + ondun ~ oD:dE. (17.2) 


对 于 上 式 中 最 后 一 项 , 我 们 必须 作 以 下 说 明 : 严格 说 来 , 在 这 种 形式 下 , 这 一 项 
(从 (10.9) 式 中 移 来 ) 是 相对 于 形变 物体 的 单位 体积 的 . 不 考虑 到 这 一 点 我 们 
就 会 有 误差 . 但 是 , 在 现在 情况 下 (对 压 电 体 而 言 ), 这 种 误差 是 比 (17.2) 式 中 
其 余 各 项 更 高 阶 的 小 量 . 

在 (17.2) 式 中 , 张 量 wi 的 分 量 起 着 自 变 量 的 作用 . 有 时 利用 oix 的 分 量 
作为 自 变量 也 是 很 方便 的 . 为 此 , 必须 引进 热力 学 势 , 并 定义 为 


$ 一 五 一 UikOik.: (17.3) 


这 个 量 的 微分 为 
d$ = —SdT 一 wkdoik 一 亏 刀 .dE. (17.4) 


应 该 强调 指出 , 按照 (17.3) 和 (17.4) 式 在 电动 力学 中 引入 热力 学 势 8 与 关系 
式 (17.1) 的 正确 性 有 关 , 因此 只 对 压 电 体 才 是 可 能 的 . 

在 这 样 定义 了 所 需 的 热力 学 量 后 , 现在 我 们 来 描述 晶体 的 压 电 性 质 . 选 
择 oi 和 Ei 为 自 变 量 , 我 们 应 当 把 电感 应 强度 D 看 作为 它们 的 唤 数 , 而 在 这 
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个 函数 的 展开 式 内 必须 只 保存 它们 的 一 次 项 . 在 最 普遍 情况 下 , 矢量 的 分 量 展 
开 为 二 秩 张 量 分 量 的 寡 级 数 中 的 线性 项 可 以 写 为 4ryikakl 其 中 常数 inri 的 
总 体 构 成 一 个 三 秩 张 量 A 于 4r 是 为 了 方便 ). 既然 张 量 cu: 对 它 的 下 角 
标 是 对 称 的 , 因而 很 清楚 , 可 以 认为 张 量 yixi 对 相应 的 两 个 下 角 标 也 是 对 称 
的 : 

Nikl = Ti (CLT:5) 
为 了 直观 我 们 用 逗号 将 对 称 的 下 角 标 &, ! 与 第 三 个 下 角 标 分 开 . 我 们 把 张 量 
il 称 为 压 电 张 量 , 晶体 的 压 电 性 质 完全 由 它 决定 . 

把 压 电 项 添加 到 品 体 中 电感 应 强度 的 表达 式 (13.1) 内 , 我 们 有 


Di = Dio + Eik Ek + AMYi,kLORk. (17.6) 


相应 的 附加 项 也 会 出 现在 热力 学 量 中 . 电场 不 存在 时 , 非 压 电 晶体 内 的 热力 学 
势 为 

$=6=6o = DHikimOikO Lm, 
式 中 Bo 为 未 形变 物体 的 热力 学 势 , 而 第 二 项 代表 普通 的 弹性 能 量 , 由 弹性 常 
数 张 量 jirwm 决定 @. 对 于 压 电 体 我 们 有 


~ | 1 1 
ey RE op Ny oe 17.7 
2 =2o0 5 HiklmOik Olm gn Lib 4 EiDio — Yi,kl Biokl (17.7) 
上 式 右 端 最 后 三 项 的 形式 是 这 样 决 定 的 , 即 根据 关系 式 
05 
D; = -4r < 
To 


所 求 得 的 名 对 i (保持 内 应 力 和 温度 不 变 ) 的 导数 必须 给 出 (17.6) 式 . 
@ 张 量 jwirim 按照 





Vik 一 -站 = HiklmO lm 
确定 应 力 和 形变 之 间 的 关系 .在 本 教程 第 七 卷 810 中 , 我 们 曾 写 出 过 逆 关 系 式 


ik = Mklim Um 


很 清楚 , 张 量 jwirwm 的 所 有 对 称 性 质 和 张 量 Xiktm 的 对 称 性 质 完全 相同 . 
在 自由 能 严 内 弹性 能 为 正 号 ; 


1 
Fel = BNkim Uik Wim. 


从 下 内 减 去 Oik Mik, 即 得 导 到 热力 学 势 ， 因此 





1 业 
Dol = Fel 一 aikUik = 3 Nklm Vik Ulm = 3 Hikimoik Om 
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知道 了 GB, 就 可 以 按照 (17. 4) 式 得 到 用 应 力 oi 和 电场 百 所 表示 的 应 变 


张 量 公 式 





Wik = — 63 = Hi kinFim 十 Yik Bl. (17. 8) 
TE 

应 该 指出 , 在 压 电 晶体 内 把 量 jwirim, 和 sik 作为 弹性 常量 和 介 电 常量 , 在 
一 定 意义 上 是 有 条 件 的 . 在 我 们 所 选择 的 定义 下 , 它们 分 别 给 出 电场 强度 不 变 
时 形变 对 弹性 应 力 的 依赖 关系 和 应 力 不 变 时 电感 应 强度 对 电场 强度 的 依赖 关 
系 . 如 果 形 变 是 在 给 定 电感 应 强度 时 发 生 的 , 或 者 我 们 所 研究 的 是 在 给 定形 变 
情况 下 电感 应 强度 对 电场 强度 的 依赖 关系 , 那么 , 起 弹性 系数 和 介 电 常量 的 作 
用 的 将 是 其 他 量 , 这 些 量 可 由 张 量 yj,e 和 的 分 量 表示 出 来 (虽然 形式 相当 复 
杂 ). 

求 压 电 物体 内 的 场 必须 和 求 它 的 形变 同时 进行 , 因而 这 是 静电 学 和 弹性 
理论 的 联 立 问题 . 也 即 是 必须 求 出 静电 学 方程 





divD=0, rotE=0 (17. 9) 
(DD 由 (17.6) 式 给 出 ) 和 弹性 平衡 方程 


CO (17. 10) 





OXk 


的 相 容 解 , 弹性 平衡 方程 带 有 物体 表面 上 相应 的 边界 条 件 并 计 及 了 由 (17.8) 
式 所 给 出 的 oi 和 形变 之 间 的 关系 . 在 一 般 情况 下 , 这 个 问题 是 很 复杂 的 . 

对 于 具有 自由 表面 ( 即 没有 加 上 任何 机 械 外 力 ) 的 压 电 椭 球 体 , 问题 可 以 
大 大 简化 . 在 这 种 情况 下 (88), 压 电 体内 的 电场 是 均匀 的 , 从 而 它 的 形变 也 是 
均匀 的 , 而 全 部 弹性 应 力 oi = 0. 

最 后 , 我 们 来 着 手 研 究 这 样 一 个 问题 , 即 哪 一 些 晶体 对 称 类 型 容许 压 电 性 
质 存 在 . 换 句 话说 , 必须 考虑 对 称 性 条 件 对 于 张 量 yi,xi 的 分 量 所 加 的 限制 . 在 
一 般 情况 下 , 这 个 张 量 (对 下 角 标 k 和 1 是 对 称 的 ) 有 18 个 不 为 零 的 独立 分 量 ， 
但 实际 上 独立 分 量 的 数目 通常 要 比 这 少 得 多 . 

在 给 定 晶 体 的 所 有 对 称 变换 中 , 张 量 7i, 的 全 部 分 量 必须 保持 数值 不 变 
由 此 立即 得 到 , 具有 对 称 中 心 的 物体 (当然 其 中 也 包括 一 切 各 向 同性 物体 ) 在 
所 有 情况 下 都 不 可 能 是 压 电 体 . 实际 上 , 在 中 心 反 射 时 (三 个 坐标 都 改变 正 负 
号 ) 三 秩 张 量 的 全 部 分 量 都 会 变 号 . 

在 32 种 唱 类 中 , 容许 有 压 电 性质 的 唱 类 总 共有 20 种 . 首先 是 813 中 所 列 
举 的 具有 热 释 电 性 质 的 10 种 ( 热 释 电 体 同时 也 是 压 电 体 ). 此 外 , 下 列 10 类 唱 
体 也 是 压 电 晶体 : 
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正 交 晶 系 : D，， 

四 方 品系 : D4 Du Sa, 

三 方 唱 系 : Ds， 

六 方 品系 : De, C3n,D3n， 

立方 品系 : 了 ,了 

全 部 品类 的 压 电 张 量 的 不 为 零 的 分 量 将 在 本 节 的 习题 中 列 出 . 

我 们 这 里 还 要 提 及 在 液晶 “形变 ”时 发 生 的 一 个 与 压 电 效应 相近 似 的 现 
象 . 我 们 这 里 指 的 是 向 列 相 液晶 *. 我 们 记得 (参见 本 教程 第 五 卷 8140), 这 些 液 
态 介质 是 以 存在 某 种 分 子 从 优 到 向 的 单独 方向 来 表征 的 . 在 介质 的 每 一 点 上 
这 个 方向 由 单位 矢量 d (液晶 指向 矢 ) 给 出 . 在 未 发 生 形 变 的 液晶 中 d 的 方向 
在 其 全 部 体积 内 均 为 常量 , 而 在 形变 了 的 液晶 中 d 成 为 坐标 的 函数 . 在 液晶 
内 , 形 为 

D; = si Bx +4neididivd + 4nes(rot d x d); (17.11) 

的 电感 应 强度 表达 式 对 应 于 展开 式 (17.6), 其 中 el,es 为 标量 系数 (R. B. 迈 耶 ， 
1969) 巴 . 描写 我 们 所 研究 效应 的 上 式 右 端 最 后 两 项 代表 了 由 矢量 d 及 其 对 
坐标 的 一 阶 导 数组 成 的 最 一 般 的 极 矢 量 . 我 们 注意 到 , 表达 式 (17.11) 自动 地 
对 于 qd 改变 符号 不 变 . 

至 于 向 列 相 液晶 的 介 电 常 量 张 量 , 其 对 称 性 和 单 轴 晶 体 的 介 电 张 量 的 对 
称 性 相同 , 而 且 局 域 (介质 每 一 点 上 的 ) 指向 矢 方 向 起 对 称 轴 的 作用 . 张 量 eix 
可 表示 为 下 列 带 有 两 个 独立 常数 so 和 so 的 形式 : 


Eik = E00ik + Eadidk (17.12) 
习 题 


1. 试 对 允许 有 压 电 性 的 非 热 释 电 晶 类 确定 张 量 ikl 的 不 为 震 的 各 分 量 . 

解 : 晶 类 D2 包含 三 个 互相 各 直 的 二 次 对 称 轴 , 我 们 选择 它们 为 7,y,z 轴 . 
绕 这 些 轴 旋转 180°, 三 个 坐标 有 两 个 变 号 . 因为 ikl 的 分 量 和 来 积 Zizk ZL 一 
样 变 换 , 因而 不 为 零 分 量 的 只 有 三 个 下 角 标 都 不 相同 的 分 量 : 


Vr,Yyz) Nz,TY) NY,zT) 


由 于 性 质 和 i,kl = Yislk, 其 余 不 为 零 的 分 量 都 等 于 这 些 分 量 . 相应 地 , 热力 学 势 





* 在 本 教程 第 五 卷 8140 中 , 向 列 相 液晶 被 称 为 丝 状 相 液晶 .一 一 译 者 注 
@ 在 向 列 相 液晶 中 热 释 电 性 实际 上 尚 属 未 知 ,故我 们 假定 Do = 0. 
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的 压 电 部 分 为 @ 


Dpie 3 —2(Yr,yz Eroyz 本 9 二 yO * yz my Erory): (1) 


晶 类 Dzg 通过 在 晶 类 Ds 的 坐标 轴 上 再 加 上 二 个 对 称 平面 而 得 到 , 这 两 
个 对 称 平 面 通过 其 中 一 轴 ( 设 为 z 轴 ), 并 把 z 轴 和 2 轴 之 间 的 夹 角 分 为 两 半 . 
在 其 中 一 个 对 称 平面 上 的 反射 表示 以 下 变换 :x 一 Vy,Yy 一 ZZ 一 Z. 因此 ,由 交 
换 下 角 标 zz 和 而 得 到 的 和 yikl 的 不 同 分 量 应 该 相等 , 于 是 (1) 式 的 三 个 系数 
中 只 有 两 个 是 独立 的 : 

Tzizy Yr,Yyz 二 Ny,rz: 

品类 工 通 过 在 晶 类 DD。 上 加 上 四 个 三 次 对 角 对 称 轴 得 到 . 绕 这 些 对 称 轴 
旋转 时 Zi, y, z 轴 循 环 换 位 , 例如 2 一 2 一 02 一 功 因 此 (1) 式 中 的 三 个 系 
数 变 得 相等 : 

?ziyz 二 ?yzz 一 了 zizy， 

对 于 立方 晶 类 Ty, 得 到 相同 结果 . 

晶 类 D4 包含 一 个 四 次 对 称 轴 (z 轴 ) 和 处 于 zy 平面 内 的 四 个 二 次 对 称 
轴 . 除了 晶 类 Do 的 对 称 元 素 外 , 我 们 在 这 里 只 需 再 研究 绕 z 轴 旋 转 90° 的 情 
况 , 也 即 是 只 需 再 研究 下 列 变 换 : 工 一 Vy,y 一 一 7,Z 一 Z. 由 于 这 种 变换 ，(1) 式 
的 系数 有 一 个 变 成 零 (yz ay = 一 Yzwyz = -yzzy 由 此 得 和 zzy 二 0), 而 其 他 两 个 
系数 只 相差 一 个 正 负 号 : 

Nryz 二 一 ?yzrz'， 

对 于 晶 类 De 得 到 同样 的 结果 . 

唱 类 S54 包含 下 列 变换 :一 y,y 一 一 TX,Z 一 一 和 ZX 一 一 X,Y 一 一 Yy,Z 一. 
不 为 零 的 各 分 量 为 


Tzizy Yryz 三 Toyizz Nzrr Nyy Nz,zr = Ny,zy: 


适当 地 选择 z, y 轴 的 方向 , 这 些 量 中 有 一 个 可 能 变 为 零 

晶 类 Ds 包含 一 个 三 次 对 称 轴 (z 轴 ) 和 处 在 zy 平面 内 的 三 个 二 次 对 称 
轴 ， 设 其 中 一 个 对 称 轴 为 7 轴 , 为 了 求 出 由 于 三 次 对 称 轴 存 在 所 加 上 的 限制 ， 
我 们 先 引进 复数 “坐标 ， 


é€=7+iy, 7=2- iy; 

@ 为 了 避免 误解 我 们 要 记 住 , 如 果 通 过 将 8 的 具体 表达 式 对 cix 直接 求 微 商 来 计 
算 应 变 张 量 wx 的 分 量 , 则 对 i 关上 的 分 量 8 对 cik 的 导数 给 出 相应 分 量 pin 值 的 二 售 . 
之 所 以 如 此 , 是 因为 表达 式 wik = -885/60ik 实质 上 只 是 反映 了 65 = -wikdoik 的 事实 ; 
而 带 有 对 称 张 量 cik 的 非 对 角 分 量 微分 的 项 在 和 式 wkdcik 中 出 现 了 两 次 . 
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而 Zz 坐标 保持 不 变 , 然后 再 进行 形式 变换 是 很 方便 的 . 我 们 也 把 张 量 i,k 变 
换 到 这 些 新 坐标 上 . 这 时 各 分 量 的 下 角 标 轮流 取 &,m,z 值 . 绕 z 轴 旋 转 120° 
后 , 这些 “坐标 ”变换 为 


一 2ri/3 


E 一 ce2mi/3， 1 一 71e 2 一 :2 


这 时 张 量 yiki 中 保持 不 变 因 而 可 以 不 为 零 的 各 分 量 只 有 Ys,ney Yn,zty TELEE， 
Ynmm 7Yzzz: 绕 工 轴 转 180° 的 变换 为 一 X,Y 一 一 yz 一 一 Z, 或 者 在 “坐标 系 ” 
6&1)Z 中 ,为 有 一 111 一 和 zz 一 -2 这 时 zme 和 zzz 改变 正 负 号 , 因而 必须 
变 为 零 , 而 上 面 列 出 的 其 余 各 分 量 则 可 以 成 对 地 互相 转换 , 这样 就 得 到 下 列 等 
式 : nse 二 一 yeyzn) ee 二 ywnm. 要 写 出 Bpie 的 表达 式 , 必须 组 成 其 下 角 标 轮流 
取 &,n,z 值 时 的 总 和 一 iklBiok: 


Bpie = —2)n,zé (Enozé — Beozn) 一 TELEEaee + Enonn). 


这 里 还 必须 将 “坐标 系 ”&,n,z 中 的 分 量 B; 和 gip, 用 原来 坐标 系 X,Yy,zZ 中 的 
分 量 来 表示 . 利用 张 量 分 量 和 相应 坐标 乘积 一 样 变换 的 事实 ,这 是 很 容易 做 到 
的 . 因此 , 例如 从 

上 ccE=2Z 一 十 2i7y 


0e = Orz — Oyy 十 2iocy， 


结果 我 们 得 到 


Bpie = 2a( Byozz — Erozry) + b[2Byory — Ex (ors — oyy)), (2) 


式 中 a 二 2iyy,ze)0 二 27yeee 为 实 常数 . 从 (2) 式 可 看 出 品 , 在 坐标 zy,z 中 Yinl 
各 分 量 间 的 关系 式 为 : 


Nyzr = Nery 0 Myry = Nr,rr = Vr,yy = 0. 


晶 类 Ds， 由 在 晶 类 D3 上 加 上 一 个 与 三 次 轴 重 直 的 对 称 平面 (zy 平面 ) 
得 到 . 在 这 个 平面 上 的 反射 是 z 变 号 , 因而 yze 二 0, 于 是 在 (2) 式 中 只 剩 下 
系数 为 b 的 项 . 

@ 众所周知 , 在 非 正 交 坐 标 系 中 (en,z 就 是 这 种 坐标 系 ) 必须 区 别 张 量 的 协 变 分 
量 和 反 变 分 量 . 在 转换 到 原来 坐标 系 z,y,z 时 , 也 必须 考虑 到 这 种 情况 : 若 分 量 E; 和 
okt 如 反 变 分 量 一 样 变换 , 则 张 量 Yu 的 分 量 必须 如 协 变 分 量 一 样 变换 . 然而 , 通过 直 
接 根据 (2) 式 的 标量 组 合 形式 求 出 z,y,z 坐标 系 中 pit 的 各 分 量 间 的 关系 式 的 办 法 ， 
我 们 绕 过 了 这 个 问题 
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晶 类 Csh 除了 包含 三 次 对 称 轴 外 ,还 包含 一 个 生 直 于 这 个 轴 的 对 称 
平面 . > 2 变 号 , 因而 下 角 标 内 z 出 现 奇 数 次 的 ikl 的 各 
分 量 必须 等 于 零 . 再 考虑 到 上 面 提 到 的 由 三 次 对 称 轴 所 加 限制 ,我 们 发 现 只 有 
两 个 分 量 yr 和 Yee 不 为 零 . 为 了 使 $B 为 实数 , 这 些 量 必须 为 复 共 斩 . 将 它 
们 分 别 标记 为 

27yeee =a+id, 27yn,nn= a— ib, 


我 们 得 到 
Bpie 一 a[2E,owy Ez (orz oyy)] 十 b[2Ezrozy 韦 Ey(ozz - oyy)] : (3) 


适当 选择 z, y 轴 的 方向 , 可 以 使 Q 或 六 变 为 零 

2. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 晶 类 容许 有 热 释 电 性 质 . 

解 : 设 z 轴 与 二 次 、 三 次 、 四 次 或 六 次 对 称 轴 相 合 , 而 在 晶 类 C。 内 , z 轴 
重 直 于 对 称 平面 . 在 晶 类 Cnw 中 , zz 平面 和 一 个 对 称 平面 重合 . 以 下 列 出 对 每 
种 晶 类 六 和 中 不 为 零 的 分 量 . 

C1 类 : 全 部 的 ikl. 

Cs 类 : 包含 下 角 标 z 出 现 两 次 或 者 不 出 现 的 全 部 分 量 . 

C2 类 : ?zzz Yayyy TaizzyTainzy Nyyz: 

C2 类 : 和 Co 类 中 相同 , 以 及 YayzyYyzzy zry: 

Cav 类 : TYzizz = Yowyy Yaz Yerz = Myryz: 

Ca 类 : 和 Cau 类 中 相同 , 以 及 zyz 二 一 Yy,zz 

Ca 类 : ?zzzTaizz = Nyyzy Yrr 三 一 yz 三 一 ?yz Yrr = Nz,yy: 

3 类 : 和 Cau 类 中 相同 , 以 及 ?zyz 三 一 ?yzzy yyzz 二 Nyyy 二 Nr,ry: 

C6u 类 : Tz,zzyTaizz = TigzTzizz = Tagz， 

Ce 类: 和 C6u 类 中 相同 , 以 及 和 Yr,yz = 一 Yy,zz: 

3. 试 确定 下 列 情况 下 非 热 释 电 性 压 电 体 平 行 平面 薄板 的 杨 氏 模 量 ( 拉 伸 
应 力 和 相对 拉 伸 长 度 之 间 的 比例 系数 ): (1) 薄板 受到 短路 电容 器 两 板 的 拉 伸 ; 
(2) 薄板 受到 未 带电 电容 器 两 板 的 拉 伸 ; (3) 没有 外 电场 时 薄板 受到 与 其 平面 
平行 的 拉 伸 . 

解 : (1) 在 这 种 情况 下 , 薄板 内 的 电场 强度 妞 = 0. 张 量 oi 的 唯一 不 
为 零 的 分 量 是 拉 伸 应 力 azz (z 轴 重 直 于 薄板 平面 )， 从 (17.8) 式 , 我 们 有 
Uzz 二 Lzzzz0zz， 由 此 得 到 杨 氏 模 量 马 为 

1 


五 = zzzz- 





@ 没有 假定 这 个 轴 和 任何 选 定 的 晶体 学 方向 重合 . 
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(2) 在 这 种 情况 下 , 在 薄板 内 Es = EB, = 二 0, Ds = 0, 从 (17.6) 和 (17.8), 我 
们 有 
也 > = ezzbz 十 NYz,zz0zz =0, Uzz = HzzzzOzz 十 yz,zz Lz. 
从 这 两 个 等 式 中 消去 已。 后 , 我 们 得 到 
EF 4x ， 
E- Hzzzz a zz" 
(3) 在 这 种 情况 下 , 也 是 Bs = 马 , = 0, Ds = 0, 设 拉 伸 发 生 在 x 轴 方向 .我 
们 有 
Di= Ebs+ NYz,rrOrr =0, Uzz = HzzzzOzz 十 Py De 
消 去 E;, 我 们 和 导 到 


4n » 
= ULzzzx 一 EY 本 


4. 试 求 压 电 介 体 内 声速 的 表达 式 . 
解 : 在 本 问题 中 较为 方便 的 是 不 用 gik 而 采用 wip 作为 自 变量 . 把 下 写 为 


一 1 
r= 3 Nim tir tm 一 Eik BiBk 一 记 BiDio + Birl Biuk, 





8 
由 此 得 到 . 
oF 
Oik = Bi = Mkim Um + BLik Bl. 
Uik 
弹性 理论 的 运动 方程 为 
y Ooik OUum Ob 
> A m 1 4 
pi 5 klm Gr + bt, h Ba (4) 


式 中 p 是 介质 密度 , 也是 位 移 矢 量 , 它 和 wip 的 关系 为 


_1 Oui Ou 
klOr Or): 








方程 div 刀 =0 给 出 


OF 0 
Eik Gr, — 4ni, Rl Br A 0, (5) 
我 们 用 电势 来 表示 电场 强度 : 
_ 0 
bE; 一 O77" 


电场 强度 满足 方程 rot E = 0. 
在 平面 声波 中 以 和 wp 都 与 eil(k"-%t) 成 正比 ,于 是 从 以 上 方程 得 到 


pw us = Mpimkkklum — Biik kkk 
Eikp kikkg® + 4nBi kikikru = 0. 
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由 此 消去 wp, 得 wi 方程 的 相 容 条 件 为 


(Gmail kn(Bp ,kpkg) 5 


0. 
Erskrks 





det oa 一 Nigm kikm, 一 4 
| 


在 波 矢量 的 任 一 给 定 方向 上 , 这 个 方程 一 般 说 来 确定 声音 的 三 个 不 同 相 速 
度 w/k. 压 电 介质 的 特征 是 其 声速 对 波 传播 方向 的 复杂 依赖 关系 . 

5. 属于 Ce 唱 类 的 压 电 晶体 被 通过 对 称 轴 (z 轴 ) 的 表 平 面 (zz 平面 ) 限 
制 . 试 求 重 直 于 对 称 轴 ( 沿 x 轴 ) 传播 的 表面 波 的 速度 ; 波 内 经 受 位 移 Ws 及 电 
势 p 的 振动 (J.L. 古里 亚 耶 夫 , 1968; 1O. B. 布鲁斯 坦 , 1969). 

解 : 在 所 研究 的 条 件 下 , 在 方程 组 (4) 和 (5) 中 分 出 仅 含 us 和 yp 的 两 个 
方程 ; 这 些 量 依赖 于 坐标 x,y (以 及 时 间 ,而 与 Zz 无关. 不 为 零 的 应 力 张 量 与 
电感 应 强度 矢量 的 分 量 为 : 


0zz = PEz 十 2Auzzr， Ozy 二 BEy 2 和 Xuzy， 


Dao = —8nBuzz +eEb:, Dy= —8nPuzy + eby, 


其 中 
1 Du。 


1 
二 了 “3 他 Bz 一 5 
而 且 为 了 简洁 引入 以 下 标记 : 








Uzzx 


Dr,zz = Byyzs PB, Mrzzrz = Mzyz A Err 一 syy 三 5j 


恒定 的 热 释 电 电感 应 强度 DD = Do 不 进入 方程 和 边界 条 件 . 
在 压 电 介质 占据 的 区 域 (半空 间 y > 0) 内 方程 (5) 和 方程 (4) 的 z 分 


He 


AnBAus + EAP = 0， piis = -BAopG) + AAus, 
其 中 A=82/68z2 + 692/6y2; 将 这 两 个 方程 改写 为 
piizs =AAMuzs, Av=0, (6) 


其 中 


A476? 4 5 
3=A+ ， $= Lu 9 


在 真空 (半空 间 yy < 0) 内 , 电势 p(e) 满足 方程 


Aote) = 0. (7) 
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这 些 方程 应 当 在 介质 表面 上 的 边界 条 件 


、 ; Doplte) 
Ps we De yi) (8) 


以 及 远离 表面 的 边界 条 件 
Uz 一 0 (一 co 时 ) wp 一 0 (一 士 co 时 ) 
下 求解 . 我 们 寻求 形 如 
Ws = 4e-Aoei(kz-ob， y= Be—hyei(ks—wt) pe) = Cervei(he—wt) 
的 解 , 其 中 
po = MK? — 0). (9) 


方程 (6) 和 (7) 以 及 无 穷 远 处 的 边界 条 件 已 经 满足 , 而 边界 条 件 (8) 给 出 了 对 
于 A, B,CO 的 三 个 线性 齐 次 方程 , 这 三 个 方程 的 可 解 条 件 导 致 关系 式 
4TD2 


和 XeE(1 十 E) 


最 后 , 将 此 关系 式 代 入 (9) 式 , 我 们 得 到 波 的 相 速 度 


ss 


这 些 波 的 表面 传播 是 压 电 介质 特有 的 . 在 有 一 0 的 情况 下 穿 透 深度 
1/x 一 00, 亦 即 波 已 成 为 体 波 . 
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按照 810 中 的 公式 , 总 自由 能 可 以 表示 成 对 全 空间 的 积分 的 形式 : 
F = f rer,p. DYav. (18.1) 
我 们 将 假定 被 积 函 数 式 内 的 函数 D(7) 只 满足 介 电 体内 的 方程 
divD=0 (18.2) 
和 在 带 有 给 定 电荷 的 导体 表面 上 的 条 件 
fo Ep (18.3) 
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这 些 等 式 建立 了 场 和 场 源 之 间 的 关系 . 此 外 , 假定 函数 D(7) 是 任意 的 , 特别 
是 , 不 预先 要 求 它 满足 第 二 个 场 方程 rot EB = 0 (其 中 万 = 4r9F/9D) 和 在 导 
体 表面 上 满足 p = 常数 的 边界 条 件 . 我 们 现在 证 明 , 这 两 个 方程 可 以 从 积 
(18.1) 相对 于 满足 方程 (18.2) 和 (18.3) 的 函数 D(r) 的 改变 为 极 小 值 的 条 件 得 
到 . 应 该 强调 指出 , 这 种 推导 的 可 能 性 先 验 上 并 不 显然 , 因为 求 积 分 (18.1) 的 
极 小 值 时 所 考虑 的 场 分 布 ,并 不 对 应 于 物理 上 可 能 的 状态 (因为 它们 并 不 满足 
全 部 场 方程 ) ; 陋 自 由 能 为 极 小 值 的 热力 学 条 件 中 , 只 有 对 各 种 物理 上 可 能 
的 状态 才 可 以 相互 比较 . 

在 (18.2) 和 (18.3) 式 作为 附加 条 件 下 求 积 分 (18.1) 极 小 值 的 问题 , 可 利 
用 拉 格 朗 日 乘 子 法 来 解决 . 依照 这 种 方法 , 我 们 将 条 件 (18.2) 的 变 分 乘 以 某 个 
尚未 确定 的 坐标 函数 (用 -w/4r 表示 ), 而 将 条 件 (18.3) 的 变 分 乘 以 一 未 定 的 
常数 因子 (用 wo/4r 表示 ), 然后 令 变 分 之 和 等 于 零 : 


1 po a 
fsrav 二 /pdavspay+ me fap.ar=o. 


在 第 一 项 中 我 们 写 出 © 


对 第 二 项 作 分 部 变换 ; 

Jedivapar= f wap .af - /sp .sadedv 
结果 我 们 得 到 

fe+ grad wp): SDdV 十 fl —w)5D.df=0. 
由 此 得 出 结论 : 在 全 部 体积 内 , 必须 及 = 一 grady (因此 rot 瑟 = 0), 而 在 导 
体 表面 上 , yp = wo = 常数 . 这 就 是 对 于 电场 强度 的 正确 方程 , 而 拉 格 朗 日 乘 子 
2 则 是 它 的 场 势 . 

由 类 似 方式 可 以 证 明 , 对 于 电感 应 强度 的 方程 可 以 从 积 


全 二 ) F(T,p, EYdV 





@ 在 给 定 温度 情况 下 自由 能 有 极 小 秆 . 变 分 应 该 对 两 个 独立 量 D 和 p 进行 . 但 在 
这 里 , 我 们 只 对 吃 的 变 分 结果 感 兴 趣 . 积分 (18.1) 对 密度 p 的 变 分 (在 物体 总 质量 不 变 
的 附加 条 件 下 ) 给 出 通常 的 热平衡 条 件 之 一 ,化 学 势 5 为 常量 . 
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为 极 大 值 的 条 件 得 到 , 其 中 函数 EE(7) 在 马 = 一 gradw 和 在 导体 表面 上 %>= 党 
数 两 个 附加 条 件 下 变 分 @. 实际 上 , 我 们 有 


二 OF 1 
-二 和 D a 去 | div DdV =0 
Tr) mj ee 


因为 在 导体 表面 上 so = 0, 故 第 一 个 积分 等 于 零 ; 由 于 在 导体 体积 内 5w 是 任 
意 的 , 从 第 二 个 积分 可 以 得 到 所 求 方程 : div = 0. 

如 果 物 体 没 有 处 在 外 电场 内 (特别 是 , 不 存在 带电 导体 时 ), 那么 可 以 把 热 
力学 平衡 条 件 表 述 为 总 自由 能 (18.1) 取 绝 对 ( 即 无 任何 条 件 的 ) 极 小 值 的 条 
件 . 这 条 件 归结 为 自由 能 密度 尺 作为 独立 自 变量 DD 的 函数 地 极 小 值 的 条 件 : 

OF 五 


4 

也 即 是 在 全 部 空间 内 , 电场 强度 必须 等 于 零 . 如 果 这 时 能 够 求 出 电感 应 强度 分 
布 满足 条 件 div D = 0, 则 所 得 到 的 状态 就 相应 于 热力 学 平衡 态 @， 

令 自由 能 的 一 阶 变 分 等 于 零 , 我 们 只 能 得 到 自由 能 取 极 小 值 的 必要 条 件 . 
而 不 是 充分 条 件 . 要 搞 清楚 充分 条 件 , 必须 研究 二 阶 变 分 . 这 些 条 件 具有 某 些 
确定 的 不 等 式 形式 ( 称 为 热力 学 不 等 式 ), 众所周知 , 它们 也 是 保证 物体 状态 稳 
定性 的 条 件 (参阅 本 教程 第 五 卷 $21). 

当 DD = eE 时 , 全 部 关系 式 大 为 简化 , 而 我 们 感 兴趣 的 热力 学 不 等 式 (与 
物体 的 介 电 性 质 有 关 ) 变 得 非常 显然 . 此 时 总 自由 能 ; 


D? 
N+ | 
8TE 





@ 热力 学 势 完 相对 于 变量 瑟 (或 D) 有 极 大 值 而 不 是 像 2 那样 有 极 小 值 的 情况 . 
具有 普遍 的 特征 且 可 以 用 以 下 的 推理 来 解释 . 令 某 一 变量 z 的 平衡 值 (比如 说 z = 0) 
由 热力 学 平衡 条 件 确定 . 此 时 , 在 给 定 并 和 的 情况 下 , 当 z= 0 时 自由 能 有 极 小 值 . 
换 句 话说 ,在 z=0 点 有 XX= (8F/8z)vT =0, 而 在 这 点 附近 


Xa 多 = 多 十 22， Q > 0. 
如 果 此 时 引入 热力 学 势 了 =F 一 zxXx, 则 
优 = Fo- 了 w= 和 一 字 X?， 
亦 即 多 在 平衡 时 相对 于 zx 或 XxX 有 极 大 值 .但 相对 于 与 xz 无关 的 任何 其 他 变量 y. 作 和 
多 一样 也 有 极 小 值 . 


加 这 里 所 指 的 物体 是 当 饭 =0 时 可 能 有 也 z0 ( 见 下 一 节 ). 在 相反 的 情况 下 .在 全 
部 空间 内 我 们 直接 得 到 平庸 的 结果 : E =0, D =0. 
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非常 清楚 , 只 有 当 = > 0 时 它 才 有 极 小 值 ; 否则 , 使 电感 应 强度 D 取 任 意 大 的 
值 可 以 使 积分 无 限 减 小 . 因此 在 这 种 情况 下 , 我 们 实质 上 没有 得 到 任何 新 东 
西 , 因为 我 们 已 经 知道 , 介 电 常量 实际 上 不 但 必须 是 正 值 , 而 且 还 应 该 大 于 1 
(参见 814). 

在 DD 和 轧 的 关系 为 任意 的 普遍 情况 下 , 必须 考虑 积分 (18.1) 的 二 阶 变 分 ， 
而 且 必 须 同时 对 DD 和 pp 变 分 (只 保持 温度 不 变 ). 在 各 向 同性 物体 内 , F(T, p, 万 ) 
只 与 矢量 D 的 绝对 值 有 关 , 它 的 三 个 分 量 可 以 独立 变 分 . 选择 未 变 分 的 矢 基 
DD 的 方向 为 > 轴 . 于 是 矢量 D 的 绝对 值 的 变化 可 用 它 的 分 量 的 变化 表示 为 
(精确 到 二 次 项 ) 

8D = 56D; + 18D,) + (85D,)2]. 


积分 (18.1) 的 一 阶 变 分 和 二 阶 变 分 都 包含 在 表达 式 


oF OF 102F de OP 102F ,M » 
{3537+ Pi 2 5D (5D)“ 十 nt 亲人 } 


之 内 . 把 6D 代入 上 式 , 归并 二 阶 项 后 , 得 到 二 阶 变 分 为 


小 1 OF (8D,)? + (8D,)r lav + 





2D aD 
1 02F » 0O2F 102F,、., 
TOL ei A dV. 8.4 
/ 3%?) + B87 Dp + 3 Bo (07) } V. (18.4) 
i A 1 OF 、 
这 里 写 出 的 两 项 是 各 自 独立 的 ， 如果 0， 则 第 一 项 为 正 ， 但 


98F - 吾 因此 视 矢量 万 与 矢量 如 为 同 向 或 反 向 , 导数 2 取 正 值 或 负 值 
oD 4 区 oD 


由 此 可 知 , 矢量 D 和 巨 必须 是 同 向 的 . 
(18.4 式 第 二 项 为 正 值 的 条 件 是 
O2F 
Op2 
O02F O2F ( O2F ) a 
Op? 0D? OpoD 


>0, (18.5) 





(18.6) 


oF oF BE 
一 -一 一 一 -一 二 一 一 其 FF 一 个 
由 于 D7 6 8D = 因而 其 中 第 一 个 条 件 给 出 


$) 0 18.7 
(¥¥ a : ED 


而 第 二 个 条 件 可 改写 成 雅 可 比 行列 式 的 形式 
oF OF 
(二 1 O(E, ©) 
万 
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从 自 变 量 D, p 变换 到 自 变量 D, 6, 我 们 有 


BO(E,C) _ (EO) 0D,O) /aE\ /0 oo 
Oo Dan) (ss 








鉴于 (18.7) 式 , 这 个 不 等 式 等 价 于 条 件 : 


人 > 0. (18.9 


这 样 一 来 , 我 们 就 找到 了 所 寻求 的 热力 学 不 等 式 . 电场 不 存在 时 , 不 等 式 (18.7) 
转变 为 等 混 压 缩 率 取 正信 的 普通 条 件 (名 ) > 0®， 由 不 等 式 (18.8) 得 出 


E>0, 因 为 瑟 一 0 时 电感 应 强度 D 一 eB. 
不 等 式 (18.9 和 (18.6 中 第 二 个 不 等 式 是 更 强 的 条 件 : 因为 它 可 以 早 于 
第 一 个 不 等 式 被 违反 , 相反 的 情况 不 可 能 出 现 . 等 式 


= 一 0 





OR ( 10(B,0 
Op? oD? op6D/ 4r8(D,p) 





对 应 于 所 谓 的 临界 态 (参见 本 教程 第 五 卷 383) 乘 以 不 为 零 的 因子 中-2 后 
一 条 件 可 以 更 方便 地 写成 另 一 种 形式 


Oo(E,C) _ /Oc 区 
oO(E, D) 作风 人 





临界 态 处 在 BT 平面 的 某 一 条 线 上 , 这 条 线 是 物体 热力 学 图 数 的 奇异 线 ， 
如 同 场 不 存在 时 临界 点 是 奇 点 一 样 . 
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同一 物质 的 不 同 晶体 形态 有 热 释 电 性 的 , 也 有 非 热 释 电 性 的 . 如 果 这 两 
种 不 同 晶体 形态 的 转变 是 通过 二 级 相 变 实现 的 , 则 在 转变 点 附近 , 物质 表现 出 
一 系列 不 同 于 通常 的 热 释 电 体 的 奇异 特性 . 这 样 的 物体 称 为 铁 电 体 . 


@ 应 当 记 住 , 电场 不 存在 时 5 是 单位 质量 物质 的 热力 学 势 , 而 按照 通常 的 热力 学 
关系 它 的 微分 





dC = jaP . >a7, 


因此 (86/8p)r = (8P/8p)r/p. 在 上 述 推导 中 忽略 了 通常 热力 学 不 等 式 中 的 第 一 AAS 
式 一 一 比热容 为 正 的 条 件 . 
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在 通常 的 热 释 电 晶体 内 , 自发 极 化 方向 的 改变 与 晶 格 的 重大 重组 有 关 . 然 
而 , 即使 这 种 重组 的 最 后 结果 在 能 量 上 是 有 利 的 , 它 也 不 可 能 实现 , 因为 这 样 
做 要 求 克 服 很 高 的 “能 量 势 垒 ”， 

在 铁 电 体内 情况 大 为 不 同 , 这 是 因为 在 二 级 相 变 点 附近 , 热 释 电 相 晶体 唱 
格 内 的 原子 排列 和 非 热 释 电 相 晶 体 晶 格 内 的 原子 排列 差别 很 小 (因为 这 一 点 
自发 极 化 也 很 小 ). 由 于 这 一 原因 , 自发 极 化 方向 的 改变 只 要 求 晶 格 作 很 小 的 
重组 , 因而 比较 容易 发 生 . 

物体 铁 电 性 质 的 具体 特征 , 主要 依赖 于 它 的 晶体 学 对 称 性 . 热 释 电 相 的 
自发 极 化 方向 (我 们 称 它 为 铁 电 轴 ) 已 经 由 相 变 点 另 一 侧 的 非 热 释 电 相 结构 
预先 决定 . 在 某 些 情况 下 这 种 预先 决定 性 是 唯一 的 , 即 铁 电 轴 只 出 现在 一 个 完 
全 确定 的 晶体 学 方向 上 ; 在 这 种 情况 下 , 自发 极 化 方向 的 确定 可 以 精确 到 仪 差 
一 个 正 负 号 , 因为 在 非 热 释 电 相 内 ,平行 于 铁 电 轴 的 两 个 相反 方向 这 时 必须 是 
完全 等 价 的 (否则 这 种 晶体 具有 热 释 电 性 质 ). 在 另 一 些 情 况 下 , 非 热 释 电 相 的 
对 称 性 表现 为 允许 在 几 个 等 价 的 晶体 学 方向 上 发 生 自发 极 化 吕 . 极 化 的 发 生 
总 是 和 晶体 对 称 性 的 降低 相 联系 的 . 所 以 可 以 (用 本 教程 第 五 卷 8142 引进 的 
术语 ) 把 非 热 释 电 相 说 成 是 对 称 相 , 而 将 热 释 电 相 说 成 是 非 对 称 相 . 

现在 我 们 证 明 , 如 何 根据 朗 道 的 二 级 相 变 普遍 理论 建立 铁 电 体 的 理论 (这 
一 理论 首先 是 由 B. JI. 金 效 堡 建 立 的 , 1945) @ 

我 们 采用 物质 的 介 电极 化 矢量 P 作为 序 参 量 , 它 的 数值 决定 非 对 称 相 与 
对 称 相 的 品格 结构 的 差异 程度 . 这 表明 , PP 将 被 看 作 是 独立 的 热力 学 变量 , 它 
的 实际 数值 (作为 温度 .电场 等 的 函数 ) 由 热平衡 条 件 一 一 热力 学 势 为 最 小 值 
决定 . 

我 们 首先 考虑 铁 电 轴 取 为 z 轴 的 位 置 唯一 确定 的 情况 . 此 时 晶体 的 介 电 
性 质 在 z 和 Y 方向 没有 显示 出 任何 异常 , 但 为 了 研究 沿 z 轴 的 性 质 , 在 热力 学 
势 中 只 考虑 含有 已 的 项 就 够 了 . 在 相 变 点 附近 序 参量 P 很 小 , 热力 学 势 5 
可 以 展开 为 它 的 震级 数 . 由 于 z 轴 的 两 个 方向 的 等 价 性 , 展开 式 与 P, 的 正 负 








@ 第 一 种 类 型 的 例子 是 酒石酸 钾 钠 , 它 的 非 热 释 电 相 具有 正 交 对 称 性 , 其 中 铁 电 
轴 出 现在 完全 一 定 的 晶体 学 方向 (一 个 二 次 轴 上 ), 而 且 唱 格 为 单 斜 格子 . 

第 二 种 类 型 的 例子 是 钛 酸 钢 . 它 的 非 热 释 电 晶 体形 态 具 有 立方 晶 格 , 三 个 立方 轴 的 
任何 一 个 都 可 以 作为 铁 电 轴 . 但 在 相 变 点 发 生 自发 极 化 后 ,不 言 而 喻 , 这 三 个 方向 就 不 
再 等 效 了 : 铁 电 轴 成 为 仅 有 的 四 次 轴 , 而 品格 变 成 四 方 格子 . 

@ 在 接近 相 变 点 充分 近 时 , 朗 道理 论 显然 不 适用 . 问题 在 于 , 出 现 这 种 情况 时 , 在 
铁 电 体 情 况 下 需要 对 实验 数据 进行 具体 分 析 , 而 这 超出 了 本 书 范围 .我 们 注意 到 , 事实 
上 许多 铁 电 相 变 不 是 二 级 相 变 , 而 是 接近 二 级 相 变 的 一 级 相 变 . 看 来 这 与 本 教程 第 五 
卷 8146 末尾 中 提 到 的 涨 落 效应 有 关 . 
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号 无 关 , 亦 即 只 包含 它 的 偶数 次 寡 项 . 精确 到 四 次 寡 项 , 有 
$= 60+AP?+BP,, (19.1) 


在 对 称 相 内 4 > 0, 热力 学 势 极 小 值 对 应 于 P, = 0. 为 了 能 出 现 自发 极 
化 , 系数 4 必须 是 负 的 ; 因此 在 相 变 点 , 它 趋 于 零 . 在 朗 道 理论 中 , 采用 了 函 
数 4( 力 按照 工 一 你 的 整数 寡 展 开 , 其 中 到 为 相 变 点 的 温度 ; 在 该 点 周围 ,我 
们 假设 4 = a( 了 TT 一), 其 中 a 为 常量 (不 依赖 于 温度 ); 为 确定 起 见 , 我 们 假设 
a > 0, 因此 非 对 称 相对 应 于 温度 荆 < 元 . 在 T= 区 点 处 , 状态 的 稳定 性 条 件 
要 求 系数 B 在 该 点 上 为 正 值 , 因此 在 其 周围 各 处 亦 如 此 . 以 下 B 将 被 理解 为 
它 在 相 变 点 的 值 B(T.). 
如 果 物 体 中 的 电场 不 为 零 , 热力 学 势 内 将 出 现 附加 项 . 为 了 寻求 这 些 项 ， 
我 们 从 关系 式 _ 
O0 


4r 一 一 三 一 也 = 一 五 一 4rPP 19.2 
15 n (T1932 


出 发 . 在 独立 变量 PP 值 给 定 的 情况 下 (并 考虑 到 巨 =0 时 热力 学 势 6 与 $ 相 
同 ) 积分 上 式 , 我 们 得 到 
2 五 2 
S$(P,E)=6(P0)—-E.:.P— i 
考虑 沿 z 轴 方 向 的 电场 , 并 由 (191) 式 中 取 $(P,0), 我 们 有 


二 E? 
$=G0t+a(T-T)Pr +BP- BP — (19.3) 


一 忆 ;P 一 项 的 存在 导致 这 样 的 结果 , 即 在 EB 场 内 (不 论 它 有 多 么 微弱 ) 
序 参 量 忆 在 全 部 温度 范围 内 均 不 为 零 ; 场 使 得 非 热 释 电 相 极 化 , 从 而 降低 了 
它 的 对 称 性 . 从 而 两 相 之 间 的 差别 消失 ; 相应 地 , 离散 的 相 变 点 也 消失 相 
变 变 得 “模糊 不 清 ”9. 

平衡 时 热力 学 势 应 当 在 电场 强度 值 给 定 情况 下 取 极 小 值 . 在 电场 强度 EE。 
为 常量 时 对 (19.3) 式 求 微 商 , 我 们 求 得 


2Pa(T—T.)+4BPS = Eb,. (19.4 ) 


这 是 决定 电场 强度 与 铁 电 体 极 化 强度 之 间 关 系 的 基本 关系 式 ®. 


@ 参见 本 教程 第 五 卷 8144. 以 下 的 叙述 在 很 大 程度 上 是 对 该 节 内 容 的 重复 . 

@ 从 (19.4) 式 得 出 P(E) 表达 式 并 代 人 (19.3) 式 , 我 们 得 到 仅 为 巨 的 函数 的 热力 
学 势 6(E). 我 们 注意 到 , 由 于 条 件 88(P, EE)/9P = 0, 无 论 对 于 函数 8(E) 还 是 对 于 函数 
BS(P,E) (在 已 不 变 时 求 微 商 ), 都 有 等 式 D = -4n68/6E. 
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当 了 > 工时 (在 非 热 释 电 相 中 ) 已 与 Bs 一 起 趋 于 零 . 极 化 强度 随 着 E。 
的 增长 一 开始 按照 线性 规律 P = xBs 增加 , 其 极 化 率 
三 
2a(T 一 到 ) 
在 TT 一 T 时 无 限制 地 增 大 . 与 已 一 起 线性 增长 的 还 有 电感 应 强度 D。 = 
(1 十 4xx)Bs. 在 相 变 点 附近 x 很 大 , 故 在 同样 的 精确 度 下 , 我 们 有 
27 


久 4NAX 二 一 一 一 ~. 
EN 4nx AT 7 (19.6) 


MA 


IST (19.5) 


1/3 
在 足够 强 的 电场 下 极 化 强度 按 已 - ( 华 ) 的 规律 增长 


T< 工 时 ( 热 释 电 相 ), P= 0 的 取 值 一 般 不 可 能 与 稳定 态 对 应 . 在 已 : =0 
时 我 们 从 (19.4) 式 找到 热 释 电 相 的 自发 极 化 强度 : 





(19.7) 


这 个 相 的 介 电 极 化 率 可 以 定义 为 瓦 : 一 0 时 导数 dP,/dEs 的 取 值 . 由 (19.4) 我 
们 有 








ee 2 dP; | 
[2 -Tat 12BPelE =!1 (19.8) 
将 (19.7) 代入 上 式 , 我 们 得 到 
_dP| 1 
x = dE, ee 一 死去 二 万) 人 (19.9) 





注意 这 个 量 仅 为 到 -2 中 取 同 样 值 时 非 热 释 电 相 极 化 率 的 一 半 . 在 足够 弱 的 电 

场 内 极 化 强度 已 = Po 十 xBs, 电感 应 强度 D; = Dzo 十 eBs, 其 中 Do = 4rP:0， 
而 介 电 常量 》 

e ~ 4nx = i (19.10) 

图 14 中 绘 出 了 由 方程 (19.4) (7T < 芳 时 ) 确定 的 函数 P(E;) 的 图 . 首先 

我 们 注意 到 , 用 虚线 标 出 的 cc' 段 曲 线 一 般 不 对 应 于 稳定 状态 ; 事实 上 , 由 写 为 


dP, ( 荔 ) 
dE (8aP2) ~ 
E>; 
形式 的 等 式 (19.8) 看 出 , 在 dP,/dB; < 0 时 也 将 有 6286/9P? < 0, 也 就 是 热力 
学 势 有 极 大 值 而 不 是 极 小 值 .ec 点 和 wc 点 的 纵 坐 标 由 等 式 证 = 0 给 出 , 于 是 
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我 们 得 到 结论 , 条 件 
(T.— T)a 
6B 


给 出 了 热 释 电 相 内 | 已 | 的 可 能 值 的 下 限 . 





已 2 > (19.11) 





图 14 


如 果 研 究 Bs 为 给 定 值 时 的 铁 电 体 状 态 , 则 在 c 点 和 c 点 的 横 坐 标 之 间 
的 区 域内 , 已: 的 可 能 到 值 仍 为 两 个 , 于 是 就 产生 了 这 两 个 可 能 值 有 什么 物理 
意义 的 问题 . 我们 将 假设 铁 电 体 为 置 于 电容 器 两 板 之 间 的 均匀 平行 平面 板 ( 铁 
电 轴 乖 直 于 板 平面 ), 电容 器 两 板 由 给 定 的 电势 维持 , 亦 即 产生 具有 给 定 场 强 
马 = Bs 的 均匀 电场 . 
在 导体 电势 给 定时 , 稳定 性 条 件 要 求 热力 学 势 5 为 极 小 值 . 特别 是 在 
五 =0 时 , 存在 只 相差 P, 的 正 负 号 的 两 种 状态 (图 14 曲线 上 的 e 点 和 ao' 点 )， 
但 都 对 应 于 同一 个 6(= 5) 值 . 因此 , 这 两 个 状态 的 稳定 性 程度 相同 ,也 就 是 说 ， 
它们 代表 彼此 相互 接触 可 以 同时 存在 的 两 个 “ 相 ” 
由 此 非常 清楚 , 与 曲线 上 的 uc 段 和 o'e 段 相 对 应 的 状态 不 是 绝对 的 稳定 
态 , 而 只 是 亚 稳 态 . 不 难 直 接 证 明 , 在 相同 的 BB; 值 下 , ac 和 au'e' 段 上 的 5 值 ， 
实际 上 大 于 w&% 和 ab 分 支 上 相应 的 $B 值 .a 点 和 w 点 的 纵 坐 标 由 (19.7) 式 得 
出 . 于 是 , 亚 稳 区 域 处 在 以 下 区 间 内 : 
(Te 一 了 )a (Te. — T)a 
6B DB < 
忆 = 0 时 存在 两 个 “ 相 ” 极 为 重要 , 因为 这 将 导致 铁 电 体 分 解 为 一 系列 
极 化 方向 不 同 的 单个 区 域 (或 “ 畴 ”) 的 可 能 性 . 在 这 些 区 域 的 分 界面 上 , 万 的 
法 向 分 量 和 五 的 切 向 分 量 应 满足 连续 性 条 件 . 其 中 第 二 个 条 件 恒 满足 (因为 
一 般 地 讲 = 0). 从 第 一 个 条 件 得 出 , 畴 的 边界 必须 平行 于 z 轴 . 畴 的 具体 形状 








< P? < (19.12) 


819 铁 电 体 . 107 . 





和 大 小 由 物体 的 总 热力 学 势 为 极 小 值 的 条 件 决定 @. 

如 果 我 们 不 讨论 这 种 结构 的 细节 , 而 只 研究 物体 内 大 于 畴 的 线 度 的 区 块 ， 
则 可 以 引入 对 这 些 区 块 体积 求 平均 而 得 的 平均 极 化 强度 五 . 显然 , 其 分 量 P。 
可 以 取 图 14 中 a 点 纵 坐 标 到 a’ 点 纵 坐 标的 区 间 内 的 一 切 值 , 也 即 是 以 下 区 


间 内 的 一 切 值 : 
(Ls T)a 斑 (T: = T)a 
ES P< (19.13) 


换 句 话说 , 如 果 在 图 14 上 把 PP 理解 为 按 上 述 意义 平均 得 到 的 极 化 强度 值 , 则 
畴 结构 的 区 域 对 应 于 坚 直 线段 aa, 而 粗 线 表示 的 曲线 baa'b' 则 对 应 于 物体 经 
历 的 所 有 稳定 态 . 

现在 研究 属于 立方 晶 系 的 铁 电 体 (在 非 热 释 电 相 内 ) 电 . 立方 对 称 允 许 由 
矢量 忆 的 分 量 组 成 的 两 个 独立 的 四 次 不 变量 , 我 们 选择 其 为 


(P+PI+PD)? 和 (PP? + PP; + PoPS). 
此 时 在 相 变 点 附近 , 热力 学 势 展 开 式 (EE = 0 时 ) 的 形式 为 


$=B0+aT-T)P+P+P)+ 
B(PI+ P+P)?+C(PP? + PP? + PP?), (19.14) 


其 中 a, B,C 为 常数 , 而 z、y、z 轴 方 向 沿 三 个 四 次 对 称 轴 . (19.14) 式 中 四 次 项 
之 和 必须 绝对 为 正 . 为 此 , 必须 有 


B>0, 3B+C>0. (19.15) 


没有 外 加 电场 时 (B= 0), 铁 电 体 的 自发 极 化 强度 取决 于 作为 P 的 卫 数 
的 5$ 取 绝对 极 小 值 的 条 件 . 特别 是 , 因为 (19.14) 式 的 二 次 项 和 第 一 个 四 次 项 
都 与 PP 的 方向 无 关 , 因而 自发 极 化 方向 取决 于 PP 的 绝对 值 不 变 时 (19.14) 式 
中 最 后 一 项 取 极 小 值 的 条 件 . 这 时 可 能 有 两 种 情况 . 如 果 C > 0, 则 与 这 一 项 


O 应 强调 指出 , 这 里 指 的 是 完全 的 热力 学 平衡 , 它 可 以 在 铁 电 体内 实现 ,但 事实 上 
任何 时 候 也 不 可 能 在 通常 的 热 释 电 体内 实现 , 因为 前 面 曾 提 到 过 的 改变 极 化 取向 的 困 
难 性 (因此 才 形 成 畴 ). 畴 的 形状 和 大 小 问题 将 在 844 针对 (与 铁 电 体 在 许多 方面 类 似 
的 ) 铁 磁体 情况 进行 讨论 .我 们 将 不 会 对 铁 电 体 的 畴 结构 特征 进行 研究 . 这 些 特征 主要 
是 由 于 铁 电 体 极 化 强度 方向 与 特定 晶体 学 轴 、 与 大 介 电 极 化 率 (与 铁 磁体 的 磁化 率 比 
较 ) 以 及 与 电 致 伸缩 现象 的 较 大 作用 的 刚性 耦合 所 引起 的 . 

四 此 处 指 的 是 晶 类 到 和 On. 立方 晶 系 的 品类 工 和 TT 也 允许 三 次 不 变量 PsP,P,; 
在 这 些 条 件 下 , P=0 的 状态 明显 地 不 能 满足 稳定 性 条 件 (6 取 极 小 ), 因此 不 可 能 发 生 
二 级 相 变 . 晶 类 O (以 及 唱 类 工 ) 的 对 称 性 允许 对 导数 为 线性 的 不 变量 已 .rot P; 这 导致 
非 公 度 结构 的 出 现 (参见 852). 
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的 极 小 值 对 应 的 PP 的 方向 在 z,y, z 轴 的 任 一 个 轴 上 , 也 即 是 在 立方 体 三 条 楼 
的 任何 一 个 上 . 如 果 C < 0 则 当 PP 的 方向 沿 立 方 体 四 条 空间 对 角 线 的 任何 
一 条 时 , 也 即 是 当 及 = 户 = P2 = P2/3 时 , 这 一 项 达到 极 小 值 . 在 第 一 种 情 
况 下 , 铁 电 体 的 热 释 电 相 为 四 方 对 称 , 而 在 第 二 种 情况 下 为 三 方 对 称 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 更 详细 地 研究 第 一 种 情况 (C > 0), 并 且 取 相 变 点 
以 下 的 自发 极 化 方向 为 z 轴 . 自发 极 化 强度 PF 值 由 表达 式 


—a(T.— T)P?+ BP 
的 极 小 值 ( 当 五 =0 时) 确定 , 由 此 得 
(19.16) 


为 求 出 极 化 强度 与 电场 E 之 间 的 依赖 关系 , 必须 在 (19.14) 式 中 添加 一 项 
- 书 . 妃 (从 而 将 下 转换 为 热力 学 势 8), 并 令 导数 96/9P 等 于 零 . 
对 于 弱 场 B, Pi, PP, Pz 一 Po 也 很 小 . 在 方程 中 略 去 二 阶 和 更 高 阶 小 量 项 ， 
并 把 (19.16) 式 中 的 Ps = 机 代入 , 得 到 纵向 极 化 : 
1 


dt (19.17) 
以 及 横向 极 化 : 


(以 及 忆 , 的 类 似 表达 式 ). 在 相 变 点 以 上 , 在 非 热 释 电 相 内 立方 铁 电 体 的 介 电 
极 化 率 在 所 有 方向 上 均 相同 : 
1 
人 
现在 扼要 地 讨论 一 下 铁 电 体 的 弹性 性 质 . 
依据 自身 所 属 的 晶 类 的 不 同 , 非 热 释 电 相 可 以 具有 、 也 可 以 不 具有 压 电 
性 ©. 我 们 首先 考虑 第 一 种 情况 , 并 且 假 定 对 称 性 允许 形变 与 沿 铁 电 轴 (z 轴 ) 
的 极 化 之 间 有 (线性 的 ) 压 电 关 系 . 属于 这 种 情况 的 有 品类 D2, D2a, S54; 在 所 
有 的 三 种 情形 下 , 极 化 PP 均 以 形 如 


(19.19) 


EE oy 


Q@ 具有 压 电 性 的 铁 电 体 的 非 热 释 电 相 属于 817 节 所 列举 的 10 种 晶 类 中 的 以 下 8 
种 : 





D,, Da, D2a, S4, D3, De, C3n, Dap. 
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的 项 的 方式 进入 热力 学 势 的 压 电 部 分 中 . 
而 应 力 张 量 的 分 量 cry 则 以 形 如 


2 
一 HzyzyCzy 


的 项 的 方式 进入 具有 上 述 对 称 性 的 卓 体 弹性 能 内 . 因此 , 对 于 相 变 点 附近 的 热 
力学 势 , 我 们 有 (为 了 简洁 采用 标记 7zzy = Yhzyzy = 中 中 
2 


E 
B=B0t+a(T—T)P? + BP 一 7Pooy — 102, — EzPz — a (19.20) 


我 们 对 含有 PP 和 oik 的 其 余 分 量 的 项 不 感 兴趣 , 因为 它们 不 会 对 相 变 点 附近 
的 压 电 性 质 带 来 反常 . 
令 已 := 常数 时 的 导数 905/9P, 等 于 零 , 我 们 得 到 方程 


E; =2a(T —T.)P, 十 4BP3 — Yory. (19.21) 





将 热力 学 势 (19.20) 对 分 量 oix 求 微 商 ( 见 (17.4)@), 我 们 得 应 变 张 量 的 相应 分 
] 
Uzy = 37P: + Mowy. (19.22) 


当场 五 很 弱 时 , 在 非 热 释 电 相 中 可 以 略 去 (19.21) 式 内 含 P3 的 项 , 于 是 


已 : = 2a(T — Te)Ps 一 Yazy: 





将 由 上 式 得 出 的 已 代入 (19.22) 式 , 我 们 得 到 
7 4 
rt [ 7- 可 
这 个 公式 中 czy 的 系数 起 着 场 强 Bs 保持 不 变 时 形变 弹性 模 量 的 作用 , 如 同 
(19.22) 式 中 凡是 极 化 强度 PP 不 变 时 的 形变 弹性 模 量 一 样 . 因此 可 写 为 


HB) 一 MP) 十 (19.23) 


,2 
TT Ty 
式 中 的 上 角 标 指出 形变 的 特征 . 我 们 看 到 , 这 两 个 系数 的 表现 非常 不 同 , WP) 
是 有 限 常量 , 而 模 量 MD 在 接近 相 变 点 时 将 无 限 地 增长 @ 

”因为 展开 的 其 他 特征 , 这 里 的 yi 和 Wikom 的 定义 与 $17 引入 的 用 同样 字母 标 


记 的 张 量 不 相同 ,但 它们 的 对 称 性 当然 是 一 样 的 . 
@ 关于 对 张 量 的 分 量 求 微 商 ,参见 $17 习题 1 的 第 一 个 脚注 . 


@ 决定 电感 应 强度 D 不 变 时 的 形变 的 模 量 xD) = w+ 六 也 是 常量 . 
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在 热 释 电 相 内 ，(19.22) 式 表 明 自 发 极 化 导致 物体 产生 确定 的 形变 . 当 内 
应 力 不 存 在 且 五 =0 时 , 形变 wy 与 Po 成 正比 , 也 即 是 按 VT 一 了 随 温度 变 
化 ; 
如 果 铁 电 体 非 热 释 电 相 的 对 称 性 (例如 立方 对 称 ) 不 允许 线性 压 电 效 应 ， 
则 热力 学 势 按 oi 和 PP 展开 为 客 级 数 的 不 为 零 的 头 几 项 是 PP 的 分 量 的 平方 
项 , 亦 即 其 形式 为 
—Yigim 大 天 arm， (19.24) 


式 中 jirim 是 对 两 对 下 角 标 i,k 和 1,m 对 称 的 四 秩 张 量 , 在 这 种 情况 下 , 热 释 
电 相 内 由 于 自发 极 化 而 引起 的 形变 为 Po 的 平方 效应 , 与 此 相应 , 按 工 -了 T 随 
温度 变化 . 

对 于 在 热力 学 势 中 使 用 (19.24) 式 的 合理 性 , 有 人 可 能 会 产生 怀疑 , 因为 
在 817 中 曾经 指出 , 只 有 在 略 去 平方 效应 的 条 件 下 才能 使 用 它 . 然而 , 在 这 种 
意义 上 , 铁 电 体 恰好 是 个 例外 . 这 是 因为 , 在 相 变 点 附近 , 作为 介 电极 化 率 无 
限 增加 的 后 果 , 电场 强度 E 比 极 化 强度 P (或 者 电感 应 强度 万 ) 小 得 多 . 引 
进 热力 学 势 与 略 去 数量 级 为 BDuix (或 者 同样 的 马 Doik) 的 量 有 关 , 而 表达 式 
(19.24) 的 量 级 是 刀 ?cik: 
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前 一 节 叙 述 的 铁 电 体 理论 的 基础 是 把 晶体 极 化 矢量 与 决定 相 变 时 晶体 对 
称 性 变化 的 序 参量 作为 同一 个 量 . 但 并 不 总 是 可 以 作 这 样 的 假设 ; 可 以 证 明 ， 
自发 极 化 发 生 本 身 并 不 完全 决定 晶体 结构 改变 的 特征 . 

我 们 要 记 住 (参见 本 教程 第 五 卷 $145), 二 级 相 变 中 的 序 参 量 是 按照 初始 
相 (对 称 相 ) 对 称 性 的 某 一 不 可 约 表示 ( 非 单位 表示 ) 变换 的 一 个 量 或 一 组 量 . 
正 是 序 参 量 的 变换 性 质 决 定 相 变 时 对 称 性 变化 ( 减 小 ) 的 特征 . 它 的 具体 物理 
意义 并 不 重要 ; 可 以 选择 不 同 的 物理 量 作为 序 参 量 , 只 要 它们 相互 为 线性 关系 ， 
因而 变换 性 质 是 同样 的 . 

选择 矢量 书 作为 序 参量 , 相当 于 预先 假定 序 参量 按照 ( 极 ) 矢量 分 量 对 应 
的 表示 变换 . 如 果 相 变 的 发 生 不 改变 晶 格 元 胞 (更 确切 地 说 , 只 使 其 变形 ), 则 
所 涉及 的 不 可 约 表示 是 对 称 点 群 即 品类 的 不 可 约 表示 . 在 双 轴 品类 中 (813)， 
矢量 的 每 一 分 量 按 一 维 表示 中 的 一 个 表示 变换 , 对 于 沿 单 轴 晶 体 对 称 主轴 (3 
次 、4 次 或 6 次 轴 ) 的 矢量 分 量 也 是 这 样 . 对 于 所 有 这 些 表示 , 矢量 PP 的 相应 
分 量 可 以 作为 序 参 量 , 而 且 以 热力 学 势 为 基础 的 理论 (19.1) 式 对 它们 适用 . 处 
在 垂直 于 单 轴 晶 体 对 称 主轴 的 平面 内 的 己 分 量 按 二 维 不 可 约 表示 变换 , 因此 
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可 以 用 作 这 种 表示 的 序 参量 . 最 后 , 在 立方 对 称 晶 体内 矢量 的 三 个 分 量 按照 一 
个 三 维 表示 变换 ; 以 热力 学 势 为 基础 的 铁 电 体 理 论 (19.14) 式 适 用 于 这 种 情况 . 

但 也 存在 这 样 的 铁 电 体 相 变 , 其 中 序 参量 按 “对称” 相 的 不 可 约 表 示 变 换 ， 
但 这 种 不 可 约 表示 并 不 对 应 于 矢量 的 分 量 . 在 这 种 情况 下 序 参 量 不 是 极 化 矢 
量 , 而 是 具有 其 他 物理 特性 的 量 ; 自发 极 化 在 已 知 意义 上 讲 是 二 次 效应 (当然 
假设 了 非 对 称 相 的 对 称 性 允许 热 释 电 性 存在 )， 这 类 铁 电 体 称 为 非 本 征 铁 电 
体 ; 它们 的 介 电 反常 特征 与 通常 的 铁 电 体 有 重大 差别 中 . 这 里 包括 所 有 改变 晶 
格 元 胞 亦 即 改变 晶 格 乎 移 对 称 性 (相应 的 不 可 约 表示 明显 地 不 可 能 由 相对 平 
移 不 变 的 矢量 实现 ) 的 铁 电 相 变 @. 不 过 它们 也 可 能 是 不 改变 平移 对 称 性 的 相 
变 ( 序 参量 按 不 对 应 于 矢量 分 量 的 点 群 的 不 可 约 表示 变换 ). 

在 通常 的 铁 电 相 变 中 , 当 对 称 性 完全 由 极 化 矢量 决定 时 , 相 变 是 朝向 初始 
( 非 热 释 电 ) 相 空 间 群 的 (从 允许 热 释 电 相 数目 的 角度 看 ) 最 高 子 群 进行 的 . 在 
非 本 征 铁 电 体 相 变 中 , 热 释 电 相 属于 具有 更 低 对 称 性 的 子 群 . 

与 按 空间 群 的 不 同 不 可 约 表示 变换 的 量 的 变换 性 质 相对 应 , 非 本 征 铁 电 
体 的 具体 热力 学 性 质 可 以 是 多 种 多 样 的 . 此 处 我 们 来 研究 一 个 形式 性 的 例子 
(仍然 在 朗 道 相 变 理 论 的 框架 内 ), 目的 在 于 阐明 某 些 重要 的 基本 观点 . 

考虑 C3 hn 品类 的 非 热 释 电 晶体 转变 为 允许 自发 极 化 的 C1 晶 类 晶体 的 
(不 改变 唱 格 元 胞 的 ) 相 变 , 而 且 序 参量 具有 两 分 量 (m1 ,mp) 并 按照 C3 4% 群 的 和 
可 约 表示 EB 变换 ; 极 化 矢量 的 分 量 忆 , P, (处 在 垂直 于 Cs 轴 的 平面 内 ) 按 表 
示 By 变换 . 

在 相 变 点 附近 , 热力 学 势 8 应 当 展 开 为 序 参量 m1,m。 和 极 化 矢量 分 量 
玉 , 忆 的 需 级 数 . 此 时 为 了 产生 铁 电 性 , 要 求 存在 由 这 些 量 构 成 且 对 矢量 呈 是 
线性 的 混合 不 变量 . 在 现在 情况 下 有 两 个 这 样 的 不 变量 : 乘积 (m1 二 im2)?(P 十 
iP,) 的 实 部 和 虚 部 . 结果 我 们 得 到 形 为 








六 :过 Got+a(T — Tm 十 Bnt+xP?+ C1 [P.(y? 一 2)= 2P,y7y2] 十 
五 ? 


Co [P(N -8) +2PoNN] -EP (20.1) 


的 展开 式 (六 三 俘 十 仍 ,Yi 二 /7; 矢量 五 , PP 都 在 xy 平面 内 ). 

序 参 量 和 极 化 强度 均 由 下 取 极 小 (B= 常数 ) 的 条 件 确定 . 我 们 这 里 只 
指出 那些 不 必 实 际 进 行 相应 计算 即 已 显然 的 具有 特征 性 的 结果 . 和 所 有 二 级 
相 变 (在 朗 道 理论 中 ) 一 样 , 非 对 称 相 内 的 序 参 量 与 (7. 一 7)!/? 成 正比 . 极 化 
强度 是 7 的 二 次 方 效应 , 因而 与 (及 一 人) 成 正比 . 介 电 极 化 率 不 像 通常 的 铁 电 


@ 这 种 铁 电 体 存 在 的 可 能 性 是 由 B. 工 . 因 登 鲍 姆 指出 的 (1960 年 ). 
@ 所 有 已 知 的 非 本 征 铁 电 体 事实 上 都 是 如 此 . 
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体 那 样 当 了 一 到 时 趋 于 无 穷 大 , 因此 它 现在 不 由 趋 于 零 的 区 的 系数 决定 . 但 
是 它 在 相 变 点 上 经 受 一 个 有 限 突变 . 这 是 因为 , 在 对 称 相 内 序 参量 7 = 0, 故 不 
受 电场 五 的 作用 发 生变 化 , 而 在 非 对 称 相 内 则 发 生变 化 , 从 而 对 介 电极 化 率 
做 出 了 附加 贡献 

注意 到 非 本 征 铁 电 体 相 变 只 在 序 参 量 为 多 分 量 时 才 会 发 生 . 实际 上 , 7 为 
单一 分 量 时 对 PP 是 线性 的 可 能 混合 不 变量 只 有 mP, 此 处 P 是 矢量 PP 的 分 
量 之 一 (因为 对 一 维 表示 平方 ?本身 是 不 变量 ). 但 这 表明 7 和 P 的 变换 性 
质 相 同 , 因此 P 本 身 亦 可 选 作为 序 参 量 . 





流 
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前 面 已 讨论 了 静电 荷 所 产生 的 电场 , 现在 我 们 来 研究 导体 内 电荷 的 稳定 
运动 (恒定 电流 ). 

我 们 用 7 表示 平均 电荷 通 量 密度 , 称 它 为 电流 密度 中 .在 恒定 电流 内 ,了 
的 空间 分 布 与 时 间 无 关 , 而 且 遵从 以 下 方程 : 


divj = 0， (21.1) 


这 个 表达 式 表明 , 包含 在 导体 任何 一 部 分 体积 内 的 总 平均 电荷 不 变 . 
恒定 电流 流 过 的 导体 内 的 电场 也 是 恒定 的 , 因此 满足 方程 


rotE=0, (21.2) 


也 即 是 它 具 有 电势 . 
除了 (21.1) 和 (21.2) 式 以 外 , 还 应 该 加 上 一 个 联系 物理 量 7 和 五 的 方程 . 
这 种 关系 与 导体 的 性 质 有 关 . 在 大 多 数 情 况 下 , 可 以 假定 它 是 线性 关系 (欧姆 
定律 ). 
如 果 导 体 是 均匀 和 各 向 同性 的 , 则 这 种 线性 依赖 关系 归结 为 简单 的 比例 
关系 
j=0oE. (21.3) 


@ 在 这 一 章 内 , 我 们 不 讨论 电流 所 产生 的 磁场 , 因而 也 不 考虑 磁场 对 电流 的 反 作 
用 . 要 考虑 这 种 影响 , 必须 使 电流 密度 的 定义 精确 化 , 这 将 在 830 内 进行 . 
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系数 o 依赖 于 导体 的 性 质 和 状态 , 称 为 电导 系数 , 或 简称 为 导体 的 电导 率 . 
在 均匀 导体 内 o = 常数 ; 把 (21.3) 式 代 入 (21.1) 式 , 得 到 div 五 = 0. 因此 ， 
在 这 种 情况 下 电场 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 Ao = 0. 
在 两 种 导电 介质 的 分 界面 上 , 电流 密度 的 法 向 分 量 显 然 必 须 连 续 . 此 外 ， 
按照 电场 强度 的 切 向 分 量 为 连续 的 普遍 条 件 (由 rot B= 0 得 出 , 试 比 较 (1.7) 
和 (6.9) 式 ), 比值 j/o 也 应 为 连续 的 . 于 是 , 电流 密度 的 边界 条 件 为 


jnl = jn2, Ji/ = jt2/02 (21.4) 
或 者 电场 强度 的 边界 条 件 为 
oiBni = 02En2, Er = Ez. (21.5) 


在 导体 和 非 导电 介质 的 分 界面 上 , 简单 地 有 计 ;= 0 或 En = 0%. 
维持 电流 的 电场 对 在 导体 内 迁移 的 带电 粒子 ( 载 流 子 ) 做 机 械 功 , 1 s 时 
间 内 在 单位 体积 中 所 做 的 功 , 显然 等 于 7 万 的 乘积 . 这 个 功 在 导体 的 物质 内 
转变 成 热 而 耗 散 掉 . 因此 , 在 均匀 导体 的 单位 体积 中 , 在 1s 时 间 内 所 放出 的 热 
量 等 于 
j:E=opE= 7/7/o. (21.6) 


( 即 焦耳 - 楞 次 定律 ). 
热 的 释放 导致 导 体 的 灶 加 . 车 体积 元 dV 放出 热量 dQ =j. EdV, 该 体 


积 元 的 信 增 加 和 . 因此, 物体 总 炳 的 变化 率 等 于 
d2Z = /ar (21.7) 


根据 炉 增加 定律 , 这 个 导数 必须 为 正 秆 . 把 了 = co 至 代 人 上 式 , 我 们 看 到 ， 
从 这 个 要 求 可 以 得 出 电导 率 o 为 正 值 的 结论 . 

在 各 向 异性 物体 ( 单 晶 体 ) 内 , 矢量 7 各 的 方向 一 般 说 来 并 不 相同 . 它 
们 之 间 的 线性 关系 可 用 下 式 表 示 为 


hi = Tip Bk, (21.8) 


式 中 量 oix 构成 二 秩 对 称 张 量 (电导 率 张 量 , 详细 解释 见 后 ). 


@ 我 们 注意 到 ,方程 rot E =0,div(oE) =0 以 及 它们 的 边界 条 件 (21.5) 显示 出 和 电 

质 内 的 静电 场 方 程 在 形式 上 的 相似 , 所 不 同 的 只 是 用 o 代替 了 e. 这 一 情况 允许 通 

gd med 质 内 电流 分 布 问题 的 解 . 但 当 有 导体 与 非 

导电 介质 的 分 界面 存在 时 ,这 种 相似 无 法 达到 以 上 目的 ,因为 在 静电 学 中 没有 e=0 的 
介质 . 
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这 里 必须 作 以 下 说 明 . 晶体 的 对 称 性 本 来 允许 在 7 和 互 的 线性 关系 中 存 
在 一 个 自由 项 , 也 即 是 有 以 下 形式 的 表达 式 


hi = oip Ek + jo), 
其 中 矢量 j(%) 为 常 矢量 . 这 一 项 的 存在 表明 导体 具有 热 释 电 性 质 , 即 没有 电 
流 (7 = 0) 通过 时 导体 内 存在 不 为 零 的 电场 . 但 实际 上 由 玩 增加 定律 , 这 是 
不 可 能 的 : 因为 在 (21.7) 式 右 端的 被 积 函 数 内 , j(%) . 巨 项 显然 可 以 取 正 负 两 
种 符号 , 结果 d.8/dt 不 可 能 确实 为 正 值 . 

如 同 在 各 向 同性 介质 中 从 d.Y/dt > 0 的 条 件 可 得 到 o 为 正 值 一 样 , 相似 
地 , 在 各 向 异性 物体 内 从 这 个 条 件 也 可 以 得 到 张 量 oj 的 主 值 为 正 值 . 

张 量 独立 分 量 的 数目 对 晶体 对 称 性 的 依赖 关系 , 对 所 有 二 秩 对 称 张 量 是 
完全 一 样 的 (参阅 813): 在 双 轴 晶体 中 , 三 个 主 值 各 不 相同 , 在 单 轴 唱 体 内 , 两 
个 主 秆 相同 , 而 在 立方 晶体 内 , 三 个 主 值 全 同 , 也 即 是 立方 晶体 的 导电 性 质 和 
各 向 同性 物体 一 样 . 

导电 率 张 量 的 对 称 性 





Oik = Oki (21.9) 


是 从 动 理学 系数 对 称 性 原理 得 出 的 结果 . 这 个 普遍 原理 是 由 工 . 昂 萨 格 提出 的 ， 
为 了 便于 本 节 和 下 面 各 节 ($26 一 828) 应 用 , 特 表述 如 下 ( 试 与 本 教程 第 五 卷 
8120 比较 ). 

设 zt1,7z2,.… 是 表征 物体 每 一 点 状态 的 量 . 除 此 之 外 , 我 们 引入 量 

05 

-i 
式 中 5 为 物体 单位 体积 的 信 , 取 导 数 时 假设 该 体积 内 的 能 量 恒 定 . 在 接近 平 
衡 的 状态 下 , 量 zu 接近 其 平衡 状态 的 值 , 而 Xe 则 很 小 . 这 时 物体 内 发 生 趋向 
于 使 物体 回 到 平衡 状态 的 过 程 . 量 ze 在 这 些 过 程 中 的 变化 率 , 通常 可 以 这 样 
来 推断 : 即 在 物体 内 每 一 点 处 , 它们 只 是 这 些 点 处 的 量 zo (或 Xa) 的 函数 . 把 
这 些 函 数 展 开 成 Xu。 的 客 级 数 , 并 限于 取 展 开 式 内 的 线性 项 , 我 们 得 到 以 下 形 
式 的 关系 式 : 


X, = (21.10) 


Oza 
三 一 》 ?7abAb. (21.11) 
全- 
此 时 可 以 断言 , 系数 yas ( 称 为 动 理学 系数 ) 对 下 角 标 a 和 ?是 对 称 的 @: 


?ab = Yoa: (21.12) 
@ 不 言 而 喻 , 量 ze 和 zp 对 时 间 变 号 的 行为 是 一 样 的 . 
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为 了 实际 应 用 这 一 原理 , 必须 用 某 种 方法 选 定量 zo (或 直接 选 定 它们 的 
导数 za), 然后 求 出 相应 的 Xo. 利用 物体 总 和 的 随时 间 变 化 率 公式 


本: 肥 Ora 
3 -三 (21.13) 


( 式 中 积分 对 物体 全 部 体积 进行 ), 通常 可 以 很 简单 地 解决 这 一 问题 . 

在 导体 内 有 电流 流 过 的 情况 下 , 我 们 得 到 的 这 个 变化 率 公 式 为 (21.7) 式 . 
把 这 个 表达 式 和 (21.13) 式 比 较 , 我 们 看 到 , 如 果 取 电流 密度 矢量 7 的 分 量 作 
为 za 量 , 则 相应 量 Xo 为 矢量 -五 /了 的 分 量 . 比较 (21.8) 和 (21.11) 式 后 表明 ， 
这 时 动 理学 系数 就 是 电导 率 张 量 的 分 量 乘 以 7, 于 是 , 这 一 张 量 的 对 称 性 可 从 
普遍 关系 式 (21.12) 直接 得 出 . 


习 题 
1. 电势 保持 为 pa 的 电极 系统 浸入 导电 介质 内 ,每 一 电极 通过 电流 .Jo, 试 
求 1s 时 间 内 介质 中 所 放出 的 总 焦耳 热 . 
解 : 所 求 的 焦耳 热 Q 由 以 下 积分 得 出 
Q= [jgav=- 3- voiv =- /javar 


式 中 积分 对 介质 整个 体积 进行 . 把 这 个 积分 变换 成 面积 分 , 并 考虑 到 在 介质 外 
边界 上 , 加 =0, 而 在 电极 的 表面 , = 常数 三 wa. 结果 我 们 得 到 


Q = ,Pao. 


2. 设 有 电流 J 从 导电 球 的 一 极 流入 , 从 相对 的 另 一 极 流出 , 试 确定 导电 
球 内 的 电势 分 布 . 

解 : 在 极点 O 和 0O' 附近 (图 15), 电势 分 别 应 为 
二 四 
2nxoR1 re 2nx0 Ro 
式 中 Ri, Ro 是 由 观察 点 忆 至 两 极点 的 距离 . 这 些 函 数 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 对 
包围 O 和 0' 点 的 无 限 小 半球 作 积分 , 积分 -oj yo dy 等 于 土 ]. 我 们 要 导 
求 的 球 内 任意 点 PP 处 电势 的 形式 为 


~ 


其 中 小 是 在 球 内 和 球面 上 均 没 有 极点 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 从 对 称 性 看 出 , 
(和 一样 ) 只 是 球面 坐标 + 和 的 函数 ， 
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O’ 


图 15 
在 球面 上 (7 == a), 必须 有 DBp/6r = 0. 取 微 商 后 , 由 此 求 得 的 边界 条 件 


的 Oy 1/1 1 
sr=e 时 全 -而 ( 志 - 遍 )， 


如 果 Flr,b) 是 拉 普 拉 斯 方程 的 某 一 个 解 ， 则 画 数 人 Ee 
0 


个 解 @. 与 上 述 边界 条 件 比较 , 容易 得 出 , 满足 它 的 解 为 


1 广 / 1 1 dr 
v=3) (到 高 ) 7 
代入 R12 = (a? 十 7? 干 2arcos0)1/?2, 并 进行 积分 后 , 最 终 我 们 得 到 


J 1 1 1 .，Q 十 Tcosb .，Q—rcos0 
= 下 全 并 | 二 (asim Rl arsinh =r) \ 
(2 是 按 r=0 时 p=0 计 算 的 ). 
3. 试 证 明 导 电介质 内 的 电流 分 布 对 应 于 能 量 的 极 小 耗 散 . 
解 : 这 里 所 指 的 是 在 表示 电荷 守恒 的 附加 条 件 divj = 0 下 积分 fi 








Ls 
EdV = /ar 的 极 小 值 . 将 积分 


放 
(= 入 2pdivi ) dV 
sa. 


@ 无 论 利 用 直接 验算 , 或 者 根据 下 列 情况 , 即 拉 普 拉 斯 方程 的 任何 只 与 变数 + 和 0 
有 关 的 解 f(r,9) 都 可 表示 为 以 下 形式 : 


大 二 > ,cnr"Pn(cosb)， 
其 中 cn 为 常数 , 而 PP 为 勒 让 德 多 项 式 , 都 可 以 很 容易 地 证 明 这 一 点 . 
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(2p 是 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 ) 对 了 取 变 分 并 令 变 分 等 于 零 . 我 们 得 到 方程 了 = 
一 IOVP, 或 者 
rot 2 =0, 
oO 


这 两 个 表达 式 分别 与 (21.2) 和 (21.3) 式 相 同 . 
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如 果 导 体 在 外 磁场 互 内 , 则 电流 密度 和 电场 强度 之 间 的 关系 , 和 前 面 一 
样 , 由 以 下 关系 式 给 出 : 


ji = oik Erk, 


但 是 电导 率 张 量 oi 的 分 量 是 五 的 函数 , 而 且 尤 其 重要 的 是 , 它 对 下 角 标 i 和 
已 不 再 对 称 . 在 821 中 , 我 们 曾 从 动 理学 系数 的 对 称 性 原理 出 发 , 证 明了 这 
个 张 量 的 对 称 性 质 . 但 是 大 家 知道 , 在 磁场 内 这 个 原理 的 表述 形式 稍 有 改变 : 
当 动 理学 系数 的 下 角 标 交换 位 置 时 ,磁场 方向 也 必须 改变 为 反方 向 (参见 本 教 
程 第 五 卷 8120). 因此 , 对 于 张 量 oix( H) 的 分 量 , 我 们 现在 得 到 关系 式 是 


oir(H)= omni( —H). (22.1) 


量 cik (五 ) 和 opi( 五 ) 绝 不 相等 . 
和 一 般 的 二 秩 张 量 一 样 , 张 量 oj 也 可 以 分 成 对 称 和 反对 称 的 两 部 分 , 我 
们 分 别 将 它们 标记 为 sk 和 aik: 


Oik = Sik 十 Qik. (22.2) 


按照 定义 ， 
sig( H) = sri(H), aik( 百 )= 一 aki( H), (22.3) 


但 从 (22.1) 得 出 
sig(H)= sri(—H)= six(—H), 
aik( H)= axri( H) EE Qik( H). 
由 此 可 见 , 张 量 sx 的 分 量 是 磁场 的 侦 孔 数 , 而 张 量 aix 的 分 量 则 是 磁场 的 奇 
函数 . 
大 家 知道 , 任何 二 秩 的 反对 称 张 量 ai 等 价 于 (对 偶 于 ) 某 一 轴 矢 量 , 它 的 
分 量 与 这 个 轴 矢 量 的 关系 式 为 


(22.4) 








Qzy =Qz, Qszz =—Qy, Qyz = Qaz. (22.5) 
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利用 这 个 矢量 , 可 以 把 乘积 aix Ek 的 分 量 写成 矢量 积 x a 的 分 量 : 
hi = irBr = SipBrk t+ (EB xa),. (22.6) 


电流 流 过 时 所 放出 的 焦耳 热 由 标量 积 j-. 马 得 出 . 由 于 矢量 婧 xa 筷 相 
互 正 交 , 因而 它们 的 乘积 恒 为 零 , 于 是 


了 :五 三 si， (22.7) 


也 即 是 焦耳 热 只 由 导电 率 张 量 的 对 称 部 分 决定 ( 场 强 如 给 定时 ). 

如 果 磁 场 足 够 弱 , 可 以 把 电导 率 张 量 的 分 量 展开 为 五 的 震级 数 . 由 于 函 
数 a( 瑟 ) 是 奇 函数 , 因此 在 这 个 矢量 的 展开 式 内 只 包含 奇 次 宕 的 项 . 展开 式 的 
首 项 是 磁场 的 线性 项 , 具有 以 下 形式 : 


ai = Qik Hk. (22.8) 


矢量 a 和 五 都 是 轴 矢 量 ; 因此 常数 aik 构成 一 个 通常 的 ( 极 ) 张 量 . 但 在 偶 函 
数 sir( 瑟 ) 的 展开 式 内 , 只 包含 偶 次 宕 的 项 . 展开 式 的 首 项 是 磁场 不 存在 时 的 
电导 率 (90), 而 第 一 修正 项 是 场 的 二 次 项 : 


Sik 一 af) + Pikim HiHm. (22.9) 


张 量 birim 无 论 对 下 角 标 i,k 还 是 下 角 标 l,m 都 是 对 称 的 . 

因此 , 磁场 的 基本 效应 归结 为 与 磁场 成 线性 的 项 EE x a ( 称 为 霍 尔 效应 ) . 
如 我 们 看 到 的 , 这 一 效应 是 在 与 电场 垂直 的 方向 上 产生 电流 , 而 电流 的 数值 与 
磁场 强度 成 正比 . 但 是 应 该 注意 的 是 , 在 任意 的 各 向 异性 介质 的 普遍 情况 下 ， 
霍 尔 电流 并 不 是 唯一 与 请 垂 直 的 电流 , 非 堆 尔 电流 si Bi 也 可 能 有 沿 此 方向 
的 分 量 . 

霍 尔 电流 还 有 另 一 个 侧面 , 这 是 从 用 电流 密度 表示 电场 EB 的 逆 公 式 


二 下 
Ei = Oik Jk 


显示 出 来 的 . 逆 张 量 oj 和 张 量 oi 一 样 , 可 以 分 为 对 称 部 分 (我 们 用 pi 表 
示 ) 和 反对 称 部 分 , 后 者 与 某 一 轴 矢 量 b 对 侦 : 


Ei = pirjx + (7 x b),. (22.10) 


张 量 pi 和 矢量 的 性 质 分 别 与 sk 和 a 的 相同 . 特别 是 在 弱 场 的 情况 
下 , 矢量 b 对 磁场 而 言 是 线性 的 . 在 (22.10) 式 内 , 霍 尔 效应 由 了 xb 项 表示 , 也 
即 是 产生 和 电流 垂直 的 电场 , 其 数值 与 磁场 (和 电流 7) 成 正比 . 
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如 果 导 体 是 各 向 同性 的 , 则 上 面 得 到 的 全 部 关系 式 可 以 大 大 地 简化 . 在 
这 种 情况 下 , 根据 对 称 性 可 明显 看 出 , 矢量 5 (或 a) 的 方向 必须 平行 于 磁场 方 
向 . 张 量 pi 的 不 为 零 的 分 量 只 有 pss = pyy 和 pss, 此 处 选择 * 轴 方 向 为 磁场 
方向 .我 们 用 pl 和 py 来 表示 这 两 个 分 量 , 并 选择 zz 平面 通过 电流 方向 , 于 是 
得 到 

Er =p1ijz, Ey=—b)z, Eb; = plljz: (22.11) 

由 此 看 出 , 在 各 向 同性 导体 内 , 霍 尔 电场 是 唯一 的 同时 垂直 于 电流 和 磁场 的 电 
场 . 

在 弱 磁 场 内 , 矢量 5b 和 五 的 关系 (在 各 向 同性 导体 内 ) 直接 由 下 式 给 出 : 


b=—RH. (22.12) 
常数 卫 称 为 霍 尔 常数 , 既 可 以 为 正 值 , 也 可 以 为 负 秆 . 对 于 马 和 3 的 关系 式 内 
五 的 二 次 项 (通过 张 量 pix 进入 关系 式 ) 的 形式 , 可 以 从 了 和 五 组 成 的 (对 3 
为 线性 的 和 对 五 为 二 次 的 ) 仅 有 的 矢量 是 五 (7 :五 ) 和 jH? 明显 地 看 出 . 因此 
在 各 向 同性 导体 内 , 计 及 五 的 二 次 项 的 巨 和 j 的 普遍 关系 式 为 


E=p0)j+RHxIj+HIH?+PH(H.:.D)). (22.13) 
习 题 


试用 sk 和 a 的 分 量 表示 逆 张 量 ozxl 的 分 量 

解 : 最 简单 的 是 选择 坐标 系 X,Yy, z 进行 计算 , 其 中 坐标 轴 为 张 量 six 的 主 
轴 , 然后 根据 所 得 到 的 表达 式 , 很 容易 得 到 它们 在 任意 坐标 系 内 的 普遍 形式 . 
张 量 的 行列 式 为 





Szz az —Qy | 
三 = 十 2 2 2 
lx|=|-ay sw az | = srcsyyszz 十 Saraqz 十 syyQy 十 szzQz. 
Qy 一 az Sz2z 
显然 在 普遍 情况 下 ， 


|c| = |s| + sikQiQk， 
构造 这 个 行列 式 的 子 行列 式 , 我 们 求 得 逆 张 量 的 分 量 为 


2 
_ SyySzz 十 Qz Qzay 一 QzSzz 


) oi = pzy + bz 一 | 
转换 到 我 们 所 选择 的 特殊 坐标 系 会 给 出 上 述 这 些 结果 的 普遍 表达 式 为 
1 1 
Pik = 加 {| +aiakg}, bi= —— sikQk, 


la 
由 此 所 提出 的 问题 得 解 . 
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为 了 把 导体 中 的 带电 粒子 通过 导体 表面 移出 导体 , 必须 对 它 做 一 定 的 功 . 
如 果 带 电 粒 子 是 以 热力 学 可 道 方式 被 移出 的 , 则 对 粒子 所 做 的 功 称 为 逸 出 功 . 
这 个 量 总 是 正 值 , 从 点 电荷 被 吸引 向 一 切中 性 物体 , 其 中 也 包括 导体 , 可 以 直 
接 得 出 这 一 点 (参见 814). 我们 把 这 个 功 表示 为 eW (e 为 粒子 的 电荷 ), 这 样 定 
出 的 逸 出 势 W 的 正 负 号 和 被 移出 的 粒子 的 电荷 的 正 负 号 相同 . 

逸 出 功 既 依赖 于 导体 的 种 类 (及 其 热力 学 状态 一 一 温度 、 密 度 ), 也 依赖 
于 带电 粒子 的 种 类 . 例如 , 在 同一 种 金属 内 , 传导 电子 或 离子 从 金属 表面 逸 出 
时 和 逸 出 功 各 不 相同 . 还 必须 强调 指出 , 逸 出 功 是 表征 导体 表面 特性 的 一 个 量 . 
因此 , 逸 出 功 例如 也 与 表面 加 工 方式 和 污染 程度 等 因素 有 关 . 如 果 导 体 是 单 蝇 
体 , 则 在 不 同 面 上 逸 出 功 也 不 相同 . 

为 了 阐明 逸 出 功 依赖 于 导体 表面 特性 的 物理 性 质 , 我 们 来 建立 逸 出 功 与 
物质 表面 层 的 电 结构 的 关系 . 把 p(z) 理解 为 未 对 z 轴 方 向 的 物理 无 限 小 长 度 
元 取 平均 值 的 电荷 密度 (zx 轴 垂 直 于 层面 ), 我 们 写 出 表面 层 中 的 泊 松 方程 为 











设 导 体 的 区 域 相 应 于 z < 0. 积分 一 次 后 , 我 们 得 到 


d 
3 < -rf md 


然后 再 进行 分 部 积分 : 


op 一 %( 一 oo) = -nz | pdz 十 x zpdz. 
aa 人 odz 迅速 趋向 于 零 (由 于 未 带电 导体 表面 是 电 中 性 的 ). 
因此 ， 2 
十 oo 
p(+00) — p(—00) = ‘| Zpdz. 


等 式 右边 的 积分 代表 分 布 于 导体 表面 附近 的 电荷 的 偶 极 矩 . 这 种 分 布 具有 “ 双 
层 ” 的 特征 , 其 中 正 负 号 相反 的 电荷 分 开 , 使 电荷 系 的 偶 极 矩 不 为 零 . 当然 , 双 
层 结构 与 表面 的 性 质 ( 它 的 晶体 学 方向 、 污 染 程度 等 ) 有 关 . 给 定 导 体 不 同 表 
面 上 的 逸 出 势 之 差 , 决定 于 它们 的 偶 极 矩 之 差 . 

如 果 使 两 种 不 同 的 导体 互相 接触 , 则 它们 之 间 可 以 发 生 带 电 粒子 的 交换 . 
这 时 电荷 将 从 逸 出 功 小 的 导体 转移 到 逸 出 功 大 的 导体 上 , 一 直到 两 导体 之 间 
建立 了 电势 差 阻止 电荷 的 转移 为 止 , 这 种 电势 差 称 为 接触 电势 差 . 
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图 16 所 示 是 两 种 互相 接触 的 导体 (a 和 0b) 在 其 自由 表面 40 和 0O0B 附近 的 
横 剖 面 图 . 两 表面 上 的 电势 分 别 用 wo 和 yo 表示 ; 接触 电势 差 为 ab = po 一 pa 
接触 电势 差 和 逸 出 功 之 间 的 定量 关系 由 热力 学 平衡 条 件 确定 . 假设 把 一 个 电 
荷 为 e 的 粒子 从 导体 a 内 通过 表面 40 取出 , 然后 又 把 它 移 到 表面 0B 上 , 最 
后 放 到 导体 内 , 我 们 来 研究 这 时 对 该 粒子 所 做 的 功 ; 在 热力 学 平衡 状态 下 ， 
这 个 功 应 等 于 零 @. 在 上 面 所 指出 的 三 个 步骤 中 , 对 粒子 所 做 的 功 分 别 等 于 
eWaye(yo 一 pa) 和 一 eWo. 令 它 们 的 总 和 等 于 零 , 我 们 得 到 所 求 的 关系 式 为 


Pab 一 Wo 3 W,. (23.1) 


由 此 可 见 , 两 互相 接触 导体 的 相 邻 两 自由 面 间 的 接触 电势 差 , 等 于 它们 的 逸 出 
电势 差 . 






(TASK 


图 16 


接触 电势 差 的 存在 导致 导体 之 外 的 空间 内 出 现 电场 . 求 出 接触 处 附近 的 
电场 值 并 不 困难 . 在 接触 线 附近 的 小 区 域内 (图 16 内 的 O 点 ), 可 以 把 两 个 导 
体 的 相交 面 看 作 平 面 . 于 是 导体 外 的 场 势 满足 方程 : 


_10/ 0 16p 
2 SA ~ 72 002 0 
(7, 9 为 极 坐标 , 其 原点 在 O 点 ), 而 在 AO 和 0B 面 上 , 场 势 必须 取 给 定 的 恒 
定 值 . 这 时 我 们 感 兴趣 的 解 是 包括 7 的 最 低 寡 次 的 解 , 它 代 表 场 势 展开 成 小 距 


离 7 的 震级 数 内 的 主要 项 . 这 种 解 为 p = const x 09. 9 角 从 40 边 算 起 , 并 令 
其 场 势 等 于 零 , 于 是 得 到 





_ pab 

p= 20， (23.2) 

不 言 而 喻 , 实际 上 粒子 只 能 通过 导体 的 接触 面 , 而 不 是 通过 导体 周围 的 空间 从 

一 个 导体 转移 到 另 一 导体 内 . 但是, 我 们 在 这 里 利用 了 这 个 转移 功 和 路 程 无 关 这 一 性 
质 . 





824 个 伐 尼 电池 . 123 . 





式 中 a 为 C4O0B. 由 此 可 见 , 等 势 线 (在 图 平面 内 ) 是 从 O 点 发 出 的 直线 , 相 
应 地 , 电力 线 是 以 O 点 为 中 心 的 一 族 圆 弧 . 电场 强度 等 于 


1 0p Pab 工 
证 
7r D0 QT” C33) 


也 即 是 电场 强度 随 至 O 点 的 距离 成 反比 地 减 小 . 

如 上 面 所 指出 的 , 在 金属 单 晶体 的 各 不 同 面 之 间 也 存在 “接触 ” 电势 差 . 
因此 , 在 晶 棱 附近 也 必须 存在 上 面 所 指出 性 质 的 电场 @. 

如 果 把 许多 金属 导体 (在 相同 温度 下 ) 依次 连接 起 来 , 则 处 在 最 边缘 的 两 
个 导体 之 间 的 电势 差 就 等 于 它们 的 逸 出 电势 差 (根据 (23.1) 式 很 容易 得 出 这 
个 结论 ), 和 两 种 直接 接触 的 导体 的 情况 完全 一 样 . 特别 是 , 如 果 电 路 两 端 是 相 
同 的 金属 , 则 它们 之 间 的 电势 差 等 于 零 . 这 种 情况 其 实 是 很 明显 的 , 因为 如 果 
在 相同 导体 之 间 存 在 电势 差 , 那么 当 电 路 接 通 时 就 会 有 电流 产生 , 这 是 和 热力 
学 第 二 定律 相 了 矛盾 的 . 
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如 果 电 路 内 的 导体 是 载 流 子 的 性 质 不 相同 的 导体 (金属 和 电解 溶液 ), 则 
上 节 末 所 作出 的 说 明 失 去 意义 .由 于 同一 种 导体 对 于 不 同 带电 粒子 的 (电子 和 
离子 ) 逸 出 功 是 不 同 的 , 因此 , 即使 电路 两 端 是 相同 的 导体 , 这 时 电路 内 的 总 接 
触电 势 差 也 不 为 零 . 这 种 总 电势 差 称 为 电路 内 的 电动 势 , 它 也 就 是 是 闭合 电路 
两 端 两 相同 导体 间 的 电势 差 . 当 这 种 电路 接 通 时 就 会 有 电流 流 过 . 伽 伐 尼 电 池 
的 运作 就 是 基于 这 一 原理 . 这 时 维持 电路 内 电流 的 能 源 是 电池 内 发 生 的 化 学 
变化 . 

环绕 通过 闭合 电路 的 任何 闭合 回路 一 周 , 电势 当然 应 当 回 到 它 的 起 始 值 ， 
也 即 是 它 的 总 变化 等 于 零 . 例如 , 我 们 来 研究 沿 导体 表面 的 一 个 回路 . 当 从 一 
种 导体 过 渡 到 另 一 种 导体 时 , 电势 发 生 突变 pap. 若 导 体内 有 电流 J (通过 截 
面 的 总 电流 ) 流 过 , 则 每 一 导体 上 的 电势 降 等 于 RJ, R 是 导体 的 电阻 . 因此 ， 
电路 内 电势 的 总 变化 等 于 

》 po 一 》 JR. 


令 这 个 表达 式 等 于 零 , 并 注意 到 在 全 电路 内 的 电流 J 不 变 , 而 总 和 2pub 为 电 
动 势 8, 我 们 得 到 
J R=%, (24.1) 


@ 在 实际 条 件 下 , 从 大 气 中 “聚集 ” 在 品 体 表面 的 离子 所 产生 的 电场 通常 抵消 了 这 
场 . 





| 发 
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因此 , 接 有 伽 伐 尼 电池 的 电路 内 的 电流 , 等 于 电动 势 除 以 电路 内 全 部 导体 的 总 
电阻 (当然 也 包括 电池 本 身 的 内 电阻 ). 

虽然 伽 伐 尼 电池 的 电动 势 也 可 以 表示 为 接触 电势 差 之 和 , 但 要 着 重 指出 
的 是 , 实际 上 , 这 是 一 个 完全 由 导体 的 体积 状态 所 确定 的 热力 学 量 , 并 且 和 导 
体 分 界面 的 性 质 完全 无 关 . 这 是 很 明显 的 , 因为 8 恰好 是 将 带电 粒子 反方 向 
沿 全 部 闭合 电路 移动 所 做 的 功 (相对 于 单位 电荷 ). 

为 了 举例 说 明 这 种 情况 , 我 们 来 研究 由 两 个 金属 电极 (金属 4 和 B) 浸 在 
电解 液 AX 和 BX (X- 为 某 种 负离子 ) 内 所 构成 的 伽 伐 尼 电池 . 设 64 和 CB 
分 别 是 金属 4 和 B 的 化 学 势 , 而 C4x 和 CBx 是 溶液 内 电解 质 的 化 学 势 @. 使 
一 元 电荷 e 绕 闭合 电路 行进 , 这 意味 着 离子 4+ 从 电极 4 进入 溶液 内 , 而 离子 
B+ 从 溶液 进入 电极 B 内 , 而 且 电 极 上 的 电荷 变化 由 沿 外 电路 部 分 从 电极 4 
进入 电极 B 的 电子 来 补偿 . 这 些 过 程 的 结果 是 : 电极 4 失去 一 个 中 性 原子 , 电 
极 B 得 到 一 个 中 性 原子 , 而 在 电解 溶液 内 , BX 的 一 个 分 子 为 4X 的 一 个 分 
子 所 取代 . 因为 可 逆 过 程 中 所 做 的 功 (温度 、 压 强 为 常量 ) 等 于 系统 的 热力 学 
势 的 变化 , 因此 我 们 得 到 关系 式 


EGAB = (CB — CBX) — (C64 — 6AX), (24.2) 


伽 伐 尼 电池 的 电动 势 由 电极 和 电解 液 材 料 的 性 质 来 表示 . 

由 (24.2) 的 形式 也 可 做 出 下 面 的 推论 . 如 果 溶 液 内 有 三 种 电解 质 (4X、 
BX、CX), 其 中 浸 有 三 种 金属 电极 4、B、C, 则 其 中 每 两 种 电极 之 间 的 电动 
势 , 由 以 下 关系 式 联系 起 来 : 


64B + EBc = bac. (24. 3) 


利用 普遍 的 热力 学 关系 式 , 可 以 把 伽 伐 尼 电池 的 电动 势 和 电路 内 电流 流 
过 时 所 发 生 的 热效应 联系 起 来 , 不 言 而 喻 , 在 实际 条 件 下 电流 流 过 是 不 可 逆 的 . 
设 Q 为 单位 电荷 通过 时 所 放出 的 热量 (包括 在 电池 内 和 在 外 电路 内 ); 这 热量 
不 外 乎 是 当 电流 流 过 时 在 伽 伐 尼 电池 内 所 发 生 的 热 化 学 反应 热 . 按照 熟知 的 
热力 学 公式 (参见 本 教程 第 五 卷 891), 它 和 功 8 的 关系 为 


Q = A ($) (24.4) 


上 式 内 对 温度 的 偏 导数 的 确定 , 取决 于 在 何 种 条 件 下 发 生 这 种 过 程 , 例如 , 如 
果 是 在 压强 不 变 情况 下 流 过 电流 (通常 是 这 种 情况 ), 则 在 压强 为 常量 情况 下 
求 微 商 . 

@ 这 一 节 内 采用 了 通常 的 对 一 个 粒子 的 化 学 势 定义 . 
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在 两 种 导电 介质 交界 面 上 存在 的 电荷 ,会 影响 交界 面 上 的 表面 张力 ; 这 种 
现象 称 为 电 毛细 现象 . 事实 上 , 这 里 所 指 的 是 两 种 液态 介质 一 一 通常 是 指 液态 
金属 (水 银 ) 与 电解 质 溶液 的 界面 而 言 . 

我 们 用 wz 和 ws 表示 两 种 导体 的 电势 , 用 el 和 es 表示 分 布 于 它们 分 界 
面 上 的 电荷 . 这 些 电荷 数值 相等 而 符号 相反 . 这 样 一 来 , 就 在 交界 面 上 形成 所 
谓 “ 双 层 ”. 

假设 保持 压强 和 温度 不 变 , 计 及 导体 分 界面 在 内 的 两 种 导体 系统 的 热力 





d$ = adS — ei1dyp1 — ez2dp2. (25.1) 
其 中 ad5 一 项 代表 分 界面 面积 5 的 可 逆 变 化 dS 所 做 的 功 (a 为 表面 张力 系 
数 , 参阅 本 教程 第 五 卷 8154). 
在 (25.1) 式 中 , 我 们 可 以 只 写 下 热力 学 势 的 “表面 部 分 ”Fb 来 代替 热力 学 
势 $ 因为 当 压 强 和 温度 为 常量 时 其 体积 部 分 也 为 常量 , 因而 我 们 不 感 兴 趣 . 
令 el = 一 ez 三 e, 并 引进 电势 差 p = pl - pz, 我 们 把 (25.1) 式 改 写 为 


df = adS — edy. (25.2) 


of.) _ 
(种) = (25.3) 


而 且 a 表示 为 p 的 函数 . 对 (25.2) 式 积分 , 我 们 得 到 四 = as. 把 此 式 再 代入 
(25.2) 式 , 得 到 d(a5) = adS -edyp 或 Sda = -edp, 由 此 得 


Oa 
三 一 | 一 5 25.4 
(加 


其 中 co = e/5 为 单位 面积 的 电荷 . 关系 式 (25.4) 是 电 毛 细 现 象 理 论 的 基本 公 
式 (G. 李 普 曼 , J. W. 吉 布 斯 ). 

平衡 态 下 当 导 体 的 电势 保持 给 定 值 时 , 热力 学 势 $ 应 当 为 极 小 值 . 把 热力 
学 势 看 作 表 面 电 荷 e 的 函数 , 我 们 写 出 $ 取 极 小 值 的 必要 条 件 : 


of. = OK (25.5) 


由 此 得 到 








式 中 求 导数 时 保持 面积 5S 不 变 . 为 了 计算 导数 值 , 我 们 根据 


办 = 办 (e) 一 elpl — ep2 = f(e)— ep (25.6) 


= 
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电 
用 热力 学 势 扑 = fp.(e) 表示 $. 由 一 阶 导 数 等 于 零 的 条 件 给 出 
O08 _ Of 
| 
然后 二 次 导数 为 正 值 的 条 件 的 形式 是 


8 办 8 办 sp 18p 
DE ge We” Sho 











或 者 
D>0 (25.7) 


如 果 把 表面 上 的 “ 双 层 * 看 成 是 电容 为 了 的 “电容 器 ”, 这 个 条 件 正 是 所 预 


将 等 式 (25.4) 对 yp 取 微 商 , 并 利用 (25.7) 式 , 我 们 得 到 


= <0 (25.8) 


这 表明 在 六 = _o 一 0 所 在 点 处 ,a 和 w 的 关系 曲线 有 极 大 秆 . 
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金属 内 不 存在 电流 的 条 件 是 传导 电子 处 于 热力 学 平衡 . 大 家 知道 , 这 一 
条 件 除了 要 求 (在 整个 导体 上 ) 温度 恒定 而 外 , 还 要 求 ep + Go 之 和 也 恒定 不 
变 , 其 中 Co 是 金属 内 传导 电子 的 化 学 势 ( 当 yp = 0 时 ) @. 如 果 导 体 是 组 分 不 
均匀 的 金属 , 那么 , 即使 温度 是 恒定 的 , Go 也 会 沿 导体 发 生变 化 . 因此 , 在 这 种 
情况 下 , 电势 恒定 并 不 会 导致 金属 内 的 电流 为 零 , 虽然 场 强 百 = 一 grady 也 
等 于 零 . 如 果 我 们 希望 把 非 均匀 导体 也 列 人 研究 范围 , 这 种 情况 使 得 yp 的 通 
常 定 义 (作为 真实 电势 平均 的 结果 ) 使 用 起 来 很 不 方 使 . 


自然 地 , 我 们 肥 yp 十 外 之 和 作为 电势 的 新 定义 , 并 将 在 今后 直接 地 把 它 


标记 为 p@. 在 均匀 金属 内 , 这 种 定义 的 改变 导致 在 电势 上 添加 一 个 无 关 紧 要 
的 常量 . 与 此 相应 ,“ 场 强 ”E = 一 grady (我 们 下 面 也 将 要 使 用 它 ) 只 在 均匀 人 金 
@ 参见 本 教程 第 五 卷 825, 我 们 在 这 里 把 5 理解 为 通常 意义 的 单 粒子 (电子 ) 化 学 势 
@ 这 一 定义 也 可 表述 成 男 一 种 形式 , 即 ep 的 新 值 是 把 一 个 电子 等 温 地 引入 金属 
所 引起 的 自由 能 变化 ; 换 句 话说 , p = 8F/9p, 式 中 忆 为 金属 的 自由 能 , 而 p 为 单位 体积 
内 传导 电子 的 电荷 . 
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属 内 才 和 真正 的 平均 场 强 相等 , 而 在 一 般 情况 下 , 它们 之 间 相 差 某 一 个 状态 函 
数 的 梯度 吕 . 
根据 这 一 定义 , 在 热力 学 平衡 状态 下 (对 传导 电子 而 言 ), 场 强 和 电流 都 变 
为 零 , 而 j 和 世 的 关系 将 为 j= oo (或 者 ji = cir Ek), 即使 金属 的 组 分 是 不 
现在 , 我 们 来 研究 非 均 匀 加 热 的 金属 , 这 在 任何 情况 下 都 不 会 有 (电子 的 ) 
热力 学 平衡 . 此 时 即使 没有 电流 , 电场 强度 召 也 不 为 零 . 在 电流 密度 7 和 温度 
梯度 VT 不 为 零 的 普遍 情况 下 , 这 些 量 和 场 强 的 关系 可 以 写 为 


1 
五 = -ij+aVvT. (26.1) 
oO 


式 中 o 为 通常 的 电导 率 , 而 a 是 表征 金属 电 性 质 的 义 一 个 量 . 为 简单 起 见 , 我 
们 假定 物质 是 各 向 同性 的 (或 具有 立方 对 称 ), 为 此 , 我 们 把 比例 系数 写成 标量 
形式 . EE 对 VT 的 线性 关系 显然 只 是 展开 式 的 第 一 项 , 但 由 于 温度 梯度 很 小 
(实际 上 总 是 如 此 ), 保留 这 一 项 已 足够 

(26. 0 式 也 可 写成 以 下 形式 : 


j=0(E -aVv7,), (26.2) 


这 表明 在 非 均匀 受热 的 金属 内 , 即使 场 强 EB 为 零 也 可 以 有 电流 流 过 . 

除了 电流 密度 7 外 ,我们 也 可 以 研究 能 流 密度 , 我 们 用 9 表示 它 . 首先 应 
从 能 流 内 分 出 量 yj, 这 个 量 与 每 一 个 带电 粒子 (电子 ) 本 身 携带 能 量 ep 有 关 . 
但 是 , g 一 27 之 差 却 与 电势 本 身 无 关 , 因此 在 普遍 情况 下 , 可 以 把 它 表示 成 梯 
度 Vp = -EB 和 VT 的 线性 函数 , 和 电流 密度 的 公式 (26.2) 相似 . 我 们 暂且 把 
这 个 式 子 写成 

q— wi=0PE—7yVT. 

由 动 理学 系数 对 称 性 原理 , 可 以 得 到 系数 6 和 (26.2) 式 中 系数 a 的 关系 式 . 

为 此 , 我 们 计算 导体 总 粹 的 变化 率 . 在 单位 时 间 内 导体 单位 体积 内 放出 的 
热量 为 -divg, 因此 可 以 写成 


d.7 divg 
=-|/ yo 


其 次 , 利用 方程 div7 = 0, 我 们 写 出 





a ea ee 
Tia= {dv(q-¢)+dvp} = Fdiv(q 一 927 一 
我 们 要 强调 指出 , 此 时 乘积 eE 已 不 再 是 作用 在 电荷 e 上 的 力 . 在 微观 理论 中 计 
算 动 理学 系数 时 , 这 一 情况 使 得 在 唯 象 理论 中 相当 合理 的 EE 的 这 种 定义 使 用 起 来 很 不 

方便 (参见 本 教程 第 十 卷 844) 
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上 式 右 端 第 一 项 经 过 分 部 积分 变换 后 , 我 们 得 到 
/2 2 二 /= SL A (26.3) 


Te 


这 个 式 子 表明 ， A 和 gq 一 wj 的 分 量 作为 量 (参阅 821)， 


则 相应 的 量 X。 即 为 矢量 -去 和 三 “的 分 量 . 与 此 相应 Ny, 2 





vT 
T2 ， 
vT 
2 

9 一 pj = 07 冯 一 订 7 了 5 


中 , 系数 ca72 和 BT 必须 相等 . 因此 8 = ca7 , 我们 得 到 


E 
7 = co 二 一 aa7?2 一 


q—%)=oaTE—~YyVvT. 
最 后 , 按照 (26.1) 式 , 用 7 和 VT 表示 这 里 的 五, 我 们 终于 得 到 以 下 表达 式 : 
q = (p+aT)I — xVYT, (26.4) 


这 里 引进 了 符号 x = 一 Ta?o. 量 x 不 是 别 的 , 正 是 确定 电流 不 存在 时 的 热 
流量 的 通常 的 热 导 系数 . 
应 该 指出 , 导数 d.9 /dt 为 正 值 的 条 件 并 未 对 温差 电 系 数 加 上 任何 新 的 限 
制 . 把 (26.1) 和 (26.4) 式 代 入 (26.3) 式 后 有 
人 有 
7 = ( 专 + NE ) >0， (26.5) 
由 此 只 得 到 热 导 系数 和 电导 系数 为 正 的 条 件 . 
在 上 面 写 出 的 式 子 中 , 隐 含 地 假定 了 当 温 度 不 变 时 压强 (或 密度 ) 的 不 均 
匀 性 不 会 引起 导体 内 产生 电场 (或 电流 ). 基于 这 点 , 在 (26.2) 和 (26.4) 式 内 没 
有 包含 与 Vp 成 比例 的 项 . 实际 上 , 这 些 项 的 存在 与 粹 增加 定律 相 矛 盾 : 因为 
此 时 在 (26.5) 式 被 积 函 数 中 会 包含 正 负 号 可 变 的 乘积 7 .Vp 和 VT .Vp 的 项 . 
结果 积分 不 一 定 为 正 值 . 
(26.1) 和 (26.4) 的 关系 式 本 身 包含 了 各 种 温差 电 效应 .我 们 来 研究 每 秒 从 
导体 单位 体积 内 放出 的 热量 - divg. 对 表达 式 (26.4) 取 散 度 , 我 们 得 到 





Q=—-divg= div(xVT)+E:j;—-j:V(a7,), 
或 者 把 (26.1) 式 代 入 上 式 得 到 


:2 
Q = div(xvT) + — Tj. Va. (26.6) 
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这 个 公式 右 侧 第 一 项 与 纯粹 的 热 导 性 有 关 , 而 第 二 项 与 电流 平方 成 正比 , 可 以 
称 为 焦耳 热 . 这 里 我 们 感 兴趣 的 是 第 三 项 , 它 包 含 特殊 的 温差 电 效应 . 

现在 假定 导体 的 组 分 是 均匀 的 ,导体 上 的 压强 如 通常 一 样 保持 不 变 . 于 是 
量 a 的 改变 只 与 温度 梯度 有 关 并 可 以 写 为 Ya = (da/dT)VT. 因此 , 我 们 感 兴 
趣 的 放出 的 热量 ( 称 为 汤姆 孙 效 应 ) 等 于 


da 
p7 VT， 其 中 p= TE (26.7) 
量 po 称 为 汤姆 孙 系 数 . 我 们 注意 到 , 这 种 效应 与 电流 的 一 次 震 成 正比 , 而 不 像 
焦耳 热 那 样 和 电流 的 二 次 寡 成 正比 . 因此 当 电流 反 向 时 , 它 也 变 号 . 系数 p 既 
可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 . 如 果 p > 0, 则 在 温度 上 升 方向 有 电流 流 过 时 , 汤 
姆 孙 热 取 正 值 (放出 热量 ), 而 在 反方 向 流 过 电流 时 , 则 吸收 热量 ; 当 p < 0 时 ， 
这 些 关系 倒 过 来 . 

如 果 电 流通 过 两 种 不 同 金属 的 接触 点 (接头 ), 则 发 生 另 一 种 热效应 , 称 为 
佩 尔 捷 效应 . 在 接触 面 上 , 温度 、 电 势 以 及 电流 密度 和 能 流 密度 矢量 的 法 向 分 
量 都 是 连续 的 . 我 们 用 下 角 标 1 和 2 分 别 表 示 属 于 两 种 金属 的 量 , 并 令 接 触 面 
两 侧 的 (26.4) 式 中 的 g 的 法 向 分 量 数值 相等 , 由 于 wp,T 和 jz 的 连续 性 , 我 们 

= 一 zxT(ao2 — 01); 


得 到 
oT 
Gol 


这 里 取 z 轴 沿 接触 面 的 法 线 方向 . 如 果 z 轴 的 正方 向 取 为 从 金属 1 到 金属 2 
的 方向 , 则 等 式 左 端的 表达 式 就 是 1 s 内 以 热传导 方式 从 单位 接触 面 上 传导 
出 的 热量 . 传导 出 来 的 这 个 热量 补偿 了 由 等 式 右 端的 表达 式 表 示 的 接头 上 所 
放出 的 热量 . 由 此 可 见 , 接头 单位 面积 所 放出 的 热量 (1 s 内 ) 等 于 





IT12j, 其 中 TT12 = -T(aoz 一 a). (26.8) 


量 Is 称 为 佩 尔 捷 系 数 . 和 汤姆 孙 效 应 一 样 , 这 个 效应 也 和 电流 的 一 次 宕 成 正 
比 , 并 且 当 电流 反 向 时 变 号 . 应 指出 的 是 , 佩 尔 捷 系数 具有 等 式 Ilis = IT12 十 Il23 
所 表示 的 相 加 性 , 式 中 的 下 角 标 1, 2, 3 分 别 指 三 种 不 同 的 金属 . 

比较 (26.7) 和 (26.8) 式 表明 , 汤姆 孙 系 数 和 佩 尔 捷 系 数 间 的 关系 式 为 


其 次 , 我 们 来 研究 有 两 个 接头 且 两 端的 导体 为 同一 金属 (金属 1, 图 17) 的 
开 电 路 . 假设 接头 (5 点 和 < 点 ) 的 温度 分 别 为 不 同 的 五 和 7T2, 但 电路 两 端 (a 
点 和 4 点) 的 温度 一 样 . 于 是 , 在 两 端点 之 间 有 电势 差 , 称 为 温差 电动 势 , 我 们 
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用 台 表示 . 为 了 计算 温差 电动 势 , 假设 (26.1) 式 中 的 7 = 0, 并 沿 电路 全 长 (zx 
轴 ) 求 电场 强度 巨 = aVT 的 积分 : 














a b c ad 
1 | 2 | 1 
1 5 
图 17 


从 < 到 4 和 从 a 到 5 的 积分 表明 在 第 一 种 金属 内 从 温度 7 积分 到 五, 而 从 也 
到 c 的 积分 是 在 第 二 种 金属 内 dT 从 积分 限 TD 积 到 72. 因此 , 我 们 求 得 


T2 
[eg 二 [ (aQ2 al1)d7 (26.10) 
人 
与 (26.8) 式 比较 , 我 们 看 到 , 温差 电动 势 和 佩 尔 捷 系 数 有 如 下 的 关系 : 
72 
Er = -| 2 7 (26.11) 
T 


公式 (26.9) 和 (26.11) 称 为 汤姆 孙 关 系 式 (W. 汤姆 孙 , 1854). 
最 后 , 我 们 写 出 各 向 异性 异体 内 的 电流 和 热流 量 公 式 ， 和 推导 (26.1) 和 
(26.4) 式 完全 类 似 , 利用 动 理学 系数 的 对 称 性 原理 , 可 推导 出 这 些 公 式 为 
Bi = oi jk oi, 
J (26.12) 
qi — Phi = T Apijk 一 ik Br 
其 中 oz 是 电导 率 张 量 oix 的 道 张 量 ; 张 量 oi 和 xix 是 对 称 张 量 . 但 是 在 一 
般 情 况 下 , 温差 电 张 量 aix 是 非 对 称 的 . 


827 温差 电磁 现象 
在 电场 、 磁 场 和 温度 梯度 同时 存在 的 情况 下 , 电流 流 过 时 所 发 生 的 现象 
更 为 丰富 多 样 


对 这 些 现象 的 研究 与 前 一 节 对 温差 电 现 象 所 进行 的 研究 十 分 类 似 . 我 们 
用 研究 各 向 异性 导体 时 的 张 量 形式 来 研究 它们 . 将 电流 密度 7 和 热流 密度 g 
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写成 下 列 形式 : 


(27.1) 





Ex 
J 
其 中 全 部 系数 都 是 磁场 的 函数 . 根据 动 理学 系数 的 对 称 性 原理 我 们 有 


Gi — Pi = Cik 


aix(H)= ari(—-H), dix(H)= dri:(-H), bi(H)= cri(—H). (27.2) 


将 (27.1) 式 的 巨 和 gq 一 yj 以 7 和 VT 表示， 我 们 得 到 





本 全 人 
Ei = oi jk + Qik ar 


(27.3) 


. oT 
qi — Phi = Bipjk — Hik 7 
zk 


其 中 张 量 o71,a,B，x 可 以 表示 为 张 量 a,b，og 的 函数 , 并 具有 因 关 系 式 (27.2) 
所 产生 的 以 下 对 称 性 质 : 


on (H)= or (-H), xin(H)= xni(-H), Bia(H)=Tari(-H). (27.4) 


这 就 是 所 要 寻求 的 最 普遍 形式 的 关系 式 . 它们 推广 了 $26 中 不 存在 磁场 时 以 
及 822 中 不 存在 温度 梯度 时 所 得 到 的 关系 . 必须 着 重 指出 ， 在 各 向 异性 导体 h， 
一 般 说 来 ， 张 量 aik 和 所 在 没有 磁场 时 也 是 不 对 称 的 . 

类 似 于 在 822 中 所 做 的 那样 ， 张 量 o 1, zx， 由 6T 可 以 分 为 对 称 部 分 和 反 
对 称 部 分 . 在 虹 磁 场 中 对 称 部 分 可 以 看 作 不 依赖 于 五 的 常量 ， 而 反对 称 部 分 
则 与 五 成 线性 关系 . 以 这 样 的 精确 度 ， 我 们 得 到 各 向 同性 导体 的 以 下 表达 式 : 


E=2+avT+RHxj+NH x YT, (27.5) 
(oa 
q— pj =aTj— xIT+NTH xj+LH x VT. (27.6) 


式 中 oc，x 分别 为 通常 的 电导 率 系 数 币 \ 导 率 系 数 ，a 为 26.1) 式 中 出 现 的 温 
差 电 系数 , R 为 震 尔 系数 , 而 N, 工 是 新 的 系数 N 玉 x VT 一 项 可 看 作 是 磁场 
对 温差 电动 势 的 影响 (能 斯 特效 应 ), 而 LH x VT 一 项 则 可 看 作 是 磁场 对 热 导 
率 的 影响 ( 勒 迪克 一 里 吉 效 应 ). 

在 两 种 介质 边界 上 ， 矢 量 了 和 g 的 法 向 分 量 连续 因而 矢量 


—xVT+aTy+NTH xj+LH x VT 


的 法 向 分 量 也 连续 . NTH x j 一 项 描写 磁场 对 佩 尔 捷 效应 的 影响 ( 埃 廷 斯 豪 
森 效 应 ). 
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单位 时 间 内 导体 单位 体积 释放 的 热量 为 8 = 一 divg. 此 处 必须 代 人 (27.6) 
式 中 的 q, 然后 用 表示 式 (27.5) 代替 -Vy = 五 . 如 果 导 体 的 组 分 是 均匀 的 . 则 
o V,Z…… 等 量 只 是 温度 的 函数 , 因此 它们 的 梯度 正比 于 VT. 计算 时 我 们 略 
去 了 所 有 的 玉 的 二 次 项 ; 在 这 种 近似 下 , 可 以 认为 rot(j/o) 守 rot 忆 = 0. 此 外 
我 们 注意 到 , 对 于 外 场 五 (其 源 处 于 所 研究 的 导体 之 外 ), 我 们 有 rot H = 0. 
最 后 , 同一 切 恒定 电流 一 样 , divj = 0. 计 及 所 有 这 些 因素 后 , 经 过 计算 我 们 
得 到 


Er _Tji Vor LooNTYG x H). 
Q= 有 +div(xyT)— TI: Vat FF aNT )(7 x H): VT. 


这 个 表达 式 的 第 三 项 描述 汤姆 孙 效 应 , 而 最 后 一 项 则 给 出 因 磁场 存在 引起 的 
这 种 效应 的 改变 . 


§28 扩散 电 现 象 


扩散 现象 的 存在 导致 电解 质 溶液 内 发 生 一 种 在 固态 导体 内 观察 不 到 的 特 
殊 现象 . 

为 了 简单 起 见 , 我 们 将 假设 整个 溶液 的 温度 相同 . 同时 , 我 们 在 这 里 只 限 
于 研究 未 受到 温差 电 效应 复杂 化 的 纯粹 的 扩散 引起 的 电 现 象 . 

在 溶液 中 更 为 方便 的 是 利用 压强 已 和 化 学 势 5 代替 压强 已 和 浓度 c 作 
为 独立 自 变 量 . 这 里 我 们 把 5 定义 为 单位 质量 溶液 的 热力 学 势 对 其 浓度 c 的 
导数 (P 和 了 为 常量 时 ); 这 时 我 们 把 浓度 理解 为 在 给 定 体积 元 内 电解 质 的 质 
量 与 液体 的 总 质量 之 比 8. 应 该 记 住 , 化 学 势 为 常量 (除了 压强 和 温度 为 常量 
外 ) 是 热力 学 平衡 的 条 件 之 一 . 

826 所 给 出 的 电场 势 定义 , 在 现在 情况 下 形式 应 稍 作 变 更 , 因为 载 流 子 现 
在 不 是 传导 电子 , 而 是 电解 质 内 的 离子 . 这 就 是 说 , 合理 的 定义 ( 见 826 的 第 二 
个 脚注 ) 应 为 p = (88/6p)。, 式 中 $B 是 热力 学 势 , 而 p 是 单位 体积 溶液 中 的 离 
子 总 电荷 (当然 , 在 取 微 商 以 后 , 由 于 溶液 是 电 中 性 的 , 必须 令 p = 0). 求 微 商 

@ 同时 我 们 还 略 去 了 一 个 极为 微弱 的 效应 一 一 电流 自身 的 磁场 对 热量 释放 的 影 
啊 . 
@ 通常 的 化 学 势 定 义 为 41 = 65/8nl, 6 = 95/Bna, 其 中 $ 是 某 一 任意 数量 溶液 的 
热力 学 势 , 而 ni,n2 是 溶质 和 溶剂 的 粒子 数 . 如 果 6 现在 指 1 克 溶 液 , 则 粒子 数 ni 和 
n2 的 关系 为 nmi 十 nzm2 = 1 (mi,m2 分 别 是 两 种 粒子 的 质量 ), 而 浓度 c= nimi. 因此 . 
对 于 此 处 引入 的 化 学 势 我 们 有 

oF OF Oni OF On2 G1 C2 


和 
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时 保持 质量 浓度 为 常量 , 也 即 是 在 单位 体积 内 两 种 离子 的 总 质量 给 定 @ 条 件 
下 求 导 . 
当 存 在 化 学 势 梯度 时 , 电流 密度 表达 式 内 必须 加 入 与 这 个 梯度 成 正比 的 
附加 项 : 
j=0(E— BVO), (28.1) 


这 和 (26.2) 式 中 的 附加 项 类 似 . 下 面 我 们 将 证 明 , 当 化 学 势 梯度 (以 及 温度 梯 
度 ) 给 定时 ,了 不 可 能 依赖 于 压强 梯度 , 因而 在 (28.1) 式 中 没有 含 VP 的 项 ®. 
除了 电流 外 , 我 们 还 必须 研究 同时 发 生 的 电解 质 质量 的 转移 . 这 时 必须 
注意 当 电 流通 过 溶液 时 伴随 有 宏观 流体 运动 发 生 . 由 这 种 宏观 流体 运动 所 转 
移 的 电解 质 的 质量 流 密度 等 于 pcv (v 是 速度 , p 是 溶液 密度 ). 此 外 , 电解 质 的 
转移 还 通过 分 子 扩散 形式 进行 . 我 们 用 i 表示 这 种 扩散 流 的 密度 , 于 是 , 总 的 
流量 密度 为 pcv 二 i. 不 可 逆 的 扩散 过 程 也 导致 炉 的 增加 ; 总 粹 的 变化 速度 由 


es d9 /BE:. 
二 = ay- /到 2 (28.2) 


和 电流 密度 一 样 ， i 五 和 VC 的 线性 组 合 形式 , 或 者 是 
写成 和 V6 的 线性 组 合 形式 . 和 前 一 节 对 7 和 gq 一 27 所 做 的 完全 相似 , 利 
用 动 理学 系数 的 对 称 性 可 以 将 以 上 表达 式 中 的 一 个 系数 和 (28.1) 式 的 系数 6 
联系 起 来 . 结果 得 到 





(28.3) 
Oc 

VC 前 面 的 系数 已 用 通常 的 扩散 系数 表示 (此 处 po 为 物质 密度 ). 当 了 = 0 和 压 
强 (以 及 温度 ) 给 定时 , 我 们 有 通常 的 扩散 流 i = ~-pDYc. 

和 前 一 节 一 样 ，(28.1) 和 (28.3) 式 内 不 可 能 存在 与 压强 梯度 成 正比 的 项 
的 结论 可 重新 从 业 增 加 定律 得 出 , 因为 这 样 的 项 会 使 总 炉 的 导数 (28.2) 不 一 
定 为 正 值 . 

(28.1) 和 (28.3) 式 包 含 了 全 部 扩散 电 现象 , 我 们 不 准备 在 这 里 详细 讨论 
它们 . 

@ 在 强 电解 质 中 溶质 完全 分 解 , 因此 质量 浓度 可 以 表示 为 c= m+mn+ 十 m_n-, 其 

中 m4,m- 分 别 为 正 离 子 和 负离子 的 质量 ,而 n+,m- 则 分 别 为 它们 的 数 密度 .在 前 述 热 
力学 势 的 定义 下 等 式 p = 0 对 应 于 正 离 子 与 负离子 化 学 势 间 的 关系 6+/m+ = C4_/m-; 


化 学 势 cf 和 <_ 与 化 学 势 6 的 关系 为 等 式 Cy 4+C_ = 
@ 但 是 应 当 强 调 , 在 浓度 梯度 给 定 的 情况 下 ,7 依赖 于 压强 梯度 : 


oc DC 
VE 一 (二 4 (0 VP. 


@ 这 个 公式 内 第 二 项 的 推导 参见 本 教程 第 六 卷 858. 


i 二 一 3 VC+ By. 
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习 题 


假设 两 平行 平面 板 (由 同一 种 金属 A 制 成 ) 浸 在 电解 质 溶液 4X 内 , 试 确 
定 电 流 密 度 和 两 平行 平面 板 间 所 加 的 电势 差 之 间 的 关系 式 . 

解 : 当 电 流 流 过 时 , 金属 从 一 个 电极 上 溶解 ,在 另 一 个 电极 上 淀 积 . 这 时 
溶剂 (水 ) 是 静止 的 , 而 流 过 溶液 的 金属 质量 流 密 度 为 pv = jm/e(ij 为 电流 密 
度 , m 和 e 分 别 为 At 离子 的 质量 和 电荷 ). 另 一 方面 , 这 个 质量 流 由 表达 
式 ji 十 pvc 给 出 , 其 中 i 从 (28.3) 式 得 到 . 假设 流体 内 的 压强 相同 四 , 我 们 得 到 
方程 : 





d . 
oD =|8- T0090|i () 
(Z 是 党 两 个 电极 连 线 方向 的 坐标 ). 因为 在 溶液 内 了 = 常数 , 由 此 我 们 得 到 
人 pDdec 
N= 一 所 一 一， C2) 
cl 8 一 一 (19 


式 中 clca 是 两 平行 平面 板 面 上 的 浓度 , 而 1 是 两 板 间 的 距离 . 
两 板 间 的 电势 差 8@ 可 从 总 能 量 耗 散 Q@ (1s 内 ) 简单 地 求 出 , 这 一 耗 散 必 
须 等 于 j@ (相对 于 单位 面积 极 板 表面 ). 根据 (28.1) 和 (28.2) 式 , 我 们 有 


_ dy _ /fF ,a 
名 二 全 [+p 医生 2) je- 


利用 (1) 式 ， ee ) 式 我 们 得 到 
32.0C m 
6= ] A |e- 0-9j de. (3) 





C1 ol8- Te & 


由 公式 (2) 和 (3), 即 可 (以 非 显 式 形式 ) 解 出 所 提出 的 问题 . 
如 果 电 流 7 很 小 ， 浓度 差 Co — C1 也 很 小 . 用 被 积 函 数 表 达 式 与 C2—C1l 的 
来 积 代 奉 积分 ,得 到 溶液 的 有 效 电 阻 率 为 
& 1 16 


人 [5 4-9] . 


(3) 式 右 端 第 一 项 给 出 由 于 电流 流 过 时 所 引起 的 电 芝 降 ( 7 ) 第 三 
项 是 由 溶液 内 的 浓度 差 所 引起 的 电动 势 (在 某 种 意义 上 , 与 温差 电动 势 相似 )， 
这 后 一 个 表达 式 甚 至 和 具体 一 维 问题 的 条 件 无 关 , 它 是 “ 浓 差 电池 ” 电动势 的 
普遍 表达 式 . 

”” @ 应 当 记 住 ,溶液 内 的 流体 力学 速度 的 定义 是 pv 为 单位 体积 液体 内 的 动量 ( 参 
阅 本 教程 第 六 卷 858). 因此 , 在 现在 情况 下 只 有 被 溶解 的 金属 (相对 于 电极 ) 运动 这 一 


事实 不 影响 pv 的 计算 . 
@ 计 及 液体 运动 引起 的 压强 改变 所 得 结果 是 高 阶 小 量 
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829 静 磁 场 
物质 内 的 静 碰 场 由 两 个 麦克 斯 韦 方程 描写 , 它们 是 对 两 个 微观 方程 
divh = 0, roth = 2 + po (29.1) 


求 平均 得 到 的 . 平均 磁场 强度 一 般 称 为 磁感应 强度 , 并 标记 为 
h=B. (29.2) 
因此 , 对 (29.1) 式 中 的 第 一 个 方程 求 平均 的 结果 为 
divB=0. (29.3) 
在 第 二 个 方程 中 , 因为 假设 平均 场 为 常量 , 求 平均 时 对 时 间 的 导数 变 为 零 , 于 
是 我 们 有 
rotB= 7 (29.4) 
微观 电流 密度 的 平均 值 , 一 般 说 来 , 无 论 在 导体 内 或 介 电 体内 , 都 不 为 零 . 
这 两 类 物体 的 差别 仅 在 于 , 在 介 电 体内 总 是 有 
1 二 :dr = (29.5) 


其 中 积分 对 物体 任意 横 截面 的 总 面积 进行 ; 而 在 导体 内 , 这 个 积分 可 以 不 为 零 . 
首先 我 们 假设 物体 内 (如 果 它 是 导体 ) 没有 总 电流 , 也 即 是 假设 关系 式 (29.5) 
成 立 . 
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(29.5) 式 对 物体 任何 截面 的 积分 都 等 于 零 , 表明 矢量 Pw 可 以 写成 男 一 个 
矢量 (一 般 表示 为 cM) 的 旋 度 的 形式 : 


po = crot M, (29.6) 


而 且 量 M 只 在 物体 内 不 为 零 ( 试 与 86 中 类 似 的 讨论 比较 ). 实际 上 , 设 有 一 回 
路 包围 物体 并 处 处 在 物体 外 通过 , 则 对 这 回路 所 围 成 的 表面 进行 积分 , 我 们 得 
到 

[wat=e rom df =ef Ma=0. 


矢量 M 称 为 物体 的 磁化 强度 . 将 其 代入 (29.4) 式 , 得 到 
rot H = 0， (29.7) 
式 中 矢量 刀 和 磁感应 强度 B 的 关系 式 为 
B= H+4rM, (29.8) 


类 似 于 电感 应 强度 D 和 电场 强度 马 的 关系 式 . 虽然 根据 与 五 的 类 比 , 通常 称 
矢量 及 为 “磁场 强度 ", 但 是 应 该 记 住 , 实际 上 , 真正 的 磁场 强度 平均 值 为 B， 
而 不 是 互 . 

为 了 阑 明 量 M 的 物理 意义 , 我 们 来 研究 在 物体 内 运动 的 全 部 带电 粒子 
所 产生 的 总 磁 矩 . 按照 磁 矩 的 定义 (参见 本 教程 第 二 卷 844), 它 是 积分 @: 


1 
/rx rav=3 /rxrotMav 
2c 2 


因为 在 物体 外 pv = 0, 因此 可 以 对 包围 物体 的 任何 体积 进行 积分 . 我 们 用 以 
下 方式 变换 积分 : 


frxroMav =— frx (Mxat)— xv) xrav 
在 物体 外 进行 的 面积 分 变 为 零 . 而 在 第 二 项 内 , 我 们 有 
(MxV)xr=—-Mdivr+M = -2M. 


因此 , 我 们 最 终 得 到 
这/ 三 f mav. (29.9) 


@ 为 明确 起 见 ,我 们 强调 指出 , 在 这 个 公式 内 ~ 是 积分 的 变动 坐标 (积分 变量 ), 而 
不 是 单个 微观 粒子 的 位 置 矢量 ; 因此 它 不 在 平均 值 符号 内 . 
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我 们 看 到 , 磁化 强度 矢量 代表 物体 单位 体积 的 磁 矩 ©. 
对 于 (29.3) 和 (29.7) 式 , 还 应 该 加 入 一 个 联系 互 和 B 的 关系 式 ; 因为 只 
有 这 样 做 了 以 后 , 方程 组 才 成 为 完备 的 . 在 磁场 不 太 强 的 情况 下 , 非 铁 磁体 中 
B 和 五 的 相互 关系 是 线性 的 . 在 各 向 同性 物体 内 , 这 种 线性 关系 归结 为 简单 
的 比例 关系 : 
B=H. (29.10) 


系数 / 称 为 磁 导 率 . 而 在 关系 式 M = xHH 中 的 比例 系数 


/一 1 
三 一 一 一 .11 
be (29.11) 


则 称 为 磁化 率 . 

与 介 电 常量 s 在 所 有 物体 中 都 大 于 1 相反 , 磁 导 率 可 以 大 于 1, 也 可 以 小 
于 1. 因此 我 们 只 能 肯定 总 是 有 人 > 0 (关于 与 这 一 差别 的 原因 , 参见 832; 
对 不 等 式 j, > 0 的 证 明 将 在 831 给 出 ). 与 此 相应 , 磁化 率 x 可 为 正 值 , 也 可 以 
为 负 值 . 

另 一 个 定量 差别 是 , 绝 大 多 数 物体 的 磁化 率 要 比 它们 的 介 电 常 量 小 得 多 . 
这 种 差别 是 由 于 物质 ( 非 铁 磁体 ) 的 磁化 是 (v/c)? 的 相对 论 效应 (v 是 原子 内 
的 电子 速度 @). 

在 各 向 异性 物体 (晶体 ) 内 ，(29.10) 式 的 简单 比例 关系 必须 代 之 以 线性 

B; = ER (29.12) 


磁 导 率 张 量 jwik 是 对 称 的 . 就 和 813 中 证 明 张 量 si 对 称 一 样 , 这 可 以 从 将 在 
831 中 引进 的 热力 学 关系 式 得 出 . 
从 方程 divB=0 和 rot 玉 =0 得 出 (对 照 86), 在 两 种 不 同 介质 的 边界 上 
应 满足 条 件 
Bin = B2n, Hi = Hz2. (29.13) 


这 个 方程 组 及 其 边界 条 件 形式 上 和 自由 电荷 不 存在 时 确定 介 电 体内 静电 场 的 
方程 组 相同 , 所 不 同 的 只 是 分 别 用 五 和 已 代替 了 瓦 和 万 而 已 . 由 于 方程 
rot 五 = 0, 可 以 求 得 五 的 形式 为 五 = 一 grady, 对 于 势 ,得 到 和 静电 势 完全 
相同 的 方程 . 

@ 只 有 在 建立 了 这 一 对 应 关系 后 , 量 M 才 成 为 完全 确定 的 . 物体 内 的 关系 式 (29.6) 
和 物体 外 的 M = 0 本 身 都 还 不 能 单 值 地 确定 这 个 量 , 因为 在 物体 内 部 可 以 在 M 上 加 
上 任意 一 个 gradf 形式 的 矢量 而 不 破坏 等 式 (29.6) (比较 86 对 电极 化 所 作 的 类 似 脚 注 ). 

@ 比值 w/e 第 一 次 和 五 一 起 出 现在 描写 物体 与 磁场 相互 作用 的 哈密 顿 量 内 , 第 二 
次 出 现在 原子 或 分 子 的 元 磁 矩 内 . 
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因此 , 第 二 章 中 所 研究 的 一 系列 静电 场 问题 的 解 就 可 以 直接 移 用 到 静 磁 
场 上 . 特别 是 88 中 所 得 到 的 均匀 电场 内 的 介 电 椭 球 公式 , 对 均匀 磁场 内 的 磁 
椭 球 也 是 完全 正确 的 (只 要 对 所 用 标记 作 相 应 改变 ). 例如 , 在 磁 椭 球 内 磁场 蝇 
度 五 9% 和 磁感应 强度 BW 与 外 磁场 强度 入 的 关系 式 为 


HY + mx(BO — HO) = $5;, (29.14) 
式 中 mik 为 退 磁 因子 张 量 , 记 住 以 上 关系 式 对 于 BB 与 及 之 间 的 任何 关系 都 
适用 . 
与 法 向 分 量 相反 , 磁感应 强度 的 切 向 分 量 在 两 种 介质 的 边界 上 发 生路 变 


可 以 把 这 种 路 变量 和 流 过 表面 的 电流 密度 联系 起 来 . 为 此 , 我 们 将 方程 (29.4) 
的 两 边 对 沿 法 线 方向 穿 过 交界 面 的 小 线段 Al 积分, 然后 令 长 度 Al 趋 近 于 零 . 


而 这 时 积分 f ma 可 以 趋 近 于 一 有 限量 . 这 样 得 到 的 有 限量 为 


g= /ma (29.15) 


可 以 称 为 面 电流 密度 ; 它 确 定 了 单位 时 间 内 通过 表面 上 单位 长 度 线段 的 电荷 . 
re pe 并 选择 从 介质 1 指向 介质 2 的 法 


a 0B, © .0B 4n 4 
Oz Ox ew ew 
由 于 Bj 的 连续 性 , 导数 9B;/0z 是 有 限 的 , 因此 当 线 段 Al 趋 近 于 零 时 , 积分 


也 趋 近 于 零 . 由 6B,/0x 的 积分 得 出 表面 两 侧 的 B, 值 之 差 . 因此 ， 


4 
B2; — Biz = 0 


这 个 等 式 可 以 写成 矢量 形式 
Tg =n x (B2 - Bi) = 4rm x (Ma — Mi), (29.16) 


式 中 n 是 法 线 方 向 的 单位 矢量 , 其 方向 指向 介质 2 内 部 ; 在 最 后 的 变换 中 , 考 
虑 了 五 切 向 分 量 的 连续 性 . 
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如 果 导 体内 有 不 为 零 的 总 电流 流 过 , 则 导体 内 的 平均 电流 密度 可 以 表示 
为 求 和 的 形式 





pi =crot M+y. 
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与 介质 磁化 强度 有 关 的 第 一 项 对 总 电流 没有 贡献 , 因此 通过 导体 横 截面 转移 
的 总 电荷 只 取决 于 第 二 项 的 积 4 fi .df. 量 j 称 为 传导 电流 密度 @，821 内 
的 所 有 讨论 都 是 指 这 种 电流 而 言 ; 特别 是 单位 时 间 在 单位 体积 内 所 耗 散 的 能 
量 等 于 也 .7. 

电流 j 在 导体 体积 内 的 分 布 由 $21 内 的 方程 得 出 , 这 些 方程 内 没有 包含 
电流 了 所 产生 的 磁场 (在 忽略 场 对 金属 导电 性 的 影响 的 条 件 下 ). 因此 , 确定 电 
流 的 磁场 的 问题 必须 通过 给 定 电流 分 布 来 解决 ， 这 种 场 方程 和 $29 内 所 得 到 
的 场 方程 不 同 的 地 方 , 是 存在 一 项 衬 ; 代替 了 原来 (29.7) 式 右 端的 零 


divB =0, (30.1) 
4 
rotH = 27. (30.2) 


传导 电流 密度 j 与 电场 强度 成 正比 , 是 一 个 不 会 趋 于 无 穷 大 的 有 限量 , 特别 是 
在 两 种 介质 分 界面 上 . 因此 ，(30.2) 式 右 端的 项 并 不 影响 五 的 切 向 分 量 为 连 
续 的 边界 条 件 . 

为 了 方便 求解 方程 (30.1) 和 (30.2), 引入 矢 势 A, 即 令 


B = rot 4， (30.3) 


结果 方程 (30.1) 恒 被 满足 . 等 式 (30.3) 还 不 足以 唯一 单 值 地 决定 矢 势 , 因为 可 
以 在 其 上 再 任意 添加 一 个 grad 形式 的 矢量 而 不 会 破坏 (30.3) 式 . 由 于 这 种 
非 单 值 性 , 可 以 对 4 加 一 个 附加 条 件 , 为 此 我 们 选择 


div4 = 0. (30.4) 


把 (30.3) 式 代 入 (30.2) 式 内 , 就 得 到 4 的 方程 . 在 B = HH 的 线性 关系 下 , 我 
们 有 
rot G rot 4) 二 Ty; (30.5) 


具有 这 一 形式 的 方程 对 任何 介质 都 适用 , 无 论 是 均匀 介质 还 是 非 均 匀 介 质 . 
在 均匀 介质 内 , 1= 常数 , 又 因为 rotrot A = graddivA4 一 人 人 A=- 人 人 A， 
此 方程 (30.5) 的 形式 变 为 
从 本 三 -py. (30.6) 





Q@ 量 crot M 有 时 称 为 分 子 电流 密度 . 但 是 , 这 一 名 称 并 不 完全 符合 于 导体 内 电荷 
运动 的 实际 物理 图 像 . 例如 在 金属 内 , 对 磁化 强度 有 贡献 的 不 但 有 在 原子 内 运动 的 电 
子 , 也 有 传导 电子 . 
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如 果 需 要 处 理 两 种 或 更 多 的 互相 接触 的 不 同 介质 , 每 一 介质 有 自己 的 磁 
导 率 jy, 则 在 每 一 种 均匀 介质 内 , 普遍 方程 (30. 5) 变 成 (30. 6) 的 形式 , 栓 它 们 
的 分 界面 上 , 必须 满足 矢量 (1/p) rot 4 的 切 向 分 量 为 连续 的 条 件 . 此 外 , 矢量 
A 本 身 的 切 向 分 量 也 必须 为 连续 的 , 因为 它们 的 跃 变 表明 磁感应 强度 B 在 边 
界 上 变 成 无 穷 大 . 

若 介 质 在 一 个 方向 上 (我 们 取 它 为 z 轴 方 向 ) 均匀 上 且 无 限 , 而 且 产 生 磁 场 
的 电流 也 处 处 指向 z 轴 方 向 , 而 电流 密度 j, = 了 只 是 x, y 的 函数 , 则 对 于 确 
定 这 种 介质 内 的 磁场 的 平面 问题 , 场 方程 可 大 为 简化 . 我 们 自然 可 以 假设 (将 
由 结果 证 实 ) 这 种 场 的 矢 势 也 指向 z 轴 : 4: = 4(z,y) (条 件 (30.4) 这 时 自动 满 
足 ), 而 磁场 相应 地 处 处 与 zy 平面 平行 . 用 k 表示 z 轴 上 的 单位 矢量 , 于 是 有 


rot A= rotAk =grad4 xk, 
rot GG rot 4) =70¢t (¥ x k) = —k div 二 
及 凡 HK 


因此 , 方程 (30. 5) 变 成 
V A = -jt, y), (30.7) 


即 我 们 实际 上 得 到 一 个 关于 标量 4(z,y) 的 方程 . 如 果 介 质 是 块 状 均匀 的 , 则 
(30. 7) 式 归 结 > 


di 


4 . 
AA=——Hi(z,Y) (30. 8) 


且 边 界 条 件 是 4 和 :起 在 分 界面 上 连续 @， 


如 果 电 流 分 布 对 z 轴 是 对 称 的 : jz = j(7) (7 是 至 z 轴 的 距离 ), 则 磁场 可 
以 非常 简单 地 求 出 . 显然 , 在 这 种 情况 下 , 磁力 线 为 > = 常数 的 一 族 圆 . 磁场 的 








绝对 值 直接 由 下 式 得 出 : 
pH a= fsa, (30. 9) 
这 个 方程 是 (30. 2) 式 的 积分 形式 . 因此 
H(7)= 2 (30. 10) 


cr 





@@ 我 们 注意 到 , 求 平面 静 人 磁场 问题 相当 于 求 电 介质 内 密度 为 pex 的 外 电荷 所 产生 
电场 的 平面 静电 学 问题 . 后 一 问题 要 求解 方程 
div(Egrad p) = —4npex 
(2 为 电势 ), 它 与 (30.7) 式 不 同 只 是 分 别 用 y, pex,1/e 代替 了 4,j/c,n.4A 和 wp 的 边界 条 件 
也 相同 . 但 是 按照 2 或 4 分 别 求 五 或 B 时 就 会 发 生 差别 . 矢量 E= — grad yp 和 B=rotA 
的 绝对 值 在 每 一 点 相同 ,但 方向 互相 垂直 . 
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式 中 J(r) 是 流 过 7 = 常数 的 圆 内 的 总 电流 . 
当 圆 电 流 分 布 为 轴 对 称 , 也 即 是 在 柱 面 坐标 7,w,z 内 电流 分 布 形 式 为 


jr = jz = 0, 了 三江 人 区 


时 , 矢量 方程 (30.5) 也 可 以 化 成 标量 方程 . 我 们 现在 来 寻求 形式 为 4 = 4。 = 
0, Ay = A(7,z) 的 矢 势 . 这 时 磁感应 强度 B = rot A 的 分 量 为 


04 1 9 
Br 1 Bz = 下 04)， Po = 0， 
而 方程 (30.2) 的 wp 分 量 给 出 
A + 1 | 记 nr "4)) 二 二 二 (30.11) 


在 介质 的 磁性 质 可 以 忽略 (也 即 是 可 以 处 处 令 人 = 1) 的 重要 情况 下 , 电 
流 的 磁场 方程 可 以 在 普遍 形式 下 解 出 . 这 时 全 空间 内 的 矢 势 方程 为 


4 
AA=-—; 
c 


且 在 不 同 介质 分 界面 上 (包括 有 电流 流 过 的 导体 分 界面 ) 没有 加 上 任何 附加 
条 件 . 这 个 方程 的 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 解 为 


_ 工 /2 
A= 2 /av (30.12) 
式 中 有 R 是 从 我 们 寻求 4 的 点 (观测 点 ) 至 体积 元 dV 的 距离 (参见 本 教程 第 二 


卷 843). 把 算 符 rot 作用 到 这 个 式 子 上 时 ， el 被 积 式 中 的 工 去 必须 对 观 
测 点 坐标 求 微 商 (7 与 观测 点 坐标 无 关 ), 于 


】 1 ， 
rot 入 一 grad 序 xj = 一遍 (Rx 中 


式 中 径 矢 羽 的 方向 从 dV 指向 观察 点 . 因此 





加 中 1 7xR 
六 三 六 忆 :/ de (30.13) 
如 果 电 流 流 过 的 导体 足够 细 ( 细 导 线 ), 且 我 们 感 兴 趣 的 只 是 导体 周围 的 
ay Ss er rs gar 
es 到 人 体 临 流 公 民 得 到 线 A ty 





jdV 一 Jdl, 
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式 中 是 流 过 导体 的 总 电流 . 例如, 从 公式 (30.12) 和 (30.13) 我 们 得 到 
J dl 下 dxR 
第 二 个 公式 表达 的 就 是 毕 奥 _ 萨 伐 尔 定律 . 
线 电流 磁场 的 这 种 简单 公式 甚至 与 凡 = 1 的 要 求 无 关 . 因为 我 们 已 忽略 

了 导体 的 厚度 , 因此 对 它 的 表面 不 必 加 上 任何 边界 条 件 , 而 导体 材料 的 磁性 质 
一 般 并 不 重要 (它们 其 至 可 以 是 铁 磁性 的 )、 因 此 , 对 于 导体 周围 介质 内 的 场 ， 
方程 (30.6) 式 的 解 为 

Wd pu /dxaR 

ce R: c R3 
这 个 解 当 介质 的 磁化 率 为 任何 值 时 都 适用 . 于 是 , 介质 的 存在 只 是 使 磁感应 强 
度 改 变 为 原来 的 / 倍 , 而 磁场 强度 百 = - 则 一 般 不 发 生变 化 . 


求 线 电流 磁场 的 问题 也 可 以 作为 势 论 问题 来 解决 ， 由 于 我 们 忽略 了 导 
体 的 体积 , 因此 实际 上 所 求 的 是 没有 电流 的 整个 空间 内 的 场 (除开 一 条 奇 导 
线 一 一 线 电 流 之 外 ). 而 当 电流 不 存在 时 , 静 磁 场 具 有 满足 均匀 介质 内 拉 普 拉 
斯 方程 的 标 势 . 但 是 , 磁场 势 和 电场 势 之 间 存 在 重大 差别 . 电场 势 永远 是 单 值 
函数 , 这 是 因为 在 整个 空间 内 (包括 电荷 所 在 处 ), rot = 0. 因而 绕 任何 封闭 
回路 一 周 的 电势 变化 ( 即 五 沿 这 回路 的 环 量 ) 等 于 零 . 但 磁场 绕 包 半 线 电流 的 


回路 一 周 的 环 量 并 不 为 零 , 而 等 于 2 所 以 绕 线 电流 一 周 后 , 磁场 势 即 改变 


这 样 一 个 量 , 也 即 是 说 , 磁场 势 是 多 值 函数 . 
如 果 电 流 系统 集中 在 空间 的 一 有 限 区 域内 (在 介质 和 导体 内 , 1 = 1), 则 
在 离 它 很 远 处 , 磁场 的 矢 势 的 形式 为 


(30.15) 





MxR 
入 = 一 Ps (30.16) 
其 中 
N= 并 广 x (30.17) 
为 该 系统 的 总 磁 矩 @. 
对 于 线 电流 , 这 个 表达 式 的 形式 变 为 
J 
MM 一 区 fr xdl 


Q@ 参阅 本 教程 第 二 卷 844. 那里 的 推导 以 明显 的 方式 使 用 了 电流 是 单个 带电 粒子 
运动 的 结果 这 一 概念 . 当然 这 种 推导 是 非常 普遍 的 , 但 利用 纯粹 的 宏观 方法 也 可 以 得 
到 (30.16) 式 ( 见 本 节 习 题 4). 
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而 且 可 以 把 它 变换 为 对 电流 回路 所 包围 表面 的 面积 分 . 乘积 df = 5r x dl 的 
绝对 值 等 于 由 矢量 + 和 dl 所 构成 的 三 角形 面积 元 的 面积 . 但 矢量 积 far 
与 究竟 沿 哪 一 个 (回路 所 包围 的 ) 表面 进行 积分 无 关 . 于 是 , 闭合 线 电流 的 磁 
矩 等 于 
AH=7 ar (30.18) 
c 


特别 是 , 对 于 平面 闭合 线 电流 , 磁 条 就 等 于 ,其 中 5 是 电流 所 包围 的 那 部 
分 平面 的 面积 . 

在 本 节 即 将 结束 时 我 们 研究 一 下 导体 内 的 能 流 问题 . 导体 内 (以 焦耳 热 
形式 ) 所 耗 散 的 能 量 是 由 电磁 场 的 能 量 吸 取 的 . 在 稳定 状态 下 , 表示 能 量 守恒 
定律 的 “连续 性 方程 ” 为 

_divS=j.E, (30.19) 
其 中 5 为 能 流 密度 . 在 导体 内 , 能 流 密度 的 表达 式 为 
oe: 
9= 3XH; (30.20) 


这 个 表达 式 在 形式 上 和 真空 中 场 的 坡 印 享 和 撩 量 表达 式 相同 . 通过 直接 验算 容 
易 确 认 这 点 : 利用 方程 rot B=0 和 (30.2) 式 计算 div 5S, 就 可 得 到 (30.19) 式 . 

如 果 考 虑 到 巨 , 和 Hi 的 连续 性 和 (30.20) 式 在 导体 外 的 真空 内 也 是 正确 
的 , 则 独立 于 上 面 的 推导 , 从 导体 表面 上 5 的 法 向 分 量 连续 这 个 显然 的 条 件 ， 
也 可 单 值 地 得 到 (30.20) 式 . 


习 题 © 
1. 试 求 闭合 线 电流 的 磁场 的 标 势 . 
解 : 把 回路 积分 变换 为 对 回路 所 围 成 面积 的 积分 , 我 们 得 到 
J /dl yh 1 yh 上 


(变换 时 必须 考虑 到 AU/ 有 =0), 与 已 = 一 graduy 比较 , 我 们 求 得 标 势 为 


机 1 J/df:R 
Ce 更 


从 几何 上 说 , 上 式 中 积分 代表 从 场 的 观察 点 处 看 到 的 闭合 回路 所 张 的 立体 角 
2. 上 面 正文 中 提 到 标 势 的 多 值 性 表现 为 , 当 观 察 点 沿 着 环绕 导线 的 闭合 线路 
移动 时 , 立体 角 由 达到 2r 后 改变 符号 , 变 成 一 27. 

@ 在 习题 1 一 4 内 假定 处 处 六 = 1. 
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2. 试 求 半径 为 a 的 圆 形 线 电流 的 磁场 . 
解 : 选择 柱 面 坐标 系 mp,z 的 原点 在 圆心 上 , 而 且 m 角 从 穿 过 z 轴 和 场 
的 观察 点 的 平面 算 起 . 于 是 失势 只 有 分 量 A = 4(r,z), 根据 (30.14) 式 我 们 写 
出 





A = Q cos pdw 
二 R eeJ(az+r2+z22 一 2arcosP)L2 


由 w= 二 TN 十 209 引进 新 变数 0, 于 是 可 以 把 以 上 表达 式 改 写 为 以 下 形式 
4J /a k2 
-和 -区 可 


2 4ar 


(a+7r)?2+z2) 
而 KK 和 万 是 第 一 类 和 第 二 类 完全 椭圆 积分 : 


K= 请 = 三 V1 一 K2sin n? 6d0. 
A 一 上 2 sin20 


其 中 





于 是 我 们 求 得 磁感应 强度 的 分 量 为 


B -0 PP_-_ 94e_7 2z 达 十 人 2 十 2 
pe a Oz crV(atr)?+z2 (a —7)?2+z2 
1 0 J 2 a2—r2—2z2 
Bee= A oo K+ bE|. 
7 Or es (a+7)? = | (Q 一 站 )2 十 22 


其 中 我 们 使 用 了 很 容易 验证 的 公式 : 
ok __E _K 08_E-K 
Ok kl-k) k’ Ok k 
在 坐标 轴 上 (7 = 0) 
2nxa2J 
这 两 个 公式 用 直接 的 初等 计算 也 可 以 得 到 . 
3. 试 确定 无 限 长 柱 形 导体 中 柱 形 小 孔 内 的 磁场 , 沿 导体 流 过 的 电流 均匀 
地 分 布 于 导体 截面 上 (图 18). 
解 : 如 果 柱 体 没 有 小 孔 , 则 柱 体 内 的 磁场 等 于 
2T7V 1 _ 27j7 


万 /= 一 一 H'= 
Be y c 


Bi Be 





( 柱 及 孔 的 尺度 以 及 坐标 轴 的 标记 符号 如 图 18 所 示 ). 


830 恒定 电流 的 磁场 , 145 ， 





了 


y y 











如 果 内 柱 体 上 流 过 的 电流 7 妃 密度 为 一 7， 则 它 在 同一 观察 点 处 所 产生 的 磁场 


为 
2T72/ 








2T7W/ 
H’ = -过 HE 一 一 


把 这 两 个 场合 加 起 来 , 就 得 到 小 孔 内 的 场 . 注意 到 Z 一 z = 二 O00' 二 hh,y = 二 VV, 我 


们 求 得 
xjh 2hJ 


c ( 妇 一 a2)c” 
也 即 是 所 求 磁场 是 沿 y 轴 方向 的 均匀 磁场 . 

4. 试 从 (30.12) 式 推导 距离 电流 很 远 处 场 的 失势 公式 (30.16). 

解 : 设 尽 = Ro 一 7, 其 中 Ro 和 7 是 从 电流 区 域内 某 处 的 坐标 原点 分 别 
至 观察 点 和 体积 元 dV 的 径 失 . 把 被 积 函 数 表达 式 展 开 成 了 的 畦 级 数 , 并 注意 
到 jarso 我 们 得 到 





Hs=0,，H,= 


Rx 
hw /reidv 
( 略 去 了 尽 的 下 角 标 0). 分 部 积分 恒等式 
[Em div7dV = 0, 


我 们 得 到 
fim + jzi)dV = 0. 


因此 , 可 以 把 A; 改写 成 
Rx . 
re i— Ti Vv, 
A 2cR3 fe 本 jr)d 


这 和 (30.16) 式 相同 . 
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5. 试 求 线 电 流 在 磁 各 向 异性 介质 内 所 产生 的 磁场 (A. C. 维 格林 ,1954)， 
解 : 在 导体 周围 的 各 向 异性 介质 内 , 我们 有 

OH 
Oz; 
其 中 Hik 为 介质 的 磁 导 率 张 量 . 我 们 不 通过 妃 =rot A 引进 矢 势 , 而 是 引入 另 
一 个 矢量 C, 它 由 等 式 


div B = jux =0; (1) 


OC 
Hi = eikl Mkm Do— 
A Or 2) 


(eikl 是 反对 称 单位 张 量 ) 定义 . 表达 式 (2) 也 恒 满 足 方程 (1). 对 这 样 求 得 的 矢 
量 O, 我 们 还 可 以 加 上 附加 条 件 


OO 
C0 
div Ba 0 (3) 


把 (2) 式 代 入 方程 rot H = 2, 我 们 得 到 


O_OC: _ nf 
DO Bokr ce 





(变换 时 利用 了 等 式 


eiklelmn = OimOkn 一 0in0km 


和 条 件 (3)). 这 样 求 得 的 C 的 方程 , 在 形式 上 和 各 向 异性 介质 内 电荷 所 产生 
的 电场 势 的 方程 相同 (813, 习题 2). 其 解 的 形式 为 
| jdV 
Vl RR 


(| 为 张 量 pi 的 行列 式 , RR 为 观察 点 和 dV 之 间 的 径 舌 ). 转换 到 线 电 流 情 况 ， 
我 们 最 后 得 到 





cv 网 yp a 
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我 们 将 会 看 到 , 磁场 内 磁体 的 热力 学 关系 式 的 最 后 形式 和 电场 内 介 电 体 
的 相应 热力 学 关系 式 非 常 相似 . 然而 它们 的 推导 却 和 在 810 中 进行 的 推导 有 
重大 差别 . 这 种 差别 归根 结 底 是 由 于 磁场 和 电场 不 同 , 磁场 对 在 其 内 部 运动 的 
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电荷 不 做 功 (因为 作用 在 电荷 上 的 力 与 其 速度 垂直 ). 因此 , 要 计算 加 上 磁场 后 
介质 的 能 量变 化 , 必须 研究 由 磁场 变化 所 感 生 的 电场 和 求 出 电场 对 电流 (磁场 


源 ) 所 做 的 功 . 
因此 , 必须 引入 确定 电场 和 交 变 磁场 关系 的 方程 . 这 个 方程 
10B 


是 对 微观 方程 (1.3) 求 平均 的 直接 结果 . 
在 时 间 5t 内 , 电场 五 对 电流 7 所 做 的 功 等 于 
8t | 31- Eav. 
将 这 个 量 反 号 就 是 维持 电流 流动 的 外 源 电动 势 对 场所 做 的 功 SR. 将 了 = 
rotH 代入 上 式 , 我 们 得 到 


8R=—8t /rear 
4 
= 8 二 /av x H)dV — 5 /HH .rot EdV. 
47 ， 4 


上 式 右 端的 第 一 个 积分 变换 成 对 无 穷 远 表面 的 积 I 在 第 二 个 积分 
内 , 代入 (31.1) 式 的 rot 并 引进 磁感应 变化 5B = 5 后 , 最 后 得 到 


SR= 去 / H.8Bdv (31.2) 


这 个 公式 的 形式 和 电场 发 生 无 穷 小 变化 时 所 做 功 的 表达 式 (10.2) 十 分 类 
似 . 但 是 应 该 注意 , 这 两 个 公式 在 物理 上 实际 并 不 完全 类 似 , 因为 和 五 不 同 ， 
五 并 不 是 真实 微观 磁场 强度 的 平均 秆 . 
得 到 了 (31.2) 式 以 后 , 就 可 以 类 似 810 中 写 出 电场 内 电介质 的 热力 学 关 
系 式 那样 , 写 出 磁场 内 磁体 的 全 部 热力 学 关系 式 ; 只 要 在 前 面 得 到 的 公式 中 分 
别 用 五 和 BB 代替 亡 和 就 已 是 够 . 为 了 以 后 引用 方便 , 我 们 在 这 里 写 下 其 
中 一 些 公式 . 对 于 总 自由 能 和 内 能 的 微分 , 我 们 有 


0 多 = -ZaT+ 去 /可 :asBdy 


(31.3) 
0 =T87 + | H.3Bav. 
4T 
相对 于 单位 体积 的 这 些 量 为 : 
d 忆 = 一 9d7 十 Cdo 十 azH -dB, 
(31.4) 


1 
dV =TdS+Cdp+ HdB. 
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除了 FF,U 之 外 , 我 们 也 需要 热力 学 势 
H:B 六 H:B 


六 = = 二 一 ， 人 (31.5) 








它们 的 微分 分 别 为 


= -5Sd7T +cdp 一 记 B- dH, 
(31.6) 
dD = TdS + Cdp— 二 B .dH. 


在 B=kH 的 线性 关系 下 , 可 以 将 所 有 这 些 量 的 最 后 形式 写 为 


B? B 
二 0 —, FF= Fi(, -一 一 . 
U o(S, p) 水 o( p) 十 gn 


8 
es es (31.7) 
VF = U0(S,p) — FT, F= F(T,p) — ST 


我 们 可 以 把 功 SR (或 者 温度 为 常量 时 的 6 多 ) 通过 电流 密度 和 磁场 矢 势 
表示 成 男 一 种 形式 . 为 此 , 假定 5B = rot 54, 并 写 出 


Ca 于 人 
下 下 
-过 / div(H x 8A)dV + 记 - / 8A. rot HdV. 
等 式 右 端 第 一 个 积分 再 次 为 零 , 而 第 二 个 积分 得 出 
1 
(zjr=- J j- 8AdV. (31.8) 
通过 类 似 变换 可 以 得 到 
一 - 1 
(8F)r = -i /4 .8jdV. (31.9) 


注意 到 以 下 这 点 颇 有 益处 , 即 在 宏观 电动 力学 的 数学 表述 形式 中 , 磁场 之 
源 电流 所 起 的 作用 类 似 于 电场 之 源 电势 (而 不 是 电荷 ) 所 起 的 作用 . 把 (31.8) 
式 和 (31.9) 式 与 电场 内 的 类 似 公式 : 


(8F)7 = EE | id (31.10) 


比较 对 照 , 就 可 明显 地 看 出 这 一 规则 ( 见 (10.13)，(10.14) ). 我 们 看 到 , 在 这 些 
公式 内 , 电荷 和 电势 的 排列 次 序 与 公式 (31.8) 、(31.9) 内 电流 和 电势 的 排列 次 
序 正好 相反 . 

Q@ 有 关 这 一 差别 的 意义 ,参见 833 的 第 二 个 脚注 . 


832 磁体 的 总 自由 能 . 149 . 


由 于 电场 和 磁场 的 热力 学 关系 式 (用 场 强 和 感应 强度 表示 ) 在 形式 上 完 
全 相同 , 因此 , 818 所 求 得 的 热力 学 不 等 式 也 可 以 照搬 到 磁场 上 . 特别 是 我 们 
已 看 到 , 由 它们 可 得 到 不 等 式 s > 0. 在 电场 情况 下 , 这 个 不 等 式 没有 什么 意 
义 , 因为 它 比 根据 其 他 理由 所 得 到 的 s > 1 这 一 条 件 要 弱 得 多 . 但 是 , 在 磁场 
情况 下 , 类 似 的 不 等 式 
4>0 


却 是 很 重要 的 , 因为 它 是 对 磁 导 率 可 能 值 所 加 上 的 唯一 限制 . 
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在 811 中 我 们 得 到 了 电场 内 介 电 体 的 总 自由 能 多 的 表达 式 . 这 个 量 的 热 
力学 性 质 之 一 , 是 当 产 生 电 场 的 场 源 (电荷 ) 不 变 时 , 该 量 的 变化 决定 了 电场 对 
物体 所 做 的 功 . 在 磁场 内 自由 能 多 起 着 类 似 的 作用 , 因为 在 磁场 的 源 (电流 ) 
给 定时 , 自由 能 的 变化 给 出 对 物体 所 做 的 功 . 

下 面 的 推导 过 程 和 811 中 的 推导 完全 类 似 . 我 们 定义 “总 ”自由 能 多 为 


多 = / (F 十 入 dV, (32.1) 


式 中 与 为 磁化 介质 不 存在 时 场 源 所 产生 的 磁场 . 括号 中 的 “+4” 号 (代替 (11.1) 
式 的 “， 号 ) 与 对 于 真空 内 的 磁场 鲍 的 值 为 


7 
本 av 
( 见 (31.7 ) 有 关 ，(32.1) 式 的 积分 对 整个 空间 进行 , 包括 带 有 产生 磁场 的 电流 
的 导体 的 体积 在 内 @. 
我 们 来 计算 磁场 发 生 无 穷 小 变化 时 倪 的 变化 (在 给 定 温度 下 且 不 破坏 介 
质 的 热力 学 平衡 ) 因为 8F = < .8H, 故我 们 有 


区 - (B38 -5 .68%)dV/4r 


ea fu oe fs (8H — 85)dV /dn — fa — H).8%dV/dn. 
(32.2) 





在 $11 内 ,我 们 曾 假定 (11.1) 的 积分 是 对 整个 空间 进行 的 , 其 中 不 包括 产生 场 的 
带电 导体 的 体积 . 在 那里 可 以 这 样 做 是 因为 在 带电 导体 内 不 存在 电场 ,但 在 有 电流 流 
过 的 导体 内 存在 磁场 ,因此 计算 总 自由 能 时 不 能 把 它 除 去 不 考虑 . 
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引进 场 与 的 矢 势 1, 在 上 式 右 端 第 一 项 内 , 我 们 写 出 
(H -$5):55 = (HD— 5).rot dU 
= divBU x (H —$)+dU-.rot(H — 5). 


但 是 按照 定义 , 场 态 和 5 是 由 同一 些 电 流 7 了 所 产生 的 , 这些 电 流 在 导体 体积 
内 的 分 布 与 其 所 产生 的 场 无 关 (参见 $30), 亦 即 与 周围 空间 内 是 否 存 在 磁体 无 
关 . 因此 , 瑟 和 己 满足 同样 的 方程 
rotH = 2 rot = yy 
全 
于 是 rot( 五 一 甸 ) = 0. 把 div[ 5&x (五 一 广 )] 的 积分 变换 为 对 无 穷 远 表面 的 积 
分 后 结果 为 零 . 
由 类 似 方式 可 以 证 明 ，(32.2) 式 右 端 第 二 项 也 等 于 零 , 因此 


8 到 =- -二 fs —H).85dV =— [™ . 65dV. (32.3) 


因此 , 我 们 得 到 了 与 电场 情况 下 8 表达 式 (11.3) 类 似 的 8 多 的 表达 式 . 特别 
是 在 均匀 外 磁场 内 , 我 们 得 到 与 (11.5) 式 类 似 的 d 多 的 表达 式 : 


dF = -FdT -MN dy, (32.4) 
式 中 .NY 为 物体 的 总 磁 矩 . 
在 这 里 我 们 不 再 重复 后 续 计算 , 而 是 根据 与 811 中 公式 的 类 比 写 出 以 下 
公式 . 在 B =H 的 线性 关系 下 , 我 们 有 
多 -FO(V,T) = - /3 -5 .MdV. (32.5) 
特别 是 在 均匀 外 场 内 ， 
PF- FoV,T) = -35M (32.6) 
在 互 和 互 为 任意 关系 的 普遍 情况 下 , 我 们 可 以 利用 下 面 公 式 计 算 多 : 
-M5)av 
=- / (人 -号 -一 一 一 -AI. 5) dV, (32.7) 


与 对 于 介 电 体 的 公式 (11.12) 类 似 . 
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811 内 曾 给 出 了 介 电 体 极 化 率 很 小 情况 的 简化 公式 . 由 于 上 面 提 到 大 多 
数 物体 的 磁化 率 都 很 小 , 因此 类 似 情 况 对 磁场 来 说 显得 特别 重要 . 这 时 我 们 有 


到 - 殉 = 一 f sav. (32. 8) 


对 磁场 而 言 , 也 可 得 到 与 814 类 似 的 结果 . 这 指 的 是 磁 导 率 / 发 生 无 穷 小 
变化 时 所 引起 的 磁体 热力 学 量 的 变化 : 这 时 假定 场 源 不 变 . 由 上 面 所 述 已 经 清 
楚 , 代替 多 (在 814 内 ) 的 变化 , 我 们 现在 必须 研究 多 的 变化 . 我 们 这 里 不 去 
重复 类 似 于 (14.1) 式 的 推导 过 程 , 它 所 导致 的 结果 为 





:> H? 
0 多 = 一 —dV. 
区 / S43 dV. (32.9) 


在 814 内 曾 根据 类 似 于 (32.5) 式 的 (11.7) 式 作 出 结论 : 物质 的 电极 化 率 为 
正 . 但 是 在 磁场 情况 下 却 不 能 作出 这 样 的 推论 , 且 磁 化 率 可 以 为 正 , 也 可 以 为 
负 . 这 一 重大 差别 的 原因 在 于 磁场 内 运动 电荷 系统 的 哈密 顿 量 不 但 (如 在 电场 
情况 一 样 ) 包含 场 的 线性 项 , 也 包含 场 的 平方 项 . 因此 , 按照 (14.2) 式 利 用 微 扰 
论 求 磁场 内 物体 的 自由 能 变化 时 , 不 但 二 次 近似 项 有 贡献 , 一 次 近似 项 也 有 贡 
献 . 这 时 对 变化 的 正 负 号 不 能 给 出 任何 一 般 性 的 结论 ; 在 顺 磁 体内 它 取 正 值 , 
而 在 抗 磁体 内 则 取 负 值 . 

在 814 内 曾 对 物体 在 电场 内 的 运动 方向 作出 结论 . 从 (32.9) 式 也 可 以 得 
出 类 似 结论 . 但 是 由 于 4 可 以 大 于 1, 也 可 以 小 于 1, 因 此 物体 在 磁场 内 的 运动 
方向 不 是 普 适 的 . 例如 在 准 均匀 场 内 , 顺 磁 体 (1 > 1) 向 磁场 强度 增加 方向 移 
动 , 而 抗 磁体 (jy < 1) 则 向 五 减 小 方向 移动 . 
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我 们 来 研究 有 电流 通过 的 导体 系统 . 假定 无 论 导 体 或 导体 所 在 的 介质 都 
不 是 铁 磁性 的 , 于 是 处 处 有 B = /五 . 根据 831, 导体 系统 的 总 自由 能 可 通过 
电流 所 产生 的 磁场 用 以 下 关系 式 表示 : 


1 
多 = /RBar (33.1) 


我 们 这 里 略 去 了 与 电流 无 关 的 常量 .80 ( 当 物 体温 度 给 定时 )，(33.1) 式 中 的 积 
分 对 整个 空间 进行 , 既 包含 导体 内 , 也 包含 导体 外 的 空间 . 
这 个 自由 能 也 可 以 通过 积 


1 . 
= 二 | 4-iav (33.2) 
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用 电流 来 表示 ( 斌 比较 从 (31.2) 式 到 (31.8) 式 的 转换 ). 上 式 的 积分 只 对 导体 
体积 进行 , 因为 在 导体 外 , 7 = 0. 

由 于 场 方程 是 线性 的 , 因此 可 以 把 磁场 写成 由 每 一 电流 各 自 产生 的 磁 
场 之 和 的 形式 ( 求 每 一 电流 各 自 产生 磁场 时 , 均 假定 其 余 导体 内 没有 电流 ) : 
万 = 2 万 。 于 是 , 总 自由 能 (33.1) 式 变 为 


多 = 》 Far t+) .Gob， (33.3) 
a a>b 
其 中 
1 1 
Foa = 一 a“ Dadr, ab en a 2: 
让/ BadV, Zp tx/ BodV (33.4) 


(在 Fo = Zoo 中 已 考虑 到 甩 。. Bs = L1H: Hs= Hs: Bo, 式 中 4 是 空间 各 给 
定点 的 磁 导 率 ). 量 Fs 可 以 称 为 第 a 个 导体 的 电流 的 本 征 自由 能 , 而 Fw 称 
为 导体 a 和 6b 的 相互 作用 能 . 但 是 必须 注意 , 只 有 略 去 了 导体 本 身 和 介质 的 磁 
性 质 后 , 这 些 名 称 才 是 名 副 其 实 的 . 在 相反 的 情况 下 , 每 一 个 电流 的 磁场 ( 因 
而 其 能 量 ) 也 与 其 余 导 体 的 位 置 和 磁 导 率 有 关 . 

与 (33.2) 式 相应 ，(33.4) 式 中 的 量 也 可 用 每 个 导体 内 的 电流 js 来 表示 : 

Ze =- je AodVs, 2/ hd =/ 4od (33.5) 

Fs 内 的 积分 只 对 第 a 个 导体 的 体积 进行 , 而 多 可 表示 为 两 个 式 子 中 任何 
一 个 的 形式 , 其 中 积分 分 别 对 导体 a 或 导体 5 的 体积 进行 

当 电流 密度 在 导体 体积 内 的 分 布 规律 给 定时 , Fs 值 只 与 流 过 导体 截面 
上 的 总 电流 强度 J 有关. 这 时 与 量 成 正比 的 不 只 有 电流 密度 j, 还 有 该 电 
流 所 产生 的 场 . 因此 , 整个 积分 Fss 与 有 2 成 正比 . 把 它 写 成 
1 
2 
式 中 Los 称 为 导体 的 自 感 系数 . 由 类 似 方式 , 两 电流 的 相互 作用 能 与 乘积 几 帮 
成 正比 : 


ER (33.6) 


1 
多 ob = BE Lob /a (33.7) 
量 Lo 称 为 导体 的 互感 系数 . 因此 , 电流 系统 的 总 自由 能 ; 
1 | 1 
多 = 2 3 2 To = > 2 Doo: (33.8) 


这 个 二 次 式 的 正定 性 条 件 对 其 中 的 系数 值 加 上 了 一 系列 限制 .特别 是 , 所 
有 的 Zoo > 0, 而 
LoaLbo > 2: 
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在 导体 为 任意 大 小 的 普遍 情况 下 , 电流 的 能 量 的 计算 要 求解 出 场 方程 的 
完全 解 , 这 是 一 个 很 复杂 的 任务 . 但 是 , 如 果 导 体 本 身 以 及 介质 的 磁 导 率 都 可 
以 假定 等 于 1, 那么 问题 可 得 到 简化 . 我 们 注意 到 , 这 时 电流 的 能 量 一 般 不 再 
依赖 于 物体 的 热力 学 状态 (特别 是 不 依赖 于 它 的 温度 ), 因此 在 上 面 得 到 的 全 
部 公式 中 , 自由 能 也 可 以 直接 称 为 能 量 . 

当 j=1 时 ,电流 7 所 产生 的 磁场 失势 由 公式 (30.12) 给 出 . 因此 , 我 们 得 


到 导体 的 本 征 能 ; a 
二 JJ] / 
Fa = s// EdVadV, (33.9) 


式 中 两 个 积分 都 是 对 给 定 导体 的 体积 进行 , 而 及 是 dV 和 dV' 之 间 的 距离 . 用 
类 似 方 式 , 得 到 两 导体 的 相互 作用 能 》 


1 Ja Jb 
Fp > 2 | a dVadV,, (33.10) 


式 中 dVs 和 dV 分 别 是 各 个 导体 的 体积 元 . 
两 个 线 电流 的 相互 作用 能 可 以 特别 简单 地 计算 出 来 ， 分别 用 Jadl。 和 
hdls 代 换 jadVs 和 jdW, 即 可 将 B3.10) 式 中 的 体 电流 化 为 线 电 流 , 我 们 发 现 


互感 系数 为 a 
r= $$ 


因此 在 这 种 近似 下 , La。 只 依赖 于 两 个 回路 的 形状 、 尺 度 和 相互 位 置 , 而 与 电 
流 沿 导线 截面 的 分 布 无 关 . 应 强调 指出 , 在 线 导体 情况 下 , 要 得 到 这 样 简单 的 
式 子 , 甚至 并 不 需要 假定 处 处 jy = 1. 在 我 们 略 去 导线 厚度 的 近似 下 , 导线 材 
料 的 磁性 质 一 般 并 不 影响 它们 所 产生 的 场 , 因此 也 不 影响 它们 的 相互 作用 能 . 
但 是 , 如 果 导 线 周围 介质 的 磁 导 率 风 不 为 1 则 按照 (30.15) 式 , 它 直 接 使 磁场 
的 失势 (同时 使 磁感应 ) 增加 为 原来 的 倍 . 因此 , 互感 应 系数 也 增加 为 同样 


的 倍数 , 于 是 
二 ea 


计算 线 导 体 的 自 感 系数 则 要 困难 得 多 . 这 个 问题 将 留待 下 一 节 研 究 . 
线 电流 系统 的 总 能 量 还 可 写成 男 一 种 形式 . 为 此 , 我 们 再 回 到 (33.2) 式 的 
积分 , 在 线 电 流 情况 下 , 其 形式 为 


1 
F=f A (33.12) 


式 中 4 为 在 第 a 个 导体 dls 点 处 的 总 磁场 矢 势 . 从 (33.2) 式 变换 到 (33.12) 式 
所 引起 的 主要 误差 , 在 于 略 去 了 沿 导线 横 截 面 的 磁场 (包括 电流 的 本 征 场 在 
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内 ) 的 变化 . (33.12) 式 中 的 每 一 回路 积分 均 可 以 变换 为 面积 分 


faas= frotAdfs= { Bat, 


亦 即 表示 为 通过 第 a 个 电流 回路 的 磁感应 通 量 (或 者 一 般 称 为 磁 通 量 ). 我 们 
用 多 表示 这 一 通 量 . 于 是 


1 
一 ”一 一 G.. 。 
本 > 大 (33.13) 


由 类 似 方式 , 可 用 磁 通 量 表示 外 磁场 内 线 电流 J 的 自由 能 多 , 也 即 是 不 
包括 场 源 本 征 能 的 能 量 , 显然 


1 
多 = 7 (33.14) 


其 中 8 是 通过 电流 7 回路 的 外 磁场 通 量 . 如果 外 场 是 均匀 的 (而 在 介质 内 ， 
4 二 1), 则 =5. /af. 根据 (30.18) 式 引 入 电流 的 磁 和 矩 , 我们 得 到 多 = .WY :5. 

知道 了 电流 系统 的 能 量 与 导线 尺度 、 形 状 和 相互 位 置 的 函数 关系 后 ,， 直 
接 求 能 量 对 相应 坐标 的 微 商 , 就 可 求 出 作用 在 导体 上 的 力 . 但 是 这 时 发 生 的 问 
题 是 , 取 微 商 时 应 当 假定 电流 的 何 种 特征 量 为 常量 . 最 方便 的 是 在 电流 为 常量 
时 进行 计算 . 但 是 在 这 种 情况 下 , 扮演 自由 能 角色 的 量 是 多 . 因此 , 作用 于 广 
义 坐 标 g“ 上 ”的 广义 力 五 为 


导数 的 下 角 标 表示 , 收 微 商 时 保持 电流 强度 和 导体 温度 不 变 . 因为 在 自由 能 内 
我 们 略 去 了 与 电流 无 关 的 常量 部 分 , 因此 , 多 和 多 只 相差 一 个 正 负 号 , 于 是 


_ /oF\Y /ozN\ 1 OLab 
F, = (各 ) = ( 徊 )- 志 于 zu 绽 (33.15) 


(此 处 和 以 下 , 为 了 简单 起 见 , 我 们 略 去 导数 的 下 角 标 7). 


特别 是 , 导体 的 本 征 磁 场 作用 在 导体 上 的 力 由 下 式 给 出 : 
1 ,0L 
Fh, = 367 0 (33.16) 


其 中 工 是 导体 的 自 感 . 从 下 面 的 考虑 可 预先 看 出 这 些 力 的 作用 特征 . 当 电流 强 
度 (和 温度 ) 保持 给 定 值 时 , 量 多 趋 于 极 小 值 . 在 现在 情况 下 , 多 = -LJ?/2e2， 
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这 表明 作用 在 导体 上 的 力 趋向 于 使 导体 的 自 感 系数 增 大 . 但 是 后 者 是 长 度量 
纲 的 量 , 故 与 导体 尺度 成 正比 . 由 此 可 见 , 在 磁场 作用 下 , 导体 体积 增加 . 
对 于 处 在 外 磁场 内 的 电流 , 我 们 得 到 @q 


F=-_F=_N:$. (33.17) 


在 上 面 得 到 的 全 部 能 量 公式 中 , 都 假定 了 磁感应 强度 和 磁场 强度 之 间 存 
在 线性 关系 . 在 二 者 的 关系 为 任意 形式 的 普遍 情况 下 , 也 可 以 建立 类 似 的 微分 
关系 式 . 按照 (31.8) 式 , 磁场 发 生 无 穷 小 变化 时 所 引起 的 自由 能 变化 (保持 温 


度 为 常量 ) 为 


C 


8 / a 


或 者 , 对 线 电 流 系统 为 
1 
5F = sD faa 
进一步 进行 如 同 从 (33.12) 式 变换 到 (33.13) 式 的 推导 , 我 们 得 到 包 


1 
5F =- 到 Jud 8,. (33.18) 


类 似 地 , 从 (31.9) 式 求 得 


> | 
50 2 Bad. (33.19) 


可 以 说 , 对 于 线 电 流 系统 而 言 , 是 对 于 磁 通 量 的 热力 学 势 , 而 多 是 对 
于 电流 强度 的 热力 学 势 , 而 且 这 两 种 势 的 相互 关系 为 


人 一- 1 
i .2 
分 = 多 一 - D7 (33.20) 


因此 不 论 物质 的 磁性 质 如 何 , 下 面 的 热力 学 关系 式 都 正确 : 


1 OF 1 OF 
5 ~ 06 a 0 
Q@ 这 里 (与 (32.6) 式 比较 ) 没有 因子 1/2, 因为 (33.17) 式 中 的 电流 磁 矩 是 一 个 不 变 
量 , 与 场 无 关 . 而 且 (32.6) 式 中 出 现 的 磁体 本 身 的 磁 矩 只 能 在 场 作 用 下 发 生 . 
@ 我 们 注意 到 磁场 情况 下 的 (33.18) 式 和 电场 情况 下 的 (10.13) 式 之 间 有 一 个 明显 
的 类 似 . 此 时 电荷 的 角色 在 磁场 情况 下 由 磁感应 强度 扮演 . 这 一 类 似 有 直观 的 物理 解 
释 . 就 像 电 场 可 以 不 耗费 来 自 外 部 的 能 量 而 由 绝缘 导体 的 电荷 保持 一 样 , 磁场 也 可 以 
不 输入 外 部 能 量 而 由 通过 线圈 的 磁 通 量 为 常量 的 超 导 线圈 维持 . 因此 很 自然 , 在 电场 
和 磁场 情况 下 自由 能 多 的 变化 分 别 由 电荷 和 磁感应 通 量 的 改变 确定 . 





(33.21) 








“156. 第 四 章 静 磁 场 





如 果 把 这 些 公式 应 用 于 磁场 和 磁感应 为 线性 关系 的 情况 , 则 当 多 由 (33.8) 
式 给 出 时 , 我 们 得 到 
二 oD Lo (33.22) 


因此 , 感应 系数 是 磁 通 量 和 产生 磁场 的 电流 强度 之 间 的 比例 系数 乘积 LapJo/c 
是 通过 电流 . 的 回路 的 由 电流 且 (0 关 a) 所 产生 的 磁 通 量 , 而 LaaJo/c 则 是 通 
过 同一 回路 的 由 电流 J。 所 产生 的 磁 通 量 . 


834 线 导 体 的 自 感 


在 计算 线 导 体 的 自 感 时 , 不 能 像 我 们 在 计算 两 个 导体 的 互感 时 那样 完全 
略 去 导线 的 厚度 . 倘若 这 样 做 了 以 后 , 我 们 从 (33.9) 式 得 到 的 自 感 为 


a 


其 中 的 两 个 积分 对 相同 回路 进行 ; 但 是 这 个 积分 当 RR 一 0 时 是 对 数 发 散 的 . 

导体 自 感 的 精确 值 取决 于 导体 内 的 电流 分 布 ;电流 的 激发 方式 不 同 , 电流 
的 分 布 也 不 同 , 也 即 是 它 随 电 动 势 加 到 导体 上 的 方式 而 变化 . 但 在 线 导 体 情 况 
下 , 在 相当 大 精确 程度 上 , 自 感 并 不 依赖 于 导体 截面 上 的 电流 分 布 规律 @ 

我 们 把 自 感 表 示 成 相 加 形式 : L = Ze+zZiz 此 处 的 居 e 和 瑚 是 分 别 由 导体 
内 和 导体 外 的 磁场 能 引起 的 . 对 于 线 导 体 , 自 感 的 主要 部 分 是 导体 外 部 分 L。. 
这 是 因为 闭合 线路 磁场 能 的 主要 部 分 是 在 离 导体 自身 很 远 (与 它 的 厚度 比较 ) 
的 场 内 . 实际 上 , 无 限 长 直 导 线 每 单位 长 度 上 的 能 量 由 积分 


2J\? aJ? fd 
倚 / .2mrar 一 能 (E) . 2rrdr = 二 0 
8 区 cr Tr 


(7 为 至 导线 轴 的 距离 , pe 是 外 部 介质 的 磁 导 率 ) 给 出 . 当 很 大 时 , 这 个 积分 
是 对 数 发 散 的 . 当然 , 对 于 闭合 回路 这 种 发 散 性 消失 , 因为 积分 在 ee 
同 数量 级 的 距离 上 被 “截断”. 将 上 面 的 积分 乘 上 导线 的 总 长 度 1, 并 取 1 值 为 
积分 上 限 (积分 下 限 等 于 导线 半径 a), 我 们 得 到 能 量 近 似 值 为 
2 1 
0 i: 





由 此 得 到 自 感 为 ; 
L=2helln-. (34.1) 





@ 更 精确 地 说 , 它 不 依赖 于 电流 密度 只 在 与 导线 厚度 相 比 的 距离 上 才 有 重大 变 
化 的 电流 分 布 . 但 是 , 如 果 电 流 分 布 使 得 电流 密度 在 小 于 a 的 距离 上 就 有 重大 变化 (如 
由 于 特殊 原因 在 趋 肤 效应 或 者 超导体 内 发 生 的 情况 ), 则 导线 的 自 感 也 发 生变 化 . 
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这 个 式 子 具 有 通常 所 说 的 对 数 精确 度 , 它 的 相对 误差 为 1/ln (i/a) 的 数量 级 ， 
而 假定 比值 /a 大 到 使 其 对 数 也 很 大 @， 

线圈 (螺旋 管 ) 是 线 导体 的 一 种 特例 , 它 是 用 导线 绕 成 螺旋 形 , 而 相 邻 两 
下 极其 接近 . 如 果 我 们 略 去 导线 的 粗 度 和 相 邻 两 臣 间 的 距离 , 我 们 就 直接 得 到 
一 个 柱 形 导电 面 , 其 中 有 “表面 * 传导 电流 流 过 . 在 这 种 情况 下 导体 内 的 方程 
a Ty, 可 干脆 代 之 以 边界 条 件 


4 
Nx (H;2 — Hi)= 9, (34.2) 


式 中 9 是 面 电流 密度 , Hl 和 Hs 是 螺旋 管 表面 两 侧 的 磁场 强度 , 而 法 线 n 指 
向 介质 2 内 部 (参照 (29.16) 式 的 推导 ). 

如 果 螺 旋 管 是 无 限 长 的 柱 体 , 则 确定 这 种 螺旋 管 所 产生 的 磁场 非常 简单 . 
表面 电流 是 环形 电流 , 而 电流 密度 为 g = nJ, 此 处 J 为 流 过 导线 的 电流 , 而 nn 
为 螺旋 管 单位 长 度 上 的 还 数 . 柱 体外 的 磁场 为 零 , 而 柱 体内 的 磁场 是 均匀 的 ， 
沿 着 柱 轴 方向 , 并 等 于 

应 三 2 


实际 上 , 在 导体 面 外 的 全 部 空间 内 , 这 个 磁场 明显 地 满足 方程 div 五 一 0 和 
rot 百 =0 以 及 表面 的 边界 条 件 (34.2) 式 . 
与 此 相应 , 单位 长 度 柱 体 上 的 磁场 能 为 
Well? 3 _ 2 n bhe 72 


8 ee C2 


(5 为 柱 体 半径 ; we 适用 于 充满 螺旋 管 的 介质 ). 略 去 螺旋 管 两 端的 场 的 畸变 ， 
也 可 以 把 这 个 公式 应 用 到 长 度 h 有限, 但 比 5 大 得 多 的 螺旋 管 上 . 于 是 我 们 得 
到 自 感 为 

L = 4nn2bhne = 2rpendl, (34.3) 
其 中 1 = 2xbnh 是 线圈 内 导线 的 总 长 度 . 与 未 缠绕 的 同样 长 导线 的 自 感 比较 ， 
螺旋 管 自 感 的 增 大 (比较 (34.3) 式 与 (34.1) 式 ) 是 距离 很 近 的 线 熙 之 间 存 在 互 
感 的 自然 结果 . 


习 题 王 


1. 试 求 具有 圆 截 面 的 闭合 细 导 线 的 自 感 . 

@ 前 面 正文 中 所 指出 的 自 感 不 依赖 于 电流 分 布 的 论断 ,实际 上 不 但 适用 于 近似 式 
(34.1), 也 适用 于 不 包含 大 对 数 项 的 后 续 近 似 (这 相当 于 在 对 数 的 宗 量 中 计 及 了 t/a 前 
面 的 系数 ) ; 参见 本 节 的 习题 . 

@ 习题 1 一 6 中 均 假定 介质 磁化 率 为 ne = 1. 
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解 : 可 以 认为 导线 内 的 磁场 和 无 限 长 直 柱 体内 的 磁场 一 样 ， 即 


_ 2 
ca? 
(7 是 至 导线 轴 的 距离 , a 是 导线 的 半径 )， 由 此 求 得 自 感 的 “体内 ”部 分 为 
20 jp 2 Ui 
= 靳 倚 / Hrav= 蕴 ， (1) 


式 中 1 为 闭合 导线 的 长 度 . 
为 了 计算 自 感 的 “体外 ”部 分 Le, 我 们 注意 到 细 导 线 外 的 场 与 导线 截面 
上 的 电流 分 布 无 关 . 特别 是 , 如 果 假 定 电流 只 在 导线 表面 流 过 , 则 外 磁场 的 能 
量 多。 不 变 . 但 这 时 在 导线 内 部 五 = 0, 因此 ,可 以 从 公式 (33.2) 算出 能 量 多。 
鉴于 我 们 所 假设 的 沿 表 面 分 布 电流 , 公式 (33.2) 内 的 积分 实际 上 变 成 沿 
导线 的 轴线 进行 的 线 积分 , 于 是 自 感 的 “体外 ”部 分 为 


2c2 J 
丈 交 4 
其 中 被 积 函 数 内 的 A 取 在 导线 表面 上 的 值 . 在 变换 到 这 个 公式 时 也 考虑 到 ， 
在 我 们 所 使 用 的 近似 下 , 沿 导 线 的 圆规 面 周 长 磁场 为 常量 . 
在 问题 已 归结 为 求 出 4|*-。 之 后 , 我 们 再 对 电流 分 布 作 另 一 个 假设 : 假设 
全 部 电流 都 在 导线 轴线 上 流 过 . 在 所 考虑 的 近似 下 ， 导线 表面 上 的 场 值 并 不 因 
这 一 假定 而 改变 (在 圆 截面 直 导 线 情况 下 , 它 也 完全 不 改变 ). 于 是 根据 (30.14) 


式 , 我 们 有 
a 
7 一 Q C Rh 7 一 Q 
其 中 民 是 从 导线 轴线 的 线 元 dl 至 其 表面 给 定点 的 距离 . 把 积分 分 为 两 部 分 ， 
分 别 相 应 于 民 >> 信 和 RR<A, 其 中 人 为 小 于 电流 回路 尺度 而 大 于 导线 半径 a 
的 菜 一 长 度 包 .在 R> 人 区 域 的 积分 中 , 可 以 略 去 a, 并 把 民 简 单 地 理解 为 电 
流 回路 上 两 点 间 的 距离 . 而 在 尺 <A 人 区 域 的 积分 可 以 认为 是 沿 回 路 某 一 点 处 
的 切线 方向 . 用 表示 这 一 方向 上 的 单位 矢量 , 我 们 写 出 
/ dl ~ dd 
R<A Ra _A Va2 十 12 
这 个 表达 式 可 以 重新 改写 成 形式 为 
um | 亚 
a A>R>a/2 R 


@ 类 似 方法 曾 在 82 习题 4 中 计算 细 圆 环 的 电容 时 用 过 . 


.dl, 





A 








= ee ~ 2t ln 2 
a a 
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的 积分 , 其 中 忆 仍 理解 为 电流 回路 上 两 点 间 的 距离 . 因此 , 与 玉 >A 区 域内 的 
积分 相 加 ， 就 得 到 表达 式 
=> | d 
r=a 5C Rya/2 已 ， 


其 中 已 理所当然 地 消去 了 任意 参数 人 \. 


因此 ， 最 后 我 们 有 
dl .dz 
Lye et 人 有 (2) 


R>a/2 
这 里 的 积分 遍及 回路 上 相互 间距 离 超过 a/2 的 所 有 点 对 . 
2. 试 确定 圆 截面 (半径 为 a) 导线 的 细 圆 环 (半径 为 0) 的 自 感 . 
解 : 习题 1 公式 (2) 中 的 被 积 函 数 只 与 圆 环 上 的 纺 尽 所 张 的 中 心 角 op 
有 关 , 而 且 民 =2bs in (yp/2 得 dl.dl'=dl.dl'cosy. 因此 我 们 有 


党 .27b :bd 
和 O40 (lta 2c ). 
po 2bsin 了 4 2 





积分 下 限 由 2bs in (po/2F a/2 定 出 , 由 此 得 po 守 a/2b. 将 此 值 代 入 上 式 并 与 
[一 zhhn 相 加 , 就 得 到 满足 所 需 精 确 度 的 了 = 4mb (In 时 一 2+ 符 ) 特别 是 
$1 时, D=4m8 (m3) 
a 4 
3. 导线 圆 环 (jwi = 1) 中 有 电流 流 过 ， 试 确定 在 此 电流 产生 的 磁场 作用 下 
圆 环 的 伸 长 . 

解 : 根据 (33.16) 式 ， 沿 导线 的 轴线 以 及 重 直 于 导线 的 轴线 作用 的 内 应 

力 ， 分 别 由 以 下 公式 给 出 : 
2 Ob .1207 
Na 7 20 0( 20 i 


代入 前 一 题 内 的 工 值 ， 我们 得 到 


由 此 求 得 圆 环 的 相对 伸 长 为 
Ab 
ob 

( 轧 为 杨 氏 模 量 ,0o 为 导线 材料 的 泊 松 系数 ,参阅 本 教程 第 七 卷 85). 


1 天 8b 3 
过 去 (ol 和 2001) 一 op (ns 二 4 十 ?no 
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4. 试 确定 由 具有 圆 截 面 (半径 分 别 为 a 和 6) 的 两 平行 直 导 线 ( 贴 =1) 组 
PA i a 
、 方 向 相反 的 电流 J 流 过 (图 19). 





图 19 


解 : 每 一 根 导 线 上 电流 产生 的 磁场 的 和 失势 方向 与 导线 轴 平 行 , 因此 两 个 
磁场 的 和 失势 可 以 简单 地 代数 相 加 . 具有 均匀 分 布 电流 十 J 的 导线 1 的 磁场 矢 
势 (用 柱 面 坐 标 表示 ) 为 


4=<(C-1-2m7)， 当 r>a 


式 中 C 是 任意 常数 ; 在 导线 边界 上 , 4s 是 连续 的 . 用 日 代替 a, 并 改变 J 的 符 
号 , 就 得 到 导线 2 所 产生 磁场 的 相似 公式 . 在 (33. 2) 式 中 , 对 导线 1 截面 面积 
进行 积分 , 得 到 


J2 72 To 
za / {( -时 )- (Cc-1-2m) ban = 
全 2 h2 十 72 — 2hri cos 
-za / 全 一 一 + 2 } napan = 
J? h 
20 (B+2m 站 


对 导线 2 的 截面 进行 积分 , 得 到 相同 的 表达 式 , 只 是 其 中 用 a 代 换 了 b 因此 . 
所 求 双 导线 单位 长 度 的 自 感 为 





2 
ee Ee La 
ab 
试 确定 环形 螺旋 管 的 自 感 . 
解 : 我 们 把 螺旋 管 看 作 环 形 的 导电 表面 , 表面 上 流 过 的 面 电流 密度 为 
NJ 


二 277 
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(NN 为 导线 的 总 历数 , ] 是 其 中 的 电流 , 所 取 坐 标 和 螺旋 管 尺 度 如 图 20 所 示 ). 
螺旋 管 外 的 磁场 为 五 。= 0， 


Zz g J 
人 
we 
图 20 
而 螺旋 管内 的 磁场 为 
2NJ 





Hir = Hiz =0, Hiv = 


(7,Z,p 为 柱 面 坐 标 ). 实际 上 , 这 个 解 满足 方程 div 百 = 0,rot 及 ==0 以 及 边界 
条 件 (34.2) 四 . 螺旋 管内 的 磁场 能 为 


NV2.J2 / zdr 
/ 菇 Ub C2 ¢ 7 
积分 对 圆 环 截面 的 周 界 进行 ,按照 z=asinbr = 二 0b 十 acos0 引入 0 角 后 , 积分 
很 容易 积 出 . 结果 得 到 自 感 为 
也 = 2xN2(b— Vb? — a2). 


6. 试 求 柱 形 螺旋 管 两 端 附近 场 的 畸变 所 引起 的 对 柱 形 螺旋 管 自 感 (34.3) 
式 的 1h 一 阶 修正 值 (je = 1)， 
解 : 螺旋 管 的 自 感 是 通过 对 其 表面 的 双重 积分 


a 


L = onb2n pf 三 一 ce cos wdwdzldzo 
We 


一 2 )2 + 402 sin? 一 


2 
3 8ab2n =[ 外 (h— 6) ) cos (h—¢)cosypdydce 
/C2 + 4b2 sin? 5 











(yp 为 通过 d 户 和 d 户 的 直径 平面 之 间 的 夹 角 , 而 且 C 二 2 一 2z1). 
@ 这 个 表达 式 对 任意 的 非 圆 形 截面 的 环形 螺旋 管 也 是 适用 的 . 
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对 dC 进行 积分 , 当 hh 污 0b 时, 我们 得 到 


Tn h O 
~ 8T02722 bsin 二 
L sn / [hin i hh++2 sn 下 con vat 
且 最 后 有 
L = 4T20272 ("- 训 )- 
37 


7. 如 果 将 平面 回路 放 在 磁 导 率 为 he 的 半 无 限 介 质 表 面 上 , 试 求 平面 电 
路 自 感 改 变 的 倍数 . 我 们 略 去 导线 自 感 的 体内 部 分 . 

解 : 从 对 称 性 考虑 容易 看 出 , 介质 不 存在 时 , 电流 的 磁场 对 回路 平面 是 对 
称 的 , 而 磁力 线 与 此 平面 重 直 相交 . 令 该 磁场 为 Ho 如果 在 真空 的 半空 间 内 


2 2 
我 们 令 瑟 = ee Ho, 而 在 介质 内 令 B= nH = Et 我 们 就 可 使 半 
e - 


无 限 介质 表面 上 的 磁场 方程 和 边界 条 件 得 到 满足 . 实际 上 , 因此 保证 了 Bn 和 
Hi 在 边界 面 上 的 连续 性 , 而 五 沿 任何 力 线 的 环 量 , 将 等 于 Ho 沿 相同 路 线 的 
环 量 . 由 此 容易 得 出 结论 ,在 引入 介质 后 , 场 的 总 能 量 , 因而 线路 的 自 感 都 乘 上 
倍数 








2/e 
He 十 工 





835 磁场 内 的 力 


为 求 出 磁场 内 物质 所 受 的 力 , 我们 几乎 不 需要 进行 新 的 计算 ,这 是 因为 它 

和 电场 情况 完全 相似 . 这 种 相似 性 首先 是 因为 磁场 内 热力 学 量 表达 式 和 电场 

内 的 表达 式 不 同 的 地 方 , 只 是 分 别 用 字母 万 , B 代替 了 字母 B, D 而 已 . 在 

815 内 计算 应 力 张 量 时 , 我 们 利用 了 电场 势 (是 从 方程 rot EE = 0 得 到 的 结果 ). 
但 磁场 满足 方程 

rotH = 人 (35.1) 


只 当 传 导电 流 不 存在 时 才 变 成 rot 五 = 0. 但 是 计算 应 力 张 量 时 , 一 般 总 是 假 
定 了 = 0. 因为 了 含有 磁场 的 导数 , 因此 , 计算 应 力 张 量 时 计 及 电流 表明 在 应 力 
张 量 oi 内 加 入 了 一 个 由 磁场 不 均匀 性 所 引起 的 极 小 的 修正 项 (参见 815 的 
第 二 个 脚注 ). 

这 样 一 来 , 815 和 $16 内 所 得 到 的 全 部 应 力 张 量 公 式 , 就 可 以 直接 移 用 到 
磁场 上 . 例如 , 在 具有 B =H 线性 关系 的 液体 介质 内 , 我 们 得 到 


H? On /RE 
一 已 ,7 0; 0; 。 到 之 
Oik ob(p, Tix [ p (a 和 (35.2) 
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由 此 可 以 根据 大 = cik/6xk 算出 体积 力 . 如 果 介 质 是 导电 的 旦 在 其 中 有 电流 
流 过 , 则 计算 和 815 的 不 同 之 处 , 在 于 用 方程 (35. 1) 代 替 了 方程 rot H = 0. 
对 (35. 2 趟 求 微 商 , 并 考虑 到 恒等式 div B = div(1H) = 0, 我 们 得 到 


1 On H? H 有 
= -VBA 有 + 二 V| 末 2p | 二 -Vu VvVH + 人 OO(H.V)H. 
f + 二 | 中) | ek 


然而 , 由 熟知 的 矢量 分 析 公 式 : 


(H -WH= era HxrotH= ;eradH? + TixH, 
故 最 后 有 
1 On H? / 
Co an 万 2 六 二 一 7 x 万 . 
f vm+ 志 sad (号 ) i (35. 3) 


与 类 似 的 公式 (15. 12) 比较 , 这 里 增加 了 -项 (最 后 一 项 ). 但 是 , 如 果 认 为 
这 一 项 的 出 现 表 明了 在 物理 上 可 以 从 了 内 将 传导 电流 产生 的 力 与 其 他 效应 
区 分 开 来 , 却 是 不 正确 的 . 问题 在 于 , 由 于 方程 (35. 1), 电流 7 不 可 能 与 场 的 不 
均匀 性 分 开 , 而 磁场 对 坐标 的 导数 也 包含 在 (35.3) 式 其 他 项 中 . 因此 , 当 物 质 
的 磁 导 率 显 著 地 不 同 于 1 时 ，(35.3 式 的 各 项 一 般 说 来 为 同一 数量 级 . 

但 是 如 果 与 通常 一 样 ,/ 接近 1 则 传导 电流 存在 时 ，(35. 3) 式 多 最 后 一 项 
对 力作 出 主要 贡献 , 而 其 余 各 项 与 它 比 较 都 不 过 是 很 小 的 修正 . 此 时 计算 磁场 
内 的 力 可 以 假定 y= 1, 我 们 立刻 有 


a 2 多 站 (35.4) 


(此 处 和 以 后 , 我 们 对 -VP 这 一 项 都 不 感 兴趣 , 故 将 其 略 去 ). 当 ==1 时 , 物 
质 的 性 质 一 般 者 不 反映 在 磁 现 象 中 , 因此 磁场 内 力 的 表达 式 (35. 4) 无 论 对 液 
态 导 体 或 固态 导体 都 同样 适用 . 磁场 中 作用 在 通 有 电流 的 导体 上 的 总 力 由 以 
下 积分 得 出 : 

六 IE 多 娄 (35.5) 


c. 

当然 , 直接 根据 熟知 的 洛 伦 兹 力 的 表达 式 , 也 可 以 非常 简单 地 得 到 (35. 4) 

式 . 磁场 内 静止 物体 所 受 的 宏观 力 , 不 外 乎 是 由 微观 磁场 h 作用 在 构成 物体 
的 带电 粒子 上 的 洛 伦 效力 的 平均 值 : 


一 
f=-pv xh. 
C 


但 当 j= 1 时 ,磁场 h 和 平均 磁场 及 相等 , 而 pv 的 平均 值 正好 和 传导 电流 密 
度 相等 . 
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当 导 体 运 动 时 ，(35.4) 式 的 力 对 导体 做 一 定 的 机 械 功 . 初 看 起 来 , 这 好 像 
和 洛 伦 兹 力 不 对 运动 电荷 做 功 的 事实 有 了 矛盾 . 实际 上 当然 不 存在 任何 矛盾 , 因 
为 在 运动 导体 内 , 洛 伦 兹 力 所 做 的 功 不 但 包含 机 械 功 , 也 包含 导体 运动 时 导体 
内 所 感应 的 电动 势 所 做 的 功 , 这 两 种 功 大 小 相等 , 而 正 负 号 相反 (参见 863 第 
二 个 脚注 ). 

在 (35.4) 式 内 , 五 是 外 电源 和 受到 (35.4) 式 力作 用 的 电流 本 身 共同 产生 
的 磁场 的 真实 值 . 但 是 从 (35.5) 式 计 算 总 力 时 , 我 们 可 以 把 五 仅 理 解 为 带 有 
电流 的 导体 所 在 的 外 磁场 角 . 该 导体 所 产生 的 本 征 场 , 由 于 动量 守恒 定律 , 对 
导体 所 受到 的 总 力 没 有 贡献 . 

对 线 导 体 而 言 , 力 的 计算 尤其 简单 . 其 物质 磁性 一 般 并 不 重要 ; 如 果 在 介 
质 内 人 /=1, 则 作用 在 线 导 体 上 的 总 力 由 线 积 4 


= 二 彤 ax5 (35.6) 


给 出 . 这 个 表达 式 也 可 以 表示 为 对 电流 回路 所 围 成 面积 的 面积 分 形式 . 按照 斯 
托 克 斯 定理 , 用 算 符 df x VV 代替 dl, 我 们 得 到 


furxs= /ayxv)x5 
其 次 , 我 们 写 出 
OC 
Sr 
但 是 div 与 = 0, 而 在 电流 之 外 的 空间 内 , rot 久 = 0, 因此 
六 二 2 /af 5 (35.7) 


特别 是 , 在 准 均匀 外 磁场 内 , 可 以 将 往 和 算 符 VY 一 起 从 积分 符号 内 提出 . 
按照 (30.18) 式 也 引进 电流 的 磁 矩 , 于 是 我 们 得 到 必然 的 结果 : 


F=(N:V)5. (35.8) 
因为 在 这 个 公式 内 .NY 是 常量 , 因此 也 可 以 把 下 写成 
F=V(H:5) (35.9) 


(和 电流 的 能 量 表达 式 (33.17) 一 致 ). 在 准 均 匀 场 内 , 电流 所 受到 的 力矩 . 容易 
确认 等 于 通常 的 表达 式 
K=Nx5. (35.10) 
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习 题 


设 电 流 为 J 的 直 导 线 平行 于 半径 为 a 的 无 限 长 圆柱 导体 ( 磁 导 率 为 中 
并 且 至 柱 体 轴 的 距离 为 1 试 确定 直 导 线 上 所 受 的 力 . 

解 : 由 于 830 第 二 个 脚注 所 指出 的 平面 静电 学 与 平面 静 磁 学 问题 间 的 对 
应 关系 ,改变 87 中 习题 3 的 解 内 的 标记 符号 , 就 可 求 出 电流 的 磁场 . 柱 体 周围 
空间 内 的 场 和 真空 内 的 电流 J 与 分 别 通过 A 点 和 0O' 点 ( 见 87, 图 12) 的 电流 
十 J' 和 一 J' 这 三 个 电流 所 产生 的 场 相 等 , 而 且 


/1 
4+1 
柱 体内 的 场 则 与 通过 O 点 的 电流 
光正 二 
p+l 
所 产生 的 场 相等 . 于 是 导体 单位 长 度 上 所 受 的 力 为 
_1.»_2IJ7 /1 1 \)_ 272a2(y—1) 
人 & (i ) -er 


由 类 似 方 式 , 可 以 求 得 ( 见 87 中 习题 入 通过 磁性 介质 内 柱 形 小 孔 的 线 导 
线 被 拉 向 最 接近 它 的 孔 表 面 的 力 为 
2J2b(p — 1) 
(a2 —b2)(p+1)e 





836 旋 磁 现象 


没有 磁 结 构 的 物体 的 均匀 转动 导致 物体 出 现 与 角速度 中 成 线性 关系 的 
磁化 ( 巴 尼 特 效应 ). 从 唯 象 观点 看 来 , 物体 的 磁 矩 . 和 矢量 2 可 能 存在 线性 
关系 , 因为 两 者 当时 间 反 演 时 改变 符号 . 由 于 两 者 都 是 轴 矢 量 , 故 这 种 关系 在 
各 向 同性 物体 内 也 是 可 能 的 (此 处 简化 为 KV 与 8 之 间 的 简单 比例 关系 ). 

除了 这 一 效应 外 , 也 应 存在 逆 效 应 : 自由 悬挂 的 物体 在 磁化 时 开始 转动 
( 爱 因 斯 坦 - 德 喻 斯 效应 ). 这 两 种 效应 之 间 存 在 简单 的 热力 学 关系 . 这 个 关系 
可 由 以 下 方式 得 到 . 

我 们 已 经 知道 (参见 本 教程 第 五 卷 826), 相对 于 角速度 的 热力 学 势 (在 物 
体温 度 与 体积 给 定时 ) 是 物体 在 与 其 一 起 转动 的 坐标 系 内 的 自由 能 多 '. 这 时 
物体 的 角 动 量 工 等 于 二 

OF 
02- 





L= (36.1) 
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旋 磁 现象 是 通过 在 自由 能 内 引进 附加 表达 式 来 描述 的 , 这 个 附加 表达 式 
就 是 自由 能 展开 为 物体 每 一 点 上 1 和 磁化 强度 .NY 的 震级 数 的 第 一 项 , 它 同 
时 包含 了 1 和 .NM. 这 一 项 对 8 和 .NH 是 线性 的 , 其 形式 为 


EYTO 


多 / 一 一 J rmav 一 — Nik (9A, (36.2) 


其 中 和 ix 为 常 张 量 , 一 般 情况 下 不 对 称 . 
按照 (36.1) 式 和 (36.2) 式 , 物体 由 于 磁化 而 得 到 的 角 动 量 与 其 总 磁 矩 的 
关系 为 
(Legyro)i = Nk Mr. 
通常 不 用 和 ix, 而 是 用 它 的 逆 张 量 


DE 
k= Nx ) 


其 中 , e 和 m 为 电子 的 电荷 和 质量 . 无 量 纲 量 gix 称 为 旋 磁 系数 . 于 是 
Mi 3 ik (Leyro)k (36.3) 


男 一 方面 , 表达 式 (36.2) 表明 , 就 对 磁性 质 的 影响 而 言 , 物体 的 转动 等 价 
于 磁场 强度 为 5; = 和 rif 或 者 


$; = ee Ok (36.4) 


的 磁场 , 因此 , 原则 上 我 们 有 可 能 计算 转动 产生 的 磁化 . 例如 , 如 果 物 体 的 磁 
化 率 Xix 很 小 , 则 物体 获得 的 磁 矩 与 其 形状 无 关 , 等 于 


2mc 
Mi = XikDk = Xi (2;. 


公式 (36.3) 和 (36.4) 分 别 表 示爱 因 斯 坦 - 德 哈 斯 效应 和 巴 尼 特效 应 . 我 们 看 到 
两 种 效应 到 决 于 同一 张 量 gi 
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晶体 的 电学 性 质 和 磁 学 性 质 之 间 存 在 着 深刻 的 差别 , 这 种 差别 与 电荷 和 
电流 在 时 间 反 演 时 的 行为 有 关 . 

众所周知 , 鉴于 运动 方程 相对 于 时 间 反 演 的 不 变性 , 如 果 对 于 物体 的 某 一 
热力 学 平衡 态 在 形式 上 将 t 换 为 -t, 则 所 导致 的 状态 应 当 仍 然 是 可 能 的 平衡 
态 之 一 . 与 此 相关 就 产生 了 两 种 可 能 性 : 在 t 换 为 -t 后 出 现 的 状态 ,或 者 与 原 
始 状态 相同 , 或 者 与 原始 状态 不 同 . 

本 节 中 我 们 将 晶体 中 每 一 点 的 真正 的 (微观 ) 电荷 密度 和 电流 强度 分 别 
用 p(z,y,z) 和 j(z,y,z) 表示 , 它们 仅 对 时 间 做 了 平均 , 而 没有 像 在 宏观 理论 中 
那样 对 “物理 无 限 小 ”的 体积 做 平均 . 这 是 确定 晶体 电学 结构 和 磁 学 结构 的 两 
个 函数 . 

将 t 换 为 -t 改变 j 的 符号 . 如 果 经 这 一 变换 后 物体 状态 不 变 , 这 意味 着 
了 = 一 j, 亦 即 j = 0., 因此, 具有 严格 等 于 零 的 J(z,yz) 函数 的 物体 可 以 存在 
是 有 理由 的 . 除了 电流 密度 严格 等 于 零 之 外 , 这 些 物体 每 一 点 上 的 磁场 和 磁 矩 
的 (时 间 ) 平均 值 也 严格 为 零 (当然 , 我 们 这 里 处 处 都 是 针对 没有 外 磁场 存在 
的 物体 状态 而 言 ). 对 于 这 样 的 物体 , 可 以 说 , 它们 不 具有 任何 磁性 结构 . 事实 
上 , 绝 大 多 数 物体 是 归属 于 这 一 类 的 . 

然而 , 在 上 一 一 的 变换 下 , 电荷 密度 p 一 般 并 不 发 生变 化 . 因此 , 没有 任 
何 理由 令 这 个 函数 可 以 恒 等 于 零 . 换 句 话说 , 不 存在 不 具有 “电学 结构 ”的 晶 
体 . 这 正 是 我 们 在 本 节 开 头 提 到 的 关于 晶体 电学 性 质 和 磁 学 性 质 本 质 性 的 区 
别 . 
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现在 我 们 转 到 对 另外 一 类 晶体 的 研究 , 对 于 这 类 晶体 , 当 t 变 为 -t 时 , 其 
状态 改变 , 因而 j 关 0. 我们 将 把 这 类 物体 称 作 具有 磁性 结构 的 物体 . 首先 我 们 
要 指出 , 尽管 了 不 等 于 零 , 但 在 物体 的 平衡 态 中 不 能 有 任何 总 电流 , 也 就 是 说 
对 晶 格 单 胞 体积 所 取 的 积分 fiav 必须 始终 为 零 © 否则 这 个 电流 将 产生 安 


观 磁场 且 唱 体 (在 单位 体积 内 ) 将 具有 随 物体 尺度 增 大 迅速 增加 的 磁 能 . 由 于 
这 种 状态 在 能 量 上 不 利 , 显然 它 不 可 能 对 应 于 热力 学 平衡 态 . 

与 此 同时 , 电流 了 可 以 产生 异 于 零 的 宏观 磁 矩 , 亦 即 对 品格 原 胞 体积 所 取 
的 积分 / x jdV 可 以 不 为 零 . 与 此 相对 应 , j 头 0 的 物体 可 分 为 两 类 : 宏观 磁 


和 矩 不 等 于 零 的 物体 以 及 宏观 磁 矩 等 于 零 的 物体 . 第 一 类 物体 称 为 铁 磁体 , 第 二 
类 则 称 为 反 铁 磁体 . 

这 样 就 产生 了 电流 j(z,y, z) 的 分 布 对 称 性 的 可 能 存在 类 型 ( 群 ) 问题 . 首 
先 , 这 个 对 称 性 由 通常 的 对 称 元 素 一 一 转动 、 反 射 与 平移 所 构成 , 与 此 相应 ， 
在 了 的 所 有 可 能 的 对 称 群 中 包括 230 个 通常 的 晶体 空间 群 . 然而 这 还 远 末 穷 
尽 所 寻求 的 群 的 清单 . 我 们 已 经 讲 过 , 将 + 换 为 -t 时 矢量 了 变 号 . 与 此 相 联 
系 出 现 了 新 的 对 称 元 素 , 亦 即 相对 于 将 所 有 电流 方向 反 转 的 变换 的 对 称 性 ; 我 
们 暂且 将 这 种 变换 用 R 表示 . 如 果 电 流 分 布 具有 对 称 元 素 R 本 身 , 则 意味 着 
j= - 纪 亦 即 7==0, 即 物体 一 般 不 具有 磁性 结构 . 然而 , 异 于 零 的 函数 j(z, yz) 
可 能 具有 相对 于 RR 变换 和 各 种 其 他 对 称 元 素 (转动 、 反 射 和 平移 ) 的 不 同 组 
合 的 对 称 性 . 因此 , 确定 电流 分 布 可 能 对 称 类 型 ( 磁 空 间 群 ) 的 问题 就 归结 为 : 
构建 既 由 通常 的 空间 群 变换 组 成 , 也 由 通常 类 型 的 变换 和 R 变换 的 组 合 组 成 
的 所 有 可 能 的 群 . 

假如 电流 分 布 的 对 称 性 已 经 给 定 , 则 在 该 晶体 中 的 粒子 分 布 的 晶体 学 对 
称 性 , 亦 即 函数 p(zx,y,z) 的 对 称 性 , 因此 也 就 确定 了 . 如 果 形 式 地 认为 变换 
为 恒 等 变换 (正如 将 它 运用 于 po 那样 ), 则 粒子 分 布 的 晶体 学 对 称 性 由 从 了 的 
对 称 群 得 到 的 空间 群 确定 . 

但 是 , 如 果 我 们 仅 对 物体 的 宏观 性 质感 兴趣 , 则 没有 必要 知道 (x, y, z) 也 
数 的 全 部 对 称 群 . 这 些 性 质 只 依赖 于 晶体 中 的 方向 , 而 与 晶 格 的 平移 对 称 性 无 
关 . 从 纯粹 的 晶体 结构 观点 看 来 , 晶体 的 “方向 对 称 性 ” 仅 由 众所周知 的 32 个 
品类 给 出 . 这 是 仅 由 纯粹 的 转动 或 反射 组 成 的 对 称 群 ; 它们 在 假定 所 有 平移 均 
为 全 同 变 换 , 而 将 螺旋 轴 与 滑 移 面 看 作 简 单 对 称 轴 与 对 称 面 的 条 件 下 由 空间 
群 得 到 . 从 磁 学 性 质 的 观点 看 , 宏观 对 称 性 应 当 按照 由 转动 反射 以 及 它们 与 
尽 元 素 组 合 所 构成 的 群 来 分 类 . 这 些 群 可 称 作 磁 晶 类 . 它们 与 磁 空 间 群 的 关 

@ 必须 强调 , 这 里 指 的 是 考虑 了 晶体 磁性 结构 的 真正 的 单 胞 , 这 一 “磁性 单 胞 * 可 
以 不 同 于 只 考虑 晶 格 中 电荷 分 布 对 称 性 的 纯 晶体 单 胞 (参见 下 文 的 838). 
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系 , 就 如 同 普通 的 晶 类 与 普通 空间 群 的 关系 一 样 . 磁 晶 类 中 首先 包含 32 个 加 
入 了 玉 变 换 的 通常 的 晶 类 , 以 及 不 包含 R 元 素 的 32 个 普通 晶 类 . 特别 是 , 前 
32 个 蝇 类 乃 是 所 有 不 具有 磁 结 构 的 物体 的 宏观 对 称 群 . 但 是 具有 磁 结 构 的 物 
体 也 可 以 拥有 这 些 对 称 类 . 如 果 物 体 的 磁 空 间 对 称 群 不 是 单独 地 包含 RR 元 素 
而 是 包含 R 与 平移 的 组 合 , 就 出 现 这 种 情况 . 

除 此 之 外 , 还 有 58 个 磁 晶 类 , 其 中 RR 元 素 是 以 与 转动 或 反射 的 组 合 被 包 
含 在 内 的 . 这 些 晶 类 中 的 每 一 个 , 如 果 将 其 中 的 R 元 素 换 作 恒 等 变换 , 就 会 变 
成 普通 品类 之 一 . 

应 当 指出 , 磁 结 构 ( 铁 磁 体 或 反 铁 磁体 ) 的 出 现 总 是 与 相对 微弱 的 相互 作 
用 有 关 . 因此 , 磁性 物体 的 晶体 结构 与 非 磁性 相 的 结构 比较 , 仅 有 很 小 的 畸 
变 , 磁性 相通 常 是 温度 降低 时 由 非 磁性 相 转 变 而 成 . 在 这 方面 , 特别 是 铁 磁体 
与 通常 的 热 释 电 体 有 区 别 , 而 与 铁 电 体 相似 . 

物体 所 有 宏观 磁 学 性 质 的 特征 均 由 其 所 属 的 磁 唱 体 类 所 确定 . 这 些 性 质 
中 最 重要 的 是 宏观 磁 矩 的 存在 与 否 , 亦 即 是 否 存在 (无 外 场 存在 时 的 ) 自发 磁 
化 强度 . 磁 矩 M 是 矢量 , 它 在 转动 和 反射 变换 下 表现 得 如 同 轴 矢 量 (两 个 极 
矢量 的 矢量 积 ), 而 在 RR 变换 的 作用 下 变 号 . 如 果 在 晶体 中 有 一 个 方向 , 使 得 处 
于 这 一 方向 的 具有 以 上 性 质 的 M 在 给 定 磁 唱 类 的 所 有 变换 下 保持 不 变 , 则 
这 一 晶体 即 具 有 自发 磁化 强度 . 

我 们 再 次 强调 磁 学 性 质 与 电学 性 质 的 区 别 , 不 过 这 次 讲 的 是 宏观 性 质 . 电 
学 性 质 的 特征 完全 由 通常 的 晶 类 所 确定 . 特别 是 , 为 使 一 个 物体 具有 热 释 电 
性 , 仅 需 其 唱 类 允许 极 矢 量 P ( 电 和 矩 ) 的 存在 即 已 足够 . 但 是 , 如 果 仅 根据 M 
在 对 应 于 p(z,yz) 图 数 对 称 性 的 纯 结构 晶体 类 的 变换 下 的 轴 矢 量 行为 , 就 断 
定 宏观 磁 矩 的 存在 与 否 , 那 就 大 错 特 错 了 (我 们 将 会 在 下 一 节 构 建 磁 晶 类 后 ， 
再 回 到 这 一 讨论 ). 

代替 j(z,y,z) 函数 的 对 称 性 ,我 们 可 以 使 用 微观 磁 矩 密度 分 布 M(z,yz) 
=7 xjJ(z,yz) 的 对 称 性 . 同样 地 , 这 个 对 称 性 也 可 看 作 是 品格 中 原子 (离子 ) 
磁 矩 六 的 (时 间 ) 平均 值 的 位 置 与 方向 的 对 称 性 . 在 没有 磁 对 称 的 物体 中 这 个 
平均 值 等 于 零 . 在 铁 磁 体 中 每 一 单 胞 内 原子 磁 矩 之 和 不 为 零 , 而 在 反 铁 磁体 中 

唱 格 中 具有 同样 磁 矩 jv 的 原子 的 总 体 , 常 称 作 磁 性 亚 晶 格 . 显然 , 在 反 铁 
磁体 中 至 少 包 含有 两 种 /相互 反 平 行 且 其 值 相 等 的 亚 唱 格 .所 有 亚 晶 格 磁 和 矩 
的 方向 都 平行 或 反 平 行 的 反 铁 磁体 称 作 共 线 反 铁 磁体 ; 相反 情况 下 的 反 铁 磁 

@ 原子 磁 矩 之 间 的 交换 作用 通常 导致 价 键 的 饱和 以 及 非 磁性 结构 的 形成 . 只 有 位 


于 门 捷 列 夫 周 期 表 过 滤 族 元 素 原子 深部 的 d 电子 或 5 电子 的 相对 微弱 的 交换 相互 作 
用 , 才 会 导致 磁 结 构 的 出 现 . 
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体 称 作 非 共 线 反 铁 磁体 . 

铁 磁 体 也 可 以 含有 若干 个 亚 晶 格 .在 狭义 上 , 我 们 将 所 有 平均 原子 磁 矩 都 
平行 的 物体 理解 为 铁 磁体 . 如 果 晶 体 中 含有 两 种 或 更 多 的 磁 矩 方向 不 同 的 亚 
晶 格 , 则 称 其 为 亚 铁 磁 体 . 与 反 铁 磁体 不 同 , 这 些 物体 中 亚 唱 格 磁 和 矩 的 矢量 和 
AM 不 等 于 零 . 铁 磁体 可 以 是 共 线 的 (假如 其 中 亚 唱 格 的 磁 矩 平行 或 反 平 行 )， 
也 可 以 是 非 共 线 的 . 

到 此 为 止 , 我 们 仅 讨 论 了 固态 晶体 的 磁 对 称 性 , 至 于 涉及 液态 物体 , 当然 
有 可 能 存在 均匀 的 铁 磁 液体 . 我 们 也 注意 到 没有 平均 磁 矩 、 但 具有 其 组 成 粒 
子 自 旋 的 各 向 异性 关联 函数 的 液体 存在 的 可 能 性 . 这 种 液体 是 在 本 教程 第 五 
卷 8140 讨论 的 丝 状 相 液晶 的 自 旋 相 似 物 (A. 更 . 安 德 烈 耶 夫 , 1984). 


8$38 磁 晶 类 与 磁 空 间 群 


现在 我 们 来 阐明 磁 对 称 群 实际 上 是 如 何 构建 的 , 先 从 磁 晶 类 开始 . 

前 一 节 已 经 讲 过 , 磁 晶 类 可 以 分 为 三 种 类 型 . 类 型 I 包 括 32 种 完全 不 含 
尺 元素 的 通常 的 晶 类 . 类 型 工 包 括 同样 的 32 个 通常 晶 类 , 但 包含 了 RR 元素 . 
这 种 类 型 的 晶 类 中 的 每 一 个 包含 了 通常 晶 类 (点 群 G) 的 所 有 元 素 , 以 及 所 有 
这 些 元 素 与 R 的 乘积 . 用 符号 M 表示 磁 晶 类 , 则 可 将 其 写 为 


M-G+RG (38.1) 


(变换 RR 当然 与 所 有 的 空间 旋转 和 反射 对 易 , 因此 RG = GR, 其 中 G 为 群 G 
中 的 任 一 元 素 ). 

这 两 个 类 型 的 磁 晶 类 , 在 已 知 意义 上 讲 , 是 相当 平庸 的 . 非 平庸 的 类 型 焉 
包括 了 58 个 磁 晶 类 , 在 这 些 磁 晶 类 中 RR 仪 以 其 与 转动 或 反射 的 组 合 进 入 如 
果 将 R 换 作 恒 等 变 换 , 其 中 的 每 一 个 磁 晶 类 都 会 转变 为 普通 唱 类 G 中 的 一 
个 . 这 一 类 型 的 所 有 磁 晶 类 的 构造 均 以 下 述 方式 进行 . 

用 符号 互 表示 群 G 中 (在 构造 磁 晶 类 时 ) 没有 与 R 相 乘 的 那些 元 素 的 
总 体 . 根据 定义 , 它 应 当 包 含 单位 元 素 EB (否则 M 就 会 包含 RR 自身 , 亦 即 属于 
类 型 了 I), 而 且 其 中 任何 一 对 元 素 的 乘积 均 给 出 属于 这 个 集合 的 元 素 . 换 句 话 
说 , 及 是 群 G 的 子 群 . 群 G 中 所 有 剩 下 来 的 元 素 均 与 R 相 乘 进 入 M, 由 于 
R2 = 五, 故 所 有 和 群 M 元 素 对 的 乘积 均 为 群 互 的 元 素 . 由 此 可 知 . 群 五 是 群 
G 的 (同样 也 是 群 M 的 ) 指数 为 2 的 子 群 @. 换言之 , 类 型 五 磁 晶 类 MM 的 结 

QO 这 意味 着 , 群 厅 包含 的 元 素 比 群 G 少 一 半 . 对 此 一 结论 的 证 实 可 从 一 个 相当 显 
然 的 普遍 定理 的 推论 中 得 到 : 当 且 仅 当 群 G 中 任 两 个 不 属于 子 群 H 的 元 素 之 积 为 五 
的 元 素 时 , G 群 的 子 群 厅 的 指数 为 2. 
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构 可 表示 为 
M= H+RGH, ( 38.2) 

其 中 Gi 为 不 进入 五 的 群 G 的 任 一 元 素 . 显然 , 群 M 和 和 群 G= 互 +GI 瑟 是 
同 构 的 . 

如 此 一 来 , 构造 所 有 磁 唱 类 的 问题 就 归结 为 寻找 所 有 唱 类 的 指数 2 子 群 
的 问题 . 同样 地 , 后 一 个 问题 很 容易 借助 点 群 的 不 可 约 表示 特征 标 表 来 解决 . 
群 的 每 一 个 非 单位 一 维 表示 包含 相同 数目 的 特征 标 +1 和 一 1, 特征 标 为 +1 
的 元 素 构 成 指数 2 的 子 群 . 在 转换 为 磁 唱 类 时 , 这 些 元 素 不 变 , 而 其 余 的 所 有 
元 素 均 乘 以 R. 

我 们 以 点 群 Cav 为 例 来 演示 这 一 过 程 . 它 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 表 ( 见 
本 教程 第 三 卷 895) 为 : 

















其 非 单位 一 维 表示 为 : 42, Bl, B2. 在 表示 A2 中 具有 特征 标 +l 的 元 素 构成 子 
群 C4. 相应 的 磁 品 类 由 元 素 
Eb, C2, 202; 2Ro,, 2Ro’ 


构成 , 我 们 用 符号 Cav( Ca) 表示 它 . 在 表示 Bi 和 Bo 中 , 特征 标 为 +1 的 元 素 
构成 仅 在 平面 o, 相对 于 固定 坐标 系 的 位 置 上 有 区 别 的 子 群 Cu. 这 些 子 群 在 
晶体 学 上 没有 区 别 , 它们 对 应 于 同一 磁 唱 类 Cav( C2。), 其 构成 元 素 为 : 


卫 ， C2, 2ROa, 20,, 2Ro’,. 


对 32 个 晶 类 逐一 做 过 同样 的 处 理 后 , 我 们 即 可 得 到 列 于 表 1 的 类 型 亚 
的 58 个 磁 晶 类 . 每 一 个 磁 品 类 G( 瑟 ) 均 由 初始 点 群 G 及 其 子 群 五 ( 列 于 具 
体 群 G 符号 后 括号 中 的 一 个 ) 确定 . 唱 类 C1, C3, 工 没有 指数 2 的 子 群 , 因此 
没有 以 它们 为 基础 构成 的 磁 晶 类 . 我 们 也 注意 到 , Cs 转动 任何 时 候 都 不 以 与 
RR 相 乘 的 方式 进入 ( 非 平庸 ) 磁 晶 类 , 这 是 因为 三 次 重复 RC3 操作 后 将 得 到 忆 
变换 , 而 这 一 类 型 的 磁 晶 类 中 并 不 存在 这 个 元 素 . 
QO 在 抽象 对 称 性 理论 中 将 磁 对 称 称 作 反对 称 . 反对 称 的 概念 是 由 H. 黑 施 (1929) 
和 A. B. 舒 布 尼 科 夫 (1945) 独立 引进 的 . 反对 称 类 是 A, B. 舒 布 尼 科 夫 (1951) 通过 求 表 
面 染 成 两 种 颜色 的 几何 体 (多 面体 ) 的 对 称 群 首先 得 到 的 , 在 这 样 做 时 RR 元 素 对 应 于 改 
变 表 面 颜 色 的 操作 . 作为 磁 对 称 群 , 这些 磁 晶 类 是 B. A. 塔 弗 格 尔 和 B. M. 扎 依 采 夫 求 
得 的 (1956). 我 们 这 里 叙述 的 推导 方法 是 B. AI. 因 登 鲍 姆 提出 的 (1959). 
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表 1 磁 晶 类 
Ci(C1) Cav (C3) 
Cs(C1) Ds(Cs) 
C2(C1) D3a( Ds, Se, Cau) 
C2h (Ci, C2, Ce) C3n(C3) 
C2v (Cs, C2) Ce(C;) 
D2(C2) Dan (C3n, Ca D3) 
D2n (D2, C2n, C2%) Cen (Cse, Se, C3n) 
Ca(C2) Cev(Cse, C3v) 
Sa(C2) D6(C6, D;) 
D2a(S4a, D2, C2%) Den (De, Cen, Ceu, D3a, Dan) 
Da(C4, D>») 到 (7) 
Cav(Ca, C2u) O(T) 
Can (Ca, C2n, S4) Ta(7) 
Dan( Da, Can, D2n, Cav, D2d) On (O, Th, Ta) 
Se(C3) 





在 前 一 节 中 曾 提 到 , 不 能 从 晶 类 判断 铁 磁 性 的 存在 与 否 . 为 了 具体 阐明 这 
点 , 我 们 考察 磁 矩 指向 四 角 轴 的 同样 原子 的 四 角 唱 格 @. 这 种 晶 格 的 磁 唱 类 
为 Da(Ds), 包含 的 变换 @ 有 


E, C2 2C4, 2U2R, 2UsR, 


J; Oh,， 254, 2005B 20/,R. 


所 有 这 些 变换 都 保持 方向 沿 四 阶 轴 的 轴 矢 量 AM 不 变 . 而 此 时 品类 Dap 本 身 
却 不 允许 轴 矢 量 的 存在 , 例如 , M 的 所 有 分 量 Mi, My, M; 在 绕 任 一 二 阶 轴 转 
动 时 均 会 变 号 . 

现在 我 们 转 而 讨论 磁 空 间 群 . 这 类 群 与 普通 空间 群 的 关系 , 就 如 同 磁 品 
类 与 晶 类 的 关系 一 样 : 如 果 将 玉 换 作 恒 等 变换 , 则 前 者 即 化 为 后 者 . 磁 空 间 群 
总 共有 1651 个 , 如 同 磁 唱 类 一 样 , 它们 也 分 为 三 类 . 

属于 类 型 I 的 磁 空间 群 有 230 个 , 他 们 与 普通 晶体 空间 群 相 同 , 完全 不 包 
含 变换 . 属于 类 型 工 的 为 包含 尺 元 素 的 那 230 个 群 . 

Q 例如 , 铁 的 铁 磁 相 的 唱 格 就 是 这 样 的 . 在 晶体 学 方面 它 表 现 为 ( 沿 一 根 4 阶 轴 ) 
略 有 上 畸变 的 立方 晶 格 . 畸变 是 由 于 磁 结构 存在 而 发 生 磁 致 伸缩 的 结果 . 

@ 对 称 元 素 的 标记 符号 处 处 均 按 本 教程 第 三 卷 893, 894 给 出 的 书写 . 特别 是 , Uz, 
为 绕 垂 直 于 4 阶 轴 的 水 平 轴 转 动 180°; on 为 对 水 平平 面 的 反射 ; cu,co' 为 对 通过 Ca 轴 
及 Uo, 的 竖 直 平面 的 反射 ; U2R,oR 等 记号 表示 以 与 尺 相 乘 方式 进入 该 磁 晶 类 的 对 
称 平 面 和 对 称 轴 . 
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属于 非 平庸 的 类 型 亚 的 磁 空 间 群 共有 1191 个 , 它们 均 包含 与 转动 反射 
或 平移 组 合 的 RR 变换 . 它们 具有 (38.2) 式 所 表示 的 结构 , 其 中 互 为 晶体 空间 
群 G 的 任 一 指数 为 2 的 子 群 , 而 G1 为 不 属于 五 的 G 的 元 素 . 显然 , 子 群 五 
与 初始 空间 群 G 或 是 在 平移 对 称 性 上 相同 , 或 是 在 晶 类 上 相同 . 在 前 一 种 情 
况 下 , 它 只 有 群 G 的 “转动 元 素 ”( 转 动 与 反射 ) 的 一 半 , 而 在 后 一 种 情况 下 , 其 
平移 元 素 为 群 G 的 一 半 . 与 此 相应 , 类 型 五 还 可 分 为 两 个 子 类 型 . 

子 类 型 Ha 涉及 这 样 的 磁 空 间 群 , 其 (38.2) 式 中 的 G1 为 不 属于 五 的 品 
体 群 G= 互 +GI 万 的 某 种 “转动 ” 变换. 这 种 类 型 的 空间 群 的 平移 对 称 性 ( 布 
拉 维 格子 ) 与 群 G 的 平移 对 称 性 相同 . 换 句 话说 , 磁 结构 的 单 胞 与 纯 晶 体 单 胞 
相同 . 这 些 磁 空 间 群 (总 数 674 个 ) 与 第 三 类 型 的 磁 晶 类 有 关 . 

属于 子 类 型 Hb 的 磁 空 间 群 是 那些 其 (38.2) 式 中 的 G1 可 选 为 移动 群 G 
的 一 个 基本 周期 的 纯粹 平移 磁 结 构 的 单 胞 体积 为 晶体 单 胞 体积 的 二 倍 . 纯 
粹 平移 以 及 乘 以 尺 的 平移 的 集合 构成 磁 布 拉 维 格子 , 总 共有 22 个 不 同 的 这 种 
格子 . 属于 子 类 型 Hb 的 磁 空 间 群 (总 数 为 517) 与 第 二 类 型 的 磁 晶 类 有 关 @， 


习 题 


试 列举 允许 铁 磁性 存在 的 所 有 磁 晶 类 . 
解 : 类 型 开 的 磁 晶 类 不 允许 铁 磁性 . 我 们 要 强调 指出 , 包含 有 平移 与 及 相 
乘 元 素 的 类 型 开 和 类 型 了 Lb 的 所 有 磁 空 间 群 也 不 允许 铁 磁 性 (因为 这 些 对 称 
元 素 导 致 M 变 号 ) ; 这 也 就 是 说 , 为 使 铁 磁性 存在 , 在 所 有 情况 下 都 必须 使 磁 
性 原 胞 等 同 于 晶体 原 胞 四 . 
类 型 工 磁 晶 类 (与 普通 相同 ) 中 允许 轴 和 拓 量 存在 的 磁 卓 类 有 : 
OC.Ci:—M ys 
Cs 一 1M 在 对 称 平面 内 ; 
C2, C2n, Ca, S$4, Can, C3, Ce, Se, C3n, Cen 一 Ad 活 对 称 轴 ， 
允许 铁 磁 性 存在 的 类 型 三 磁 晶 类 , 在 任何 情况 下 , 都 必须 不 包含 JR 元 
素 , 这 一 元 素 使 处 于 任 一 方向 的 M 变 号 . 这 些 磁 晶 类 中 允许 铁 磁 ， 人 和 
C2(C1), C2n(Ci) 一 MM 生 直 于 C2R 轴 ; 
Ce(C1) -AM 在 coRR 平 面 内 ; 
@ 作为 反对 称 群 的 磁 空 间 群 是 由 A. M. 扎 莫 尔 扎 耶 夫 (1953) 以 及 H. B. 别 洛 夫 、H. 
H. 涅 罗 诺 娃 和 T. C. 斯 米尔 诺 娃 (1955) 构造 的 .后 一 组 作者 们 编制 的 表 见 Tpyama 
Macrnryra Kpucrannorpagun, 1955, TT. 2, c，33, 其 英 译 文 见 A. V. Shubnikov and N. V. 
Belov，Colored Group, Pergamon Press, 1964. 最 完整 的 磁 空 间 群 及 其 性 质 的 表 是 由 B.A. 
柯 普 奇 克 给 出 的 ， 见 B. A. Komnunx, Iy6uukoBckue Tpynnsr, M3n. MTY. 1966. 


@ 我 们 再 次 提醒 读者 ( 见 838 第 二 个 脚注 ), 这 里 所 说 的 是 由 于 磁 结 构 存 在 已 经 畸 
变 了 的 品格 对 称 性 . 
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Cz,(Cs) 一 MM 在 重 直 于 C2R 轴 的 oR 平面 内 ; 

D2(C2), C2 (C2), D2an(C2n)— MM 沿 C2 轴 ; 

Da(C4), Ca (C4a), D2a(S4), Dan(Can), D3(C3), C3, (C3), Dsal Se), 
D3n(C3n), De(Ce), Cev(C6), Den(Cen) — M 沿 Ca O03 或 Ce 轴 . 
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铁 磁体 的 磁 学 性 质 与 铁 电 体 的 电学 性 质 之 间 有 着 深刻 的 相似 性 . 二 者 在 
宏观 体积 内 都 具有 自发 极 化 一 一 自发 磁极 化 与 自发 电极 化 . 温度 变化 时 自发 
极 化 的 消失 , 在 两 种 情况 下 都 是 通过 二 级 相 变 发 生 的 ( 铁 磁 相 与 顺 磁 相 之 间 的 
相 变 点 称 作 居 里 点 ). 

与 此 同时 , 铁 磁 现 象 与 铁 电 现象 之 间 又 有 本 质 性 的 区 别 , 这 与 导致 它们 的 
自发 极 化 出 现 的 微观 相互 作用 的 差别 有 关 . 在 铁 电 体 情况 下 , 唱 格 中 的 相互 作 
用 本 质 上 是 各 向 异性 的 , 结果 其 自发 极 化 矢量 相当 牢固 地 与 晶体 中 的 确定 方 
向 相 结合 . 

磁 结 构 包 括 铁 磁 结构 的 出 现 基本 上 是 与 交换 相互 作用 相 联 系 的 , 而 这 种 
相互 作用 一 般 与 总 磁 矩 相对 于 晶 格 的 方向 无 关 吕 ， 当然, 除 交 换 相 互 作用 之 
外 , 还 存在 原子 磁 矩 间 的 直接 相互 作用 . 但 是 , 因为 原子 磁 矩 本 身 含 有 1/c 的 
因子 , 这 个 相互 作用 是 ~ v2/e? 量 级 的 效应 (v 为 原子 速度 ). 属于 这 一 类 别 的 
相互 作用 还 有 原子 磁 矩 与 唱 格 电场 的 相互 作用 . 所 有 这 些 相 互 作用 (由 于 其 
含有 1/c? 因子 , 可 称 之 为 相对 论 性 相互 作用 ) 与 交换 相互 作用 相 比 都 很 弱 ， 
而 只 能 导致 相当 微弱 的 对 磁化 方向 的 依赖 性 . 在 本 章 以 下 的 叙述 中 , 处 处 都 以 
交换 相互 作用 与 相对 论 相互 作用 之 间 这 种 关系 为 前 提 ®. 

因此 , 铁 磁 体 的 磁化 强度 在 一 级 近似 下 ( 亦 即 相对 于 基本 (交换 ) 相互 作 
用 ) 是 一 个 守恒 量 . 这 一 情况 赋予 热力 学 理论 更 为 深刻 的 物理 意义 , 在 热力 学 


@ 众所周知 , 交换 相互 作用 是 一 种 特殊 的 量子 效应 , 它 的 产生 与 粒子 系统 的 波 函 
数 相对 于 粒子 置换 的 对 称 性 有 关 . 波 函 数 的 置换 对 称 性 , 以 及 与 此 相关 的 交换 相互 作 
用 , 仅 依赖 于 粒子 系 的 总 自 旋 , 而 与 总 自 旋 的 方向 无 关 (参见 本 教程 第 三 卷 860). 交换 
相互 作用 在 铁 磁 体 中 的 作用 是 首先 由 4. HL 弗 仑 克 尔 、R.T. 道 尔 夫 曼 及 W. 海 森 伯 提 
出 的 (1928). 

@ 相对 论 相互 作用 与 交换 相互 作用 之 比 的 数量 级 由 关系 式 Usaniso/NT 表征 , 其 中 
Uaniso 为 磁 各 向 异性 能 (参见 下 一 节 ), N 为 单位 体积 中 的 原子 数 , Te 为 居 里 点 温度 . 对 
于 铁 磁体 , 其 值 通常 为 10-? 一 10-5. 在 一 系列 铁 磁体 (稀土 金属 及 其 化 合 物 ) 中 , 这 个 
比值 可 表现 得 非常 大 , 甚至 达到 1 的 量 级 . 这 既是 因为 磁 各 向 异性 能 的 “反常 ” 的 大 , 也 
因为 交换 相互 作用 的 相对 微弱 . 自然 , 宏观 理论 对 于 这 类 磁体 适用 的 可 能 性 受到 很 大 
限制 . 对 具体 磁体 中 不 同 相 互 作用 的 微观 机 制 的 详细 讨论 ,超出 了 本 书 的 范围 . 








839 居 里 点 附近 的 铁 磁 体 . 175 . 








理论 中 M 被 当 作 独立 变量 , 其 实际 数值 (作为 温度 、 场 等 的 函数 ) 因此 由 相 
应 的 热平衡 条 件 确定 @. 

用 5(M, 五) 表示 单位 体积 物质 的 热力 学 势 ,将 之 看 为 独立 变量 M (及 其 
他 热力 学 变量 ) 的 函数 . 我 们 将 暂时 忽略 相对 论 性 相互 作用 , 也 就 是 说 , 只 考 
虑 基本 的 交换 相互 作用 . 此 时 8(M,0) 可 以 仅 为 矢量 M 的 大 小 的 函数 , 而 与 
矢量 的 方向 无 关 . 

为 求 得 磁场 五 不 为 零 时 的 热力 学 量 , 我 们 可 以 仿照 推导 公式 (19.3) 的 步 
又 来 做 : 由 关系 式 85/8H = _B/4n 出 发 并 求 得 


i H? 
6(M,H)= 6(M,0)—- M:H- 和 (39.1) 
区 
由 此 对 于 6 我们 有 : 
~ HB :a 1 2 
S(M,B)= $+ = $M,0)+ 5 = S$(M,0)+(B— 4rM)?. (39.2) 


在 忽略 铁 磁体 的 磁 各 向 异性 的 情况 下 , M 和 五 的 方向 自然 相同 . 所 以 在 方程 
(39.1) 和 (39.2) 中 可 以 用 这 两 个 量 的 大 小 替代 矢量 ， 
在 居 里 点 附近 , M 很 小 . 我 们 将 在 朗 道 二 级 相 变 的 一 般 理论 框架 内 来 考 
察 铁 磁 体 在 这 一 温度 区 间 的 性 质 包 . 依照 这 个 理论 , 将 5(M,0) 按 矢量 M 的 
震级 数 展开 , 这 里 M 起 序 参数 的 作用 . 各 向 同性 函数 按 矢 量 寡 级 数 的 展开 ， 
只 可 能 含 偶数 寡 次 的 项 ; 
H? 


$=B0+AM?+BMI- MH | (39.3) 
8 





其 中 60, 4, B 仅 为 温度 和 压强 的 函数 ®. 

居 里 点 T=.(P) 由 系数 4 在 该 点 等 于 零 确 定 , 而 且 , 当 人 > 了 时 4>0， 
人 < 开 时 4<0( 尽 管 并非 热 力学 所 必须 , 但 在 所 有 已 知 的 铁 磁体 中 , 都 存在 
这 种 相 之 间 的 温度 关系 ). 在 居 里 点 附近 , 我 们 有 


A=a(T-T,), (39.4) 


其 中 au > 0, 为 一 不 依赖 于 温度 的 常量 . 公式 (39.3) 、(39.4) 与 公式 (19.3) 仅 在 
所 含 物理 量 的 意义 上 有 差异 : M 代替 了 P., H 代替 了 5,. 因此 我 们 将 不 再 重 
复 819 中 所 述 的 那些 论证 , 直接 给 出 以 下 由 (39.3) 、(39.4) 导出 的 结论 . 

O 按 其 宏观 磁 对 称 性 和 在 不 太 强 的 磁场 中 的 行为 而 言 , 共 线 亚 铁 磁体 与 铁 磁体 在 
狭义 上 没有 区 别 (参见 837 未 ). 以 下 所 述 的 理论 对 这 两 类 铁 磁体 都 是 适用 的 . 

@ 铁 磁体 在 靠近 居 里 点 的 涨 落 区 内 的 性 质 将 在 847 中 讨论 . 

@ 展开 中 仅 含 M 的 各 分 量 偶数 阶 寡 的 事实 还 有 与 交换 近似 无 关 的 更 为 深刻 的 原 
因 : 量 M 对 于 时 间 反 演 是 奇 的 , 而 热力 学 势 对 于 这 个 变换 应 当 是 不 变 的 . 
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铁 磁 相 中 的 自发 磁化 强度 随 温 度 变 化 的 规律 是 


M = Ve _T). (39.5) 


高 于 居 里 点 处 不 存在 自发 磁化 强度 , 而 磁化 率 等 于 
1 
TT 


亦 即 出 现 磁化 率 反比 于 了 -到 的 顺 磁性 ( 居 里 -外 斯 定律 ). 低 于 居 里 点 处 我 
们 有 


(39.6) 


aM 1 
(2 (39.7) 
不 过 我 们 要 提醒 读者 , 这 个 量 并 不 是 一 般 意 义 下 的 磁化 率 ( 亦 即 M 和 万 之 间 
的 比例 系数 ), 因为 甚至 当 五 =0 时 , M #0. 

事实 上 , 磁化 率 (39.7) 的 数值 仅 在 贴近 居 里 点 的 区 域 可 以 达到 1 的 数量 
级 . 离开 这 个 区 域 ,我 们 可 以 认为 在 磁场 影响 下 磁化 强度 M 的 变化 非常 小 , 在 
给 定 温 度 下 可 将 其 看 作 常 量 , 在 后 面 的 各 节 中 都 保持 这 一 假设 . 

在 这 方面 铁 磁 体 与 铁 电 体 存 在 进一步 的 差别 : 对 于 铁 电 体 , 一 般 而 言 ， 
9P/6 甚至 在 远离 居 里 点 处 也 不 是 很 小 ， 其 原因 仍然 在 于 原子 磁 和 矩 比 分 子 
的 电 偶 极 矩 小 得 多 . 

在 819 中 曾 指出 , 加 入 电场 会 抹 平 铁 电 体 中 的 离散 二 级 相 变 点 . 同样 的 情 
况 当 然 也 出 现在 处 于 磁场 中 的 铁 磁体 中 . 由 于 在 交换 近似 下 , M 与 吾 方 向 一 
致 , 故 在 此 近似 下 , 在 五 的 任何 晶体 学 方向 上 都 会 出 现 相 变 的 模糊 化 . 


840 磁 各 向 异性 能 


如 上 所 述 , 铁 磁体 磁性 质 的 各 向 异性 与 其 原子 间 相 对 微弱 的 相对 论 性 相 
互 作用 有 关 . 在 宏观 理论 中 , 这 种 各 向 异性 是 通过 在 热力 学 势 中 引入 依赖 于 磁 
化 方向 的 相应 项 一 一 磁 各 向 异性 能 来 描述 的 . 

由 微观 理论 出 发 计算 各 向 异性 能 , 需要 采用 量子 力学 的 微 扰 论 , 晶体 哈密 
顿 量 中 描写 相对 论 相 互 作用 的 项 扮演 微 扰 的 角色 . 然而 , 也 可 以 不 通过 这 些 计 
算 , 而 用 对 称 性 考虑 得 到 待 求 的 表达 式 的 一 般 形式 . 

相对 论 相 互 作用 的 哈密 顿 量 包 括 电 子 自 旋 算 符 的 一 阶 项 和 二 阶 项 ( 自 
旋 - 轨 道 相互 作用 和 自 旋 - 自 旋 相互 作用 ). 它们 的 大 小 由 v2/e? 确定 , 其 中 , v 
为 原子 中 电子 速度 的 数量 级 , c 为 真空 光速 . 各 向 异性 能 微 扰 级 数 按 这 一 小 量 
展开 , 然而 , 由 于 上 述 微 扰 算 符 与 自 旋 算 符 的 依赖 关系 , 各 向 异性 能 可 自动 地 
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以 磁化 强度 矢量 的 方向 余弦 ( 亦 即 单位 矢量 m 在 极 化 矢量 M 方向 上 的 分 量 ) 
的 客 级 数 形式 得 到 ， 从 另 一 方面 考虑 , 各 向 异性 能 Uaniso, 同 热 力学 势 5 ( 见 
839 最 后 一 个 脚注 ) 一 样 , 对 于 时 间 反 演 是 不 变量 , 而 M 在 这 一 变换 下 变 号 . 
由 此 可 知 , 各 向 异性 能 应 当 是 m 的 分 量 的 偶 函 数 . 
对 于 单 轴 或 双 轴 晶体 , 各 向 异性 能 的 展开 以 mm 分 量 的 二 次 项 起 始 . 我 们 
将 这 些 项 以 
Uaniso = KikmMimMk, (40. 1) 


表示 , 其 中 Kix 为 对 称 二 阶 张 量 , 它 的 各 分 量 (与 UV 本 身 一 样 ) 具有 能 量 密度 
的 量 纲 . 在 单 轴 和 双 轴 晶体 中 这 种 张 量 分 别 有 两 个 和 三 个 独立 分 量 . 然而 在 
当前 情况 下 , 必须 注意 到 , 二 次 方 组 合十 m3 十 m2 二 1 与 和 失 量 m 的 方向 无 
关 , 故 可 以 从 各 向 异性 能 中 排除 . 内 此 对 于 单 轴 和 双 轴 晶体 ，(40. 1) 式 相 应 地 
总 共 含 有 一 个 或 两 个 独立 系数 . 

于 是 , 可 将 单 轴 晶体 的 各 向 异性 能 写作 


Uaniso = K(m?2 水 m2?) 一 K sin? 0 (40. 2) 


或 者 其 等 价 形式 ® 


Usniso = —Km2? = —K cos? 0， 


其 中 0 是 mm 与 z 轴 间 的 夹 角 , 我 们 将 晶体 对 称 主轴 选 为 > 轴 . 如 果 系 数 (温度 
的 函数 )K > 0, 则 在 沿 z 轴 磁 化 时 各 向 异性 能 取 极 小 值 , 通常 称 这 个 轴 为 易 磁 
化 方向 , 而 称 这 样 的 铁 磁 体 属 于 易 磁 化 轴 型 的 铁 磁 体 . 而 当 K < 0 时 , 易 磁 化 
方向 在 zy 平面 (晶体 的 底 平面 ) 内 , 这 样 的 铁 磁体 属于 所 谓 易 磁化 平面 型 铁 磁 
体 @.， (40. 2) 式 在 zy 平面 是 各 向 同性 的 . 但 是 , 这 种 各 向 同性 在 Usiso 展开 
的 高 阶 项 中 被 破坏 , zy 平面 内 的 易 磁 化 方向 (K < 0 时 ) 由 这 些 项 确定 . 这 些 
项 的 具体 形式 取决 于 晶体 所 属 的 唱 系 . 

在 四 角 晶 体 中 , 四 阶 项 含有 两 个 独立 不 变量 (m2 二 7)2 和 mzmy( 选 z 轴 
与 y 轴 分 别 沿 底 平面 上 两 个 二 重 轴 方 向 ). 这 两 个 不 变量 中 的 第 二 个 导致 底 平 
面 内 的 各 向 异性 . 

在 六 角 晶 体 中 , 各 向 异性 能 只 包含 一 个 正比 于 (m2 十 m2)? 的 四 阶 项 . 在 

@ 这 两 个 表达 式 之 间 相 差 了 一 个 与 方向 无 关 的 量 K. 将 其 中 的 一 个 转变 为 男 一 个 
意味 着 将 这 个 量 包含 到 6 的 各 向 同性 部 分 中 去 了 ; 特别 是 , 在 (39.3) 式 中 的 4 发 生 了 
改 彼 ， 
be 六 角 钴 是 单 轴 铁 磁体 的 一 个 例子 , 其 K 值 在 温度 ~ 530 K 时 变 号 , 且 K 分 别 在 


低 于 或 高 于 此 一 温度 时 大 于 或 小 于 零 . 在 0K 时 K 的 外 推 值 为 K ~ 0.8 x 107erg/cm3. 
而 NT 之 值 ~ 2 x 1010erg/cma3. 
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这 一 近似 下 各 向 异性 能 写作 

UVanise = Ki1 sin20 十 Kosin40 (40.3) 
(40.2) 式 中 的 系数 天 在 此 被 标记 为 Ki. 但 是 , 在 底 平 面 内 各 向 异性 仅 在 6 阶 
项 中 才 出 现 , 这 一 阶 的 各 向 异性 不 变量 为 
lm +imy)s + (ms 一 imy)9] = sin4gcos6p (40.4) 


其 中 , 选 x 轴 沿 底 平面 的 一 条 二 重 轴 , 方位 角 wp 从 它 开始 起 算 . 
最 后 , 楼 面体 对 称 性 允许 具有 两 个 4 阶 项 不 变量 


(mz2 十 my)? = sin 6, (40.5) 


1 
53mz[(ms Fimy)? + (ms — imy)3] = cos 0 sin’ 0 cos 3%, (40.6) 





式 中 y 轴 沿 一 条 二 重 轴 , 角 2 由 z 轴 起 算 . 第 二 个 不 变量 中 ms 因子 的 存在 导 
致 易 磁化 方向 离开 底 平面 一 个 小 角度 , 因为 ms 是 小 量 , 确定 易 磁化 方向 既 需 
要 4 阶 项 , 也 需要 6 阶 项 (其 中 包括 带 不 变量 (40.4) 式 的 项 ). 

下 面 我 们 转向 立方 系 铁 磁 晶 体 的 讨论 . 这 些 晶 体 的 性 质 与 单 轴 晶 体 的 性 
质 有 很 大 的 不 同 . 原因 在 于 , 由 mm 的 分 量 构成 的 在 立方 对 称 变换 下 不 变 的 唯 
一 的 二 阶 量 组 合 是 m 的 平方 m2? = 1. 所 以 立方 晶体 各 向 异性 能 展开 中 第 一 
个 不 消失 的 项 是 4 阶 项 , 而 不 是 二 阶 项 . 与 此 相关 , 立方 晶体 的 磁 各 向 异性 效 
应 , 一 般 而 言 , 比 单 轴 和 双 轴 晶体 弱 . 

立方 对 称 性 总 共 只 人 允许 一 个 依赖 于 m 方向 的 4 阶 不 变量 . 立方 铁 磁体 
的 各 向 异性 能 可 以 表示 为 


Uaniso = K (mim? + mmz + mymz) (40.7) 
或 者 
Uaniso = -3K(mé 二 my 十 ms) 
的 形式 . 两 个 表达 式 的 等 价 性 很 显然 , 因为 它们 之 差 为 与 m 的 方向 无 关 的 量 
K/2. 


当天 >0 时 (例如 , 对 于 铁 ), 在 矢量 mm 平行 于 立方 体 三 个 棱 的 三 个 位 置 
上 各 向 异性 能 达到 同样 量 值 的 极 小 值 (三 个 棱 分 别 为 z,y,z 轴 , 晶体 学 方向 分 
别 为 [100], [010], [001]). 因此 , 在 这 种 情况 下 , 晶体 有 三 个 等 价 的 易 磁 化 轴 . 

如 果 KK < 0 (例如 , 对 于 镍 ), 则 各 向 异性 能 在 m2 = mm? = m2: = 1/3 时 取 
极 小 值 , 也 就 是 说 , 在 m 的 方向 沿 着 立方 体 的 四 条 空间 对 角 线 之 任 一 条 时 ( 唱 
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体 学 方向 [111], [I11] 等 ), 各 向 异性 能 取 极 小 值 . 它们 即 是 在 此 一 情况 下 的 易 磁 
化 方向 @. 

立方 晶体 各 向 异性 能 (40.7) 式 之 后 的 下 一 阶 近似 对 应 于 6 阶 项 . 从 这 些 
项 中 略 去 与 方向 无 关 的 不 变量 (m2)3 以 及 与 (40.7) 式 仅 相差 因子 m? 的 表示 
式 , 我 们 就 只 剩 下 一 个 不 变量 , 可 以 取 其 为 m2m2m2. 于 是 

Uaniso = Ki(m2m? + m2m? + mim?) 十 Kamzm?ms. (40.8) 

应 当 指出 , 沿 任 一 易 磁 化 轴 自 发 磁化 的 铁 磁 立方 晶体 , 严格 地 说 , 失去 了 
立方 对 称 性 (与 此 相关 发 生 了 相应 的 原子 移动 , 即 品 格 畸 变 ). 沿 立 方 体 棱 磁 化 
的 晶体 成 为 弱 四 角 对 称 的 , 而 沿 立 方 体 空间 对 角 线 磁化 的 晶体 则 成 为 棱 面 体 
对 称 唱 体 . 在 这 方面 , 立方 晶体 与 易 做 化 方向 沿 对 称 主轴 的 单 轴 晶 体 不 同 , 显 
然 , 单 轴 晶体 在 这 一 方向 的 磁化 不 改变 晶体 对 称 性 . 

我 们 再 一 次 强调 , 在 本 节 中 所 研究 的 各 向 异性 能 按 单位 矢量 mm 震 次 的 
展开 并 非 按 磁化 强度 M 本身 的 展开 (在 远离 居 里 点 处 , 磁化 强度 完全 不 是 小 
量 ), 级 数 的 收敛 性 只 与 相对 论 相 互 作用 的 微弱 有 关 . 但 在 居 里 点 附近 因 M 很 
小 , 它 成 为 按 M 寡 次 的 展开 . 在 朗 道理 论 的 框架 内 , 这 意味 着 单 轴 晶 体 中 的 
比率 K2/M (K 为 (40.2) 式 中 的 常量 ) 在 TT 一 TT 时 需 趋向 一 个 异 于 零 的 有 限 
值 . 为 解释 这 一 结论 , 我 们 来 考察 , 例如 , 顺 磁 相 向 易 磁 化 轴 型 铁 磁 相 的 相 变 . 
根据 (39.3) 式 和 (40.2) 式 , 热力 学 势 按 M 分 量 的 短 次 展开 的 平方 项 的 形式 为 





K 
2 2 2 





相 变 点 由 M2 的 系数 趋 于 零 确定 , 而 M2 + M2 的 系数 趋向 有 限 秆 . 

与 此 相似 , 在 立方 铁 磁体 中 应 当 是 比率 K/M* 趋 于 有 限 值 (K 为 (40.7) 式 
的 系数 ). 

但 是 在 涨 落 区 内 , 上 述 各 向 异性 系数 的 行为 一 般 而 言 不 再 成 立 . 
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我 们 现在 来 研究 单 轴 铁 磁体 的 磁化 强度 与 其 中 磁场 的 关系 , 为 了 确定 起 
见 , 我 们 假设 铁 磁体 是 易 磁 化 轴 型 的 ,这 里 , 引入 无 量 纲 系 数 6 > 0 (根据 





@ 作为 例子 , 我 们 指出 , 对 于 铁 和 镍 ，K/3 (最 难 磁化 与 最 易 磁化 方向 Uanise 之 差 ) 
外 推 到 0K 的 值 在 2 x 105erg/cm3 左右 . 
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K = BM?/2) 2, 将 各 向 异性 能 方便 地 写 为 
BM? 





sin? 0， (41.1) 


Uaniso 二 


大 家 应 当 记 得 , 我 们 曾 假定 磁化 强度 的 大 小 不 依赖 于 五 , 于 是 我 们 仅 关 
心 这 个 矢量 的 转动 @. 从 对 称 性 考虑 , 矢量 M 显然 在 过 z 轴 与 五 方向 的 平 
面 内 (只 要 在 各 向 异性 能 中 不 计 及 那些 在 zy 平面 各 向 异性 的 高 阶 项 ), 取 此 一 
平面 为 zz 平面. 计 及 了 各 向 异性 的 热力 学 势 等 于 @ 





Bi2 加 H? 
$= Bo(M)+ 3 Ms 一 一 五 .AM 二 
M? 2 
= go(M) + 人 O sin?0 - M(HssinO + Hacos0) -去 (41.2) 
M 对 五 的 依赖 关系 由 平衡 条 件 9$/80 = 0 确定 , 由 此 
BM sin0 cos0 = 五 "cos0 一 万 -sin0. (41.3) 


相对 于 未 知 函数 上- sinb, 这 是 一 个 四 次 代数 方程 
(SME — Hzs)*(1 —€) = H2e? 


其 中 的 奇 次 窜 项 系数 不 为 零 . 这 个 方程 或 者 有 两 个 ,或 者 有 四 个 实数 根 ( 且 
所 有 根 均 < 1). 因为 所 有 这 些 根 都 对 应 于 函数 8(9) 的 极 值 , 十 分 清楚 , 前 一 
情况 下 这 个 函数 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 有 两 个 极 大 
值 和 两 个 极 小 值 . 换言之 , 在 第 一 种 情况 下 磁化 强度 的 一 个 方向 与 给 定 的 五 
值 相对 应 . 而 在 第 二 种 情况 下 , 对 于 给 定 的 五 可 以 有 两 个 不 同 的 M 方向 , 其 
中 一 个 (相应 于 8(9) 的 较 小 的 极 小 值 ) 对 应 于 热力 学 完全 稳定 方向 , 而 另 一 个 
(相应 于 5(6) 的 较 大 的 极 小 值 ) 对 应 于 热力 学 亚 稳 方向 . 

两 种 情况 中 究竟 出 现 哪 种 情况 , 依赖 于 H, 和 五; 的 取 秆 . 在 逐渐 改变 这 
两 个 参数 的 过 程 中 , 当 一 个 极 大 值 与 一 个 极 小 值 汇合 时 , 一 种 情况 会 转换 为 另 

下 述 分 析 基 于 各 向 异性 能 的 表达 式 (41.1). 但 是 应 当 指 出 , 首 项 为 这 一 表示 式 的 
展开 在 实际 情况 下 的 收敛 性 通常 很 差 . 所 以 , 为 了 得 到 令 人 满意 的 对 现象 的 定量 描写 ， 
展开 中 还 应 当 包含 下 一 阶 (四 阶 ) 项 . 

@ 除 此 处 所 考虑 的 矢量 M 的 转动 过 程 之 外 , 在 处 于 非常 强 磁场 中 的 铁 氧 体内 还 
有 另外 一 个 过 程 : 迎头 相遇 的 反 平 行 磁 和 矩 转变 方向 , 变 成 平行 的 . 不 过 , 这 只 发 生 在 
五 和 ~ TT/n 的 “交换 ” 场 中 . 例如 , 对 于 铁 氧 体 FeO.FezO3 (Te =580K, 1p ~ pp), 这 些 场 的 
H ~ 1070e. 

@ 将 Usniso 包含 到 热力 学 势 $5 中, 我 们 暗 指 各 向 异性 常量 是 在 给 定 的 弹性 应 力 下 
确定 的 . 
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一 种 情况 . 此 时 5(6) 曲线 中 苦 代 极 值 点 出 现 了 拐点 , 亦 即 二 阶 导 数 828/1802 
与 一 阶 导数 9$/69 一 起 趋 于 零 . 将 方程 (41.3) 改写 为 
Hs 已 
sinb 到 cos0 本 4 
的 形式 , 并 再 一 次 对 9 求 微 商 后 , 我 们 得 到 
Ha .Hs 
sin30 cos30 
从 这 两 个 方程 中 消去 0, 我 们 得 到 
H2/3 + H2/3 = (BM)?/. (41.4) 


在 Hj 一 万 : 图 中 ,方程 (41.4) 确定 了 图 21 所 示 的 封闭 曲线 ( 星 形 线 ). 此 
曲线 将 Hs 玉 ; 平面 分 割 成 两 部 分 , 其 中 一 部 分 可 以 有 亚 稳 态 存在 , 男 一 部 分 则 
无 亚 稳 态 存在 . 已 经 不 需 补充 分 析 就 可 看 出 ,没有 亚 稳 状态 存在 的 区 域 是 在 曲 
线 之 外 的 区 域 . 很 清楚 , 当 五 一 oo0 时 只 有 沿 着 磁场 五 的 一 个 M 方向 是 稳定 
的 . 





z| GM 





图 21 


亚 稳 态 的 存在 导致 磁 滞 回 线 , 亦 即 外 磁场 变化 时 磁化 强度 通过 这 些 状态 
的 不 可 逆 改 变 存在 的 可 能 性 . 因此 图 21 绘 出 的 曲线 代表 了 磁 滞 回 线 的 绝对 边 
界 , 对 于 处 于 这 条 曲线 之 外 的 场 强 值 绝对 不 可 能 有 了 磁 灌 回 线 中 . 

场 强 五 垂直 于 易 磁化 轴 (Hs = 且 , 有 H; = 0) 的 状态 需要 进行 特别 的 研究. 
其 热力 学 势 为 





和 Vy 
G= Go 十 sin“0— HM sing. (41.5) 


如 果 瑟 > 8M, 则 5 仅 有 一 个 极 小 值 , 其 0= x/2, 即 磁化 强度 沿 磁 场 方向 . 而 
如 果 态 < 8M, 5 在 
AM = M sin0 = 3 (41.6) 





@ 在 本 章 的 全 部 叙述 中 我 们 仅 限于 铁 磁体 的 平衡 状态 以 及 与 之 相应 的 其 中 的 可 
逆 过 程 . 特别 是 , 我 们 完全 不 涉及 磁 滞 现 象 的 机 理 , 磁 滞 现象 可 能 与 晶体 缺陷 、 样 品 的 
内 应 力 、 多 蝇 性 等 原因 有 关 . 
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时 有 极 小 值 , 这 与 矢量 M 相对 于 x 轴 对 称 的 两 个 位 置 相对 应 , 即 9 和 nx 一 0 
两 个 位 置 . 于 是 , 在 这 种 情况 下 有 两 个 平衡 态 , 它们 具有 同样 的 5 值 , 因此 也 
具有 同等 程度 的 稳定 性 . 
一 情况 十 分 重要 , 因为 它 将 导致 存在 两 个 相 邻 相 的 可 能 , 在 这 两 个 相 
中 , 五 相同 而 磁化 强度 M (从 而 磁感应 强度 B) 不 同 . 结果 出 现 了 降低 物体 总 
热力 学 势 的 新 的 可 能 性 : 将 物体 分 割 为 一 系列 单独 的 小 区 域 ,在 每 一 个 单独 小 
区 域 中 , 磁化 强度 取 两 个 允许 方向 之 一 . 这 些 区 域 称 作 自发 磁化 区 或 磁 畴 . 铁 
磁体 的 热力 学 平衡 结构 的 实际 确定 要 求 对 物体 作 总 体 考 察 , 计 及 其 具体 形状 
及 尺度 . 我 们 将 在 $44 回 到 这 一 问题 . 
我 们 来 考察 物体 的 一 部 分 , 它 比 物体 的 总 体积 小 , 但 与 磁 畴 尺度 相 比 大 
得 多 . 可 以 认为 磁场 强度 Hs 在 这 个 区 域内 是 常量 , 而 利用 M 和 B 标记 在 
一 区 域 的 体积 内 的 M 和 B 的 平均 值 . 除 Hs 之 外 , 磁化 强度 的 横向 分 量 
Ms = Hj/B 在 这 一 区 域 也 是 常量 . 磁化 强度 的 纵向 分 量 M; 在 不 同 的 磁 畴 
中 正 负 号 不 同 , 结果 其 平均 值 在 所 有 情况 下 都 不 会 超过 |Ms|. 再 考虑 到 处 处 
万 : = 0, 故 磁感应 强度 的 平均 值 为 


se 4 二 H? 
B= (i YB AR 41.7 
( 了 Wr- 本 By 


这 些 方 程 确定 了 与 单 轴 铁 磁体 磁 畴 结构 对 应 的 磁感应 强度 平均 值 的 取 值 范 





更 区 


对 于 立方 晶体 中 MM 与 五 的 依赖 关系 , 原则 上 也 可 如 上 述 对 单 轴 品 体 的 
分 析 一 样 进行 类 似 的 分 析 . 但 由 于 方程 过 于 复杂 , 无 法 在 此 得 到 显 式 的 解析 结 
果 , 今后 我 们 不 再 讨论 这 一 问题 . 


习 题 


1. 一 具有 旋转 椭 球 ( 且 其 易 磁 化 轴 与 旋转 轴 重 合 ) 形状 的 单 轴 铁 磁 晶 体 
被 置 于 外 磁场 身 中 , 试 确定 使 物体 具有 了 磁 畴 结构 的 入 的 取 值 范围 . 

解 : 根据 处 于 均匀 外 场 中 的 椭 球 体 的 一 般 性 质 (88), 按 畸 结构 平均 的 磁 感 
应 强度 万 和 磁场 强度 末末 与 稀 的 关系 为 


7 万 。 下 : {1 n)H; 二 1 SB, es 3H, = fz, 


其 中 n 为 沿 椭 球 主轴 (z 轴 ) 的 去 磁化 系数 . 令 及,=0 并 利用 公式 (41.7), 我 们 


得 到 
Dy Dz H2 
天 十 B= < dm/M?— 过 . 
"ITT2r0 二 站 15 2 
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从 以 上 二 式 中 消去 及 后 , 得 到 物体 具有 团结 构 的 磁场 取 值 范围 为 
pi 
5 7 
(4nxn)* [8+27x(l—n)] 
2. 试 确定 置 于 强 磁场 (采光 4xM) 中 的 多 晶体 按照 微 晶 平 均 的 磁化 强度 ， 
微 晶 具有 单 轴 对 称 性 . 
解 : 令 在 单一 微 晶 的 极限 下 , 0 与 少 分 别 为 其 易 磁化 方向 与 相应 的 M 
及 万 和 失 量 的 夹 角 . 不 用 作 计 算 , 我 们 就 已 预先 知道 , 在 强 磁场 中 1M 的 方向 
与 再 的 方向 非常 接近 , 也 就 是 说 , 角 8 = 二 0 一 由 很 小 在 (41.2) 式 中 写 出 
M.H= MHcos(0 一 小 ), 并 令 导 数 95/60 等 于 零 , 我 们 得 到 


BM 


Osind = - sin0 cos 0. 





2 
oN 


显然 , 平均 磁化 强度 的 方向 活着 五 方向 并 等 于 


B2M? 
2 及 2 





as So 二 二 一 
M = Mcos = AM (4 这 3) =M [ sin20cos20| ， 


其 中 横 杠 表示 对 微 晶 平均 . 假设 所 有 微 晶 的 易 磁化 方向 是 等 概率 的 , 我 们 有 
M=M ( 一 


因此 ,平均 磁化 以 MM 一 M x 了 ?的 规律 趋 于 饱和 . 
3. 对 于 立方 对 称 微 晶 , 试 解 与 习题 2 同样 的 问题 . 
解 : 表达 式 
= 所 
4 
(在 (40.7) 式 中 令 下 二 BM 人 /2) 在 附加 条 件 M2 十 M2 十 M2 = const 下 取 极 小 
值 的 条 件 为 : 


(MS + Ms + MA)— (Hs Ms + H,M,y + HM;) 


BMS + Hz=AMM;:, BMS+H,= MAMM,, BM3+H;= AM;,, 


其 中 入 为 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 . 由 此 , 我 们 得 到 在 大 五 值 情 况 下 


1 Ba 
Ms ~ 3Hst tH +, 


而 将 这 些 等 式 的 平方 相 加 , 我 们 得 到 M2 守 H2/X2, 亦 即 入 作 H/M. 求 得 的 MM 
和 万 之 间 的 夹 角 为 
(Mx H)? PB2M°S 


> 
0” ~ sin“ 9 N77 FT 





Ts 
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其 中 求 和 按 下 标 zz 循环 置换 进行 . 这 一 表示 式 按 微 晶 方向 的 平均 等 价 于 
对 夭 量 五 方向 的 平均 . 后 者 以 对 确定 妞 方向 的 球面 角 的 积分 的 方式 进行 , 最 


后 的 结果 为 
豆 -V(- 兵 ) = 人 -3 


10573 
842 铁 磁 体 的 磁 致 伸缩 


铁 磁 体 磁化 强度 在 磁场 中 的 改变 导致 其 发 生 形 变 ( 磁 致 伸缩 ). 这 一 现象 
既 与 物体 中 的 交换 相互 作用 有 关 , 也 与 物体 中 的 相对 论 相 互 作 用 有 关 . 由 于 交 
换 能 只 依赖 于 磁化 强度 的 大 小 M, 因此 交换 能 的 改变 只 可 能 与 量 M 在 磁场 
中 的 变化 相 联系 . 一 般 而 言 , 尽管 M 的 变化 相对 非常 小 , 但 从 男 一 方面 看 , 交 
换 能 本 身 比 起 各 向 异性 能 来 要 大 得 多 . 因此 ,与 两 种 形式 的 相互 作用 有 关 的 磁 
致 伸缩 效应 , 在 数量 级 上 是 可 以 互相 比较 的 . 

这 种 情况 发 生 在 单 轴 晶 体 中 ， Rd 方向 的 改变 引起 的 显著 形变 发 生 在 
五 ~ BM 的 场 中 . 而 在 场 太 ~ 4xM 时 , 量 M 的 改变 成 为 主要 的 . 如 果 这 两 个 
区 域 实际 上 是 相互 重合 的 , 则 一 般 而 言 , 研究 单 轴 铁 磁体 的 磁 致 伸缩 时 必须 同 
时 考虑 这 两 种 效应 . 这 里 我 们 不 准备 得 到 这 些 相当 复杂 的 公式 . 

在 立方 晶体 中 , 由 于 和 相对 较 小 的 各 向 异性 能 (4 阶 量 ) 有 关 , 情况 截然 不 
同 . 与 M 的 方向 改变 相 联系 的 重要 的 磁 致 伸缩 在 场 强 相 对 弱 的 时 候 就 可 以 
发 生 , 而 此 时 M 的 大 小 改变 完全 可 以 忽略 . 下 面 我 们 就 来 研究 这 一 效应 . 

形变 物体 中 相对 论 相互 作用 能 的 改变 是 通过 在 热力 学 势 5 中 引入 附加 
磁 弹 性 项 来 描写 的 , 这 些 项 依赖 于 弹性 应 力 张 量 的 分 量 cik 和 矢量 M 的 方向 
(HH. C. 阿 库 洛 夫 , 1928). 这 些 项 中 不 为 零 的 头 几 项 与 oik 成 线性 关系 并 正比 于 
矢量 M 的 方向 余弦 平方 (后 者 与 时 间 反 演 的 对 称 性 有 关 ). 于 是 在 一 般 情况 
下 , 磁 弹 性 能 表达 式 的 形式 为 








Um-el = —Qik! mOikML Mm, (42.1) 


其 中 ainz m 为 相对 于 两 对 指标 ik 和 7,m 对 称 (但 对 于 i 讼 对 和 lm 对 的 交换 不 
对 称 ) 的 无 量 纲 4 秩 张 量 . 在 居 里 点 附近 , 按 矢 量 M 的 方向 余弦 阶 数 的 展开 
与 按 其 分 量 阶 数 的 展开 等 价 , 量 airwm/M? 趋 于 一 常数 极限 . 

在 计算 张 量 aikim 的 独立 分 量 数目 时 , 应 当 注 意 到 (42.1) 式 中 以 组 合 m2 十 
m2 十 m2 形式 包含 m 的 分 量 的 那些 项 与 m 的 方向 无 关 , 故而 可 以 从 磁 弹 性 
能 中 消去 @. 考虑 这 点 以 后 , 我 们 发 现 立 方 晶 体 的 磁 弹 性 能 具有 两 个 独立 系 

@ 与 此 相 联系 而 产生 的 选择 aikim 的 某 种 任意 性 , 只 不 过 反映 了 选择 mm 的 方向 是 
有 条 件 的 , 在 做 这 种 选择 时 (无 外 界 机 械 力 施加 在 物体 上 ), 我 们 认为 晶体 没有 形变 . 
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数 , 我 们 可 将 其 写 为 : 





Um_el = 一 al(azz7n2 十 oyymy + ozzm2) 
—2a2(gzymzimMmy 十 orzMzmMz + OyzMyMz). (42.2) 
将 8 对 相应 的 分 量 cix 求 微 商 , 即 得 到 形变 张 量 : 
ey DG6 
ik 一 Bai 


同时 $ 中 也 应 当 包 含 通常 的 弹性 能 ( 带 相反 的 符号 见 817 的 第 一 个 脚注 ). 
对 于 立方 晶体 , 通常 的 弹性 能 具有 3 个 独立 弹性 系数 , 可 以 表示 为 


H1 : 
Ua = (czo 半 0 定 022) 


+ 人 (0 i M3(o2, 十 02, 十 oo (42.3) 
其 中 jp2, 13 为 正 . 对 于 形变 张 量 , 我 们 得 到 @ 
uzz = (M1 十 Hajazz 十 Ha(aywy 十 azz) + a1m?, 


(42.4) 
Uzry = KH307y 十 QoMzrmMy 


其 他 的 分 量 与 此 类 似 . 
这 些 公式 中 包含 了 所 考察 的 磁场 值 范 围 内 的 所 有 磁 致 伸缩 效应 . 特别 是 
在 没有 内 应 力 时 , 由 公式 


2 
Uzz = QMmz, Uzy = Q2772z7700) (42.5) 


确定 磁化 强度 方向 改变 所 引起 的 形变 变化 . 我 们 记得 , 由 于 m 方向 是 在 假定 
不 存在 形变 的 条 件 下 选取 的 , 所 以 在 这 个 意义 上 形变 的 大 小 也 是 有 条 件 的 . 

由 具体 问题 (如 压缩 晶体 ) 的 解 所 确定 的 应 力 张 量 的 数量 级 为 o ~ a 
其 中 a 和 分 别 具 有 相应 的 aipwm 的 系数 和 弹性 系数 的 量 级 . 在 这 一 意义 上 ， 
磁 弹 性 能 ( 指 单位 体积 的 磁 弹 性 能 ) 是 一 个 量 级 为 a2/1 的 量 . 系数 a 是 相对 
论 自 旋 - 自 旋 相互 作用 的 一 阶 量 , 因此 磁 弹 性 能 就 是 其 二 阶 量 . 在 单 轴 晶 体 中 
各 向 异性 能 是 相对 论 相 互 作用 的 一 阶 量 , 故 按 理 它 远 大 于 磁 弹 性 能 . 而 在 立方 
晶体 中 , 各 向 异性 能 是 相对 论 相 互 作用 的 二 阶 量 , 因此 在 这 个 意义 上 , 一 般 而 
言 它 可 与 磁 弹 性 能 相 比 拟 @. 与 此 相关 , 有 可 能 需要 同时 考虑 两 种 形式 的 能 
量 (例如 在 研究 磁化 曲线 时 ), 这 将 使 问题 大 为 复杂 化 . 

， @ 对 吾 求 微 商 时 , 应 当 留 心 817 习题 中 的 第 1 个 脚注 . 
@ 不 过 在 立方 晶体 中 , 磁 弹 性 能 有 可 能 远 小 于 各 向 异性 能 . 例如 , 对 于 铁 (室温 下 ) 
二 者 之 比 ~ 10-2 
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我 们 现在 来 研究 磁体 在 非常 强 的 磁场 (五 六 4xM) 中 的 磁 致 伸缩 , 在 这 
样 强 的 磁场 中 各 向 异性 能 变 得 不 再 重要 而 旦 不 再 有 人 磁 畴 结构 , 于 是 可 以 认为 
Ad 的 方向 与 且 的 方向 相同 . 

由 于 忽略 了 各 向 异性 能 , 晶体 的 具体 对 称 性 变 得 不 再 重要 , 故而 以 下 的 这 
些 公 式 适用 于 任何 的 铁 磁 体 . 

将 物体 置 于 均匀 外 磁场 与 中 . 其 总 热力 学 势 J 由 式 


f=-M:$5=—MVS (42.6) 


给 出 , 其 中 NM = MV 为 沿 外 磁场 方向 均匀 磁化 的 物体 的 总 磁 矩 , 这 里 我 们 略 
去 了 与 磁场 无 关 的 项 fi. 对 物体 体积 平均 的 形变 张 量 由 下 式 给 出 ; 





从 而 





(42.7) 


因此 , 形变 由 磁化 强度 对 内 应 力 的 依赖 性 所 确定 
在 晶体 立方 对 称 的 情况 下 , 所 有 表征 其 性 质 的 二 秩 对 称 张 量 均 归 结 为 一 
个 标量 乘 以 bw. 这 也 适用 于 张 量 9(YM)/6cix, 在 这 种 情况 下 , 磁 致 伸缩 形变 
归结 为 均匀 压缩 或 均匀 膨胀 . 
如 果 我 们 仅 对 物体 的 总 体积 变化 5V 感 兴趣 , 则 其 可 直接 由 对 压强 求 
微 商 得 到 : 
0 o(MV 
NE Ge 
其 中 忆 应 当 理 解 为 均匀 作用 于 物体 表面 的 压强 


(42.8) 





习 题 
1. 试 求 出 铁 磁 立方 面体 依赖 于 磁化 方向 m 和 测量 方向 邑 的 相对 伸 长 . 
解 : 在 单位 矢量 nn 方向 的 相对 伸 长 可 通过 形变 张 量 用 下 式 表 示 : 

al 


7 = UikNiNk- 


将 (42.5) 式 中 的 wiy (无 内 应 力 ) 代入 上 式 后 , 我 们 得 到 
al 


2,2 > 2, 2 
2 ai(mzini+t mymny 十 minz) 十 aamzmynany 十 MoMmzNnanz 十 MyManynz). 





@ 这 里 所 指 的 是 812 节 定 义 的 $. 当 物 体 的 形变 显著 地 非 均匀 时 ,这 一 定义 不 适用 . 
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我 们 记得 , 这 个 量 本 身 并 没有 绝对 意义 , 只 有 该 量 在 mm 和 nn 的 不 同方 向 的 取 
值 之 差 才 有 绝对 意义 .例如 ,如果 mm 指向 工 轴 方向 , 则 3/ 沿 工 轴 和 ?2 轴 取 值 
之 差 等 于 al. 如 果 m 的 指向 是 沿 着 一 条 空间 对 角 线 , 则 81]/ 在 这 个 方向 的 取 
值 与 沿 着 其 他 三 条 空间 对 角 线 取 值 之 差 为 4qa2/9. 

2. 一 铁 磁 性 椭 球 处 于 外 磁场 1 和 ~ 471M 中 , 外 磁场 方向 与 该 椭 球 的 一 个 轴 
平行 . es 试 确定 铁 磁 椭 球 在 磁 致 伸缩 下 的 体积 改变 中 . 

解 : 在 忽略 各 向 异性 能 情况 下 , 磁 畴 结构 的 存在 区 域 由 不 等 式 B < 4rM 
( 当 瑟 = 0 时 ) 确定 (其 es 参见 841). 在 椭 球 中 nB 十 
(1 一 n) 互 = $5, 并 令 卫 =0, 我们 发 现在 


$F < 4T7AI 


的 情况 下 存在 磁 暑 结构 . 此 时 nB = 4mrmj = 性 , 也 就 是 说 平均 磁化 强度 


二 
M = 机 站 
由 此 得 出 热力 学 势 
= 有 $2 


0 
倘若 和 1 > 4rmAT, 则 椭 球 完全 沿 磁 场 磁 化 ; M = M. 此 时 


$= —MIV +2mM2Vmn (2) 


(5 二 4xMn 时 ，(1) 式 与 (2) 式 相同 ). 
所 寻求 的 体积 改变 可 通过 取 荔 对 压强 的 微 商 得 到 : 





_ $0V 凯 
57Y = 当 秃 < 4rmAz 时 
_ .9CMT) 8(M2V) 
SV =-5 gp 十 2mm 一 PP 当 届 > 4rmAM 时 . 


当 5 污 4xnM 时 , 我 们 回 到 正文 中 所 导出 的 (42.8) 式 . 
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如 841 中 所 述 , 铁 磁体 必须 具有 磁 畴 结构 ( 亦 即 必须 分 化 为 许多 具有 不 同 
磁化 强度 肥 向 区 域 ) 的 状态 的 范围 非常 广泛 . 这 特别 适用 于 那些 没有 处 于 外 磁 
场 中 的 铁 磁 体 . 





@ 在 单 轴 猴 磁体 中 , 当 与 ~ 4rM 时 应 当 考虑 各 向 异性 能 , 但 在 立方 晶体 中 不 必 这 
样 做 . 
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从 热力 学 观点 来 看 , 相 邻 的 磁 畴 是 具有 各 自 自 发 磁化 方向 的 不 同 的 铁 磁 
体 相 . 我 们 首先 来 考察 不 同 相 之 间 边 界 (或 所 谓 的 畴 壁 ) 的 性 质 何 以 会 如 此 并 
确定 其 表面 张力 ( 朗 道 , 栗 弗 席 效 ,1935). 

相 之 间 的 边界 实际 上 是 一 个 很 狭窄 的 过 渡 层 , 其 中 一 个 磁 畴 的 磁化 强度 
方向 连续 地 改变 到 另 一 个 磁 畴 的 磁化 强度 方向 . 这 一 层 的 “宽度 ”以 及 M 在 
其 中 的 变化 进程 决定 于 热力 学 平衡 . 此 时 还 必须 计 及 与 磁化 的 非 均 匀 性 相关 
的 附加 能 量 . 对 这 一 非 均匀 能 做 出 最 大 贡献 的 是 交换 相互 作用 . 从 宏观 的 观 
点 来 看 , 它 应 当 通 过 1M 对 坐标 的 微 商 来 表示 . 假设 M 的 方向 的 梯度 很 小 , 这 
可 以 用 普遍 的 形式 做 到 ; 这 个 条 件 意 味 着 磁 矩 方向 的 重大 改变 是 在 大 于 原子 
间距 离 的 尺度 上 发 生 的 . 现 有 情况 下 这 个 要 求 显然 满足 , 因为 相 邻 原子 磁 和 矩 方 
向 的 重大 改变 将 会 导致 交换 能 的 大 大 增加 , 在 热力 学 上 不 利 . 

我 们 用 符号 Uaon_u 来 表示 非 均 匀 性 能 量 密度 . 根据 时 间 反 演 对 称 性 (这 
一 操作 改变 矢量 M 的 正 负 号 , 而 要 求 能 量 保持 不 变 ) 的 要 求 , 在 其 级 数 展开 
中 不 可 能 包含 形 如 air(M)9Mi/9zx 的 线性 项 . 晶体 的 对 称 性 可 以 允许 那些 含 
有 矢量 M 的 分 量 与 导数 9Mi/6xn 乘积 的 项 存在 . 我 们 现在 感 兴趣 的 是 非 均 
匀 性 的 交换 能 ; Caon_u 中 的 相应 的 项 应 当 是 相对 于 M 在 整个 空间 (在 不 变 坐 
标 系 中 ) 同时 作 同 样 转动 的 不 变量 . 此 时 上 面 所 说 的 带 乘积 的 项 只 能 具有 

ai(M) MS = sa(M) -VM? 
的 形式 . 但 是 , 即使 允许 矢量 MT 在 晶体 中 不 仅 有 方向 改变 而 且 有 大 小 的 变化 ， 
这 些 项 也 不 可 能 有 任何 非 均匀 性 能 量 的 意义 . 原因 在 于 , 具有 真正 的 热力 学 意 
义 的 不 是 Caon-u 之 值 本 身 , 而 是 其 对 物体 体积 的 积分 ; 而 在 作 此 积分 时 , 上 述 
项 的 结果 只 依赖 于 物体 表面 上 的 磁化 强度 , 而 与 磁化 强度 在 物体 体积 中 的 变 
化 程度 无 关 ®@. 

基于 同样 的 理由 , 可 以 不 将 与 M 对 坐标 的 二 次 微 商 成 线性 的 项 写 人 
Uvon_u 下 一 阶 小 量 的 项 中 , 因为 对 体积 积分 后 它们 将 成 为 一 阶 导 数 的 平方 表 
示 式 . 而 一 阶 导 数 的 平方 表示 式 是 非 均匀 性 交换 能 展开 的 主要 非 零 项 . 

这 些 项 的 最 一 般 形 式 是 


局 二 ,二 Q 大 -人 (43.1) 








其 中 aik 是 对 称 张 量 , 为 了 使 铁 磁 序 稳定 , 这 一 表达 式 必 须 是 正定 的 , 也 就 是 
说 张 量 aik 的 主 值 必须 者 是正 的 .在 立方 晶体 情况 下 张 量 aax 约 化 为 标量 
@ 这 表明 标量 Ceon-u 应 当 以 这 样 的 方式 构成 , 即使 得 “磁性 的 " 和 “坐标 的 " 矢量 
下 标 各 自 交 换 , 而 相互 不 交换 . 
@ 但 是 , 最 体 对 称 性 可 以 允许 非 交 换 性 质 的 airrMi8Mx/9z1 形式 的 项 存在 , 这 导致 
晶体 中 铁 磁 有 序 特征 的 改变 , 参见 852. 
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(Qi = QOik,Q > 0)， 于 是 © 
aoM OoM 


Ui TB (43.2) 
在 单 轴 品 体 情况 , aix 有 两 个 独立 分 量 , 其 非 均匀 性 交换 能 的 形式 为 
_al/o9M\” /9M\| as [MA 
Unon—u ce 2 ( 侣 ) 二 (党 ) 二 2 (党 ) , (43.3) 


这 里 我 们 要 强调 , 远离 居 里 点 时 , 应 将 表达 式 (43.1) 一 (43.3) 看 作 是 单位 
矢量 mm = M/M 而 不 是 磁化 强度 M 自身 的 导数 的 寡 级 数 展开 . 只 有 在 居 里 
点 附近 时 , 它们 才 成 为 磁化 强度 M 的 导数 的 窜 级 数 展 开 . 与 此 相应 , 在 朗 道 
理论 的 框架 内 , 这 些 表 达 式 的 系数 oik 在 T 了 一 工时 应 当 趋 向 不 为 零 的 有 限 值 
(关于 涨 落 在 这 方面 的 作用 , 参见 847). 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 易 磁 化 轴 型 单 轴 晶 体 的 不 同 相 之 间 的 分 界面 ， 
此 时 假定 M 平行 (或 反 平 行 ) 于 易 磁 化 轴 (z 轴 ). 

过 渡 层 的 结构 由 其 总 自由 能 取 极 小 值 确定 @. 此 时 , 交换 能 的 作用 是 使 
过 渡 层 厚度 增加 (即使 得 M 方向 在 其 中 的 变化 更 平缓 ), 而 各 向 异性 能 的 作用 
与 之 相反 , 因为 M 与 易 磁化 方向 的 总 偏离 使 各 向 异性 能 增加 . 

取 z 轴 垂 直 于 过 渡 层 平面 ; WM 的 分 布 仅 依赖 于 这 一 坐标 . M 沿 过 渡 层 厚 
度 的 转动 应 当 发 生 在 yz 平面 上 , 亦 即 处 处 有 Mj = 0. 这 点 可 由 以 下 的 简单 思 
考 看 出 来 . 单 轴 晶 体 中 的 非 均匀 性 能 和 各 向 异性 能 一 般 与 磁化 强度 在 哪 一 个 平 
面 发 生 反 转 无 关 . 非 零 Mz 分 量 的 存在 不 可 避免 地 会 导致 磁场 产生 , 而 与 此 相关 
的 附加 磁 能 的 出 现 显然 在 热力 学 上 不 利 . 事实 上 , 由 方程 divB = dBs/dr=0 
得 出 沿 过 渡 层 有 Bs = const, 而 由 于 在 磁 畴 深 处 Mz = 0, = 0, 故 处 处 
Bs = 0. 因此 与 分 量 Ma 关 0 一 起 还 应 当 出 现场 有; = -4xM. 故 在 自由 能 让 
中 相应 地 出 现 一 项 ®@ 





H2? HH? 
-MH -sr = Bi > 0 


令 0 为 M 与 z 轴 之 间 的 夹 角 , 则 AM 的 各 分 量 为 : 
Mz:=0, M,= Msing, M;= Mocos0. 


数量 级 为 (例如 , 对 于 铁 ) a ~ 10-12cm. 

@ 在 忽略 磁 致 伸缩 的 情况 下 , 没有 必要 区 分 自由 能 多 和 热力 学 势 $. 如 果 指 的 是 
考虑 非 均 匀 形 变 的 弹性 能 和 磁 弹 性 能 (在 某 些 情况 下 这 是 必要 的 , 见习 题 2), 则 应 当 讲 
总 自由 能 . 这 方面 应 当 记 住 , 介质 平衡 方程 正 是 通过 将 总 自由 能 对 形变 矢量 v 的 分 量 
变 分 而 得 到 的 ( 试 比较 815 末尾 所 述 对 液体 的 结论 : 平衡 方程 了 = 0 是 通过 令 变 分 5 多 
等 于 零 得 到 的 ). 

© 准确 地 说 , 在 当前 情况 下 应 当 考 虑 热力 学 势 下 -一 与 844 末 对 照 . 在 给 定 值 

n = Bz 时 , 这 个 势 应 当 相 对 于 Ms 或 Hs 有 极 小 值 .但 在 Bs = 0 时 , 关 和 屎 相同 . 
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非 均 匀 性 能 (43.3) 与 各 向 异性 能 (41.1) 之 和 由 积 4 


3 2 oo 


给 出 (其 中 斜 撤 表示 对 z 求 导 ). 自由 能 中 的 其 他 项 与 过 渡 层 结构 无 关 , 故 可 略 
去 不 计 . 
为 了 确定 使 这 个 积分 取 极 小 的 函数 bg(z), 我 们 写 出 相应 的 欧 拉 方程 


Q10”" — Bsinb cos0 = 0. 


假定 过 渡 层 的 厚度 比 磁 畴 宽度 小 得 多 , 我 们 可 将 这 个 方程 的 边界 条 件 写 为 以 
下 形式 : 


0(+oo) =0， 0(-0%)= Nn 0(+00)=0. (43.5) 


这 些 条 件 表示 了 这 样 一 es 即 相 邻 磁 畴 被 磁化 到 彼此 相反 的 方向 上 . 满足 
这 些 条 件 的 欧 拉 方程 的 第 一 积分 为 2 


0 sin2g=0. (43.6) 
Ql 


对 其 再 次 积分 , 我 们 得 到 


cos0 = tanh (V2) (43.7) 
ad 


该 式 即 可 确定 磁化 强度 在 过 渡 层 中 的 变化 进程 . 过 渡 层 的 宽度 6 ~ Vaay/6. 
计 及 等 式 (43.6) 后 , 积分 (43. 4) 变 成 


oo 四 T = 
M?a1 让 02dz = M2VaiG | sin0d0 = 2M? Vaip. 
一 co 0 


如 果 将 磁 畴 之 间 的 分 界面 看 作 几 何 面 的 话 , 上 面 这 个 量 就 相当 于 形成 边界 所 

必须 的 表面 张力 . 将 磁 畴 壁 的 表面 张力 表示 为 M?A, 其 中 A 具有 长 度量 网 . 
此 时 

从 三 之 Qa10. (43.8) 

@ 如 果 注 意 到 (43.4) 式 中 的 积分 具有 粒子 在 势能 场 -8sin?9 中 作 一 维 运动 的 作用 


量 积分 的 形式 (其 中 9 起 坐标 的 作用 , x 起 时 间 的 作用 )， 这 个 表达 式 当 然 可 以 马上 (不 
必 借 助 欧 拉 方 程 ) 写 出 来 . 此 时 (43.6) 式 表 示 “能 量 守 人 恒 ” 
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习 题 


1， 立 方 铁 磁 体 的 易 磁 化 轴 沿 着 立方 体 的 三 条 棱 (分 别 为 z, yz 轴 ), 磁 时 
平行 或 反 平行 于 z 轴 磁 化 , 而 磁 畴 壁 (a) 平行 于 (100) 面 分 布 ; (b) 平行 于 (110) 
面 分 布 . 试 确定 两 种 情况 下 磁 时 壁 的 表面 张力 ( 卫 . M. 采 党 席 兹 , 1944; 工 . 奈 尔 
1944). 

解 : (a) 磁 暑 壁 平行 于 yz 平面 , 其 中 所 有 物理 量 只 依赖 于 z 坐标 , 矢量 
AM 在 yz 平面 转动 (本 节 正 文中 有 关 单 轴 晶体 的 论证 , 尚 需 加 上 AM 从 yz 平 
面 的 偏离 在 此 情况 下 将 会 导致 各 向 异性 能 的 增加 ). 略 去 磁 致 伸缩 能 , 对 非 均 
习性 能 使 用 (43.2) 式 , 对 各 向 异性 能 使 用 (40.7) 式 (其 中 = BM?/2), 我 们 得 
到 磁 暑 壁 的 自由 能 的 形式 为 
(a0? 十 Bsin2gcos20)dqz 
(9 为 M 与 z 轴 之 间 的 夹 角 )， 满足 边界 条 件 (43.5) 的 此 一 泛 函 极 小 化 问题 
的 欧 拉 方程 的 第 一 积分 为 : 


ab2 — Bsin? 0 cos?0 = 0, 


0 = Ssindl cos0| 
a 


cosb 写 为 |cosb| 后 , 我 们 就 保证 了 角度 9 在 过 渡 层 中 的 单调 变化 ). 这 个 
程 没有 可 以 措 写 有 限 厚度 磁 暑 壁 的 解 (要 做 到 这 点 必须 计 及 磁 怪 伸缩 能 , 见 
Se 


2 
Aldoo) = VaB-2 5.2 矿 sin0 cos0d0 = Vapb. 


(b) 畴 壁 通过 > 轴 , 与 x 轴 和 Y 轴 各 成 45°%， 为 避免 出 现 可 观 的 磁场 必须 尽 可 
能 将 1M 保持 在 壁 平面 内 . 然而 在 此 情 Re ed Rh eh 
壁 平面 . 但 是 由 于 我 们 假定 了 立方 晶体 中 各 向 异性 能 很 小 , 这 一 偏离 也 将 很 小 
并 可 在 相当 精确 的 程度 上 略 去 . 此 时 


或 者 


M: = My = 声 smb M;, = AMcos0 


(此 处 日 仍 为 M 与 z 轴 的 夹 角 ), 各 向 异性 能 为 


2 
sin2 0(3 cos2 0 + 1). 





Unon—u 一 
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我 们 可 以 立即 写 出 变 分 问题 欧 拉 方程 的 第 一 积分 为 : 
0? = Asin? 0( cog 0 + B), (1) 


其 中 4 = 36/(4a),B = 1/3, 搬 号 表示 对 垂直 于 磁 畴 壁 平面 的 坐标 (我 们 用 字 
母 《 表示 ) 的 导数 . 由 此 出 发 ,重新 考虑 条 件 (43.5), 我 们 得 到 畴 壁 结 构 的 方程 





sinhé VAI +B) = V He cotl, (2) 
亦 即 
sinh i = 2 cot 0. 
Qa 
至 于 表面 张力 , 我 们 得 到 
人 = aVA{VITB+ Bansin | (3) 


也 就 是 说 ,在 A 和 B 取 上 述 值 时 : 
Al110) 3 1.38V aDd. 


2. 试 求 (100) 平面 的 时 壁 的 结构 , 其 表面 张力 已 在 习题 1 (a) 中 算出 (E. 
M. 栗 弗 席 效 ,1944). 

解 : 前 已 指出 , 这 一 畸 壁 的 有 限 宽度 值 只 有 在 计 及 磁 致 伸缩 能 时 才 可 得 
到 . 壁 的 结构 由 其 自由 能 多 取 极 小 值 确定 , 自由 能 密度 所 应 当 用 wk 表示 ( 参 
见 843 第 4 个 脚注 ). 相应 的 磁 弹 性 能 和 弹性 能 具有 与 (42.2) 和 (42.3) 类 似 的 
形式 , 不 过 系数 不 同 : 


Ui = 6(Uymny + Uzzsm?) + 2b2tyz mymz, 
A 
2 
(此 处 已 经 令 ms = 0). 
与 磁化 强度 分 布 一 样 , 过 渡 层 中 的 形变 也 只 依赖 于 T. 由 此 可 知 , 位 移 拓 
量 取 的 加 z 分 量 应 当 具 有 Mt = const XYy,uz 二 const Xz 的 形式 . 假如 用 x 的 区 
数 代 替 这 里 的 const, 那么 Uzy,Uzz 将 会 是 或 者 z 的 函数 . 因此 ,Uyy, Uzz, Uyz 
均 为 常数 . 进而 , 从 弹性 平衡 的 普遍 方程 Boik/8zk = 0 得 出 , oi = 0; 由 于 在 
ZX 二 土 oo 时 没有 形变 , 故 应 当 有 oik = 二 0, 所 以 处 处 ozz = azy = 0zz = 0. 把 
这 些 应 力 张 量 的 分 量 按 公式 oik = 9F/Buik 作为 导数 算出 , 我 们 得 到 : way = 
Uzz 二 0,Uzz = const. 这 样 一 来 , 所 有 的 vik 都 是 常数 . 因此 足以 计算 它们 在 


入 
Ual = (uz ss gy 未 uz,) 示 人 2 


9 (Uzz + Uyy + Uzz)? + Xs(u2 + 2 + Uy,) 
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无 穷 远 处 的 值 , 在 无 穷 远 处 , 所 有 的 oi = 0, 而 my = 0,ms = 土 1， 由 等 式 
Gyz 二 0,0zz 一 0yy 三 0 我 们 求 得 
bl 


Uyz =0, Uyy— Uzz = Oo. 


和 1 
从 Un_ el 和 Uel 中 消去 常数 项 , 我 们 发 现在 [ion-u 十 Uaniso 之 和 中 还 应 当 加 上 
一 项 


DA = 好 sin2 0 
Im 一 el 一 Ni * 


最 终 确定 g(z) 依赖 关系 的 问题 归结 为 求解 方程 (1), 其 中 现在 
b 2 好 
Qa P= HM 

表征 磁 弹 性 能 与 各 向 异性 能 之 比 的 常数 妃 很 小 中 .在 (3) 式 中 令 忆 =0, 我们 
得 到 在 习题 1 (a) 中 已 知 的 A(100) 之 值 . 从 (2) 式 我 们 求 得 磁化 强度 在 时 壁 中 


的 分 布 : 
M? 
sinh /2 £2 三 AS 2 cot 0. 


外 二 


aS a NOM? 
D~ 站 
主要 依赖 于 磁 致 伸缩 的 常量 @ 

3. 在 与 习题 2 同样 的 晶体 中 , 试 在 (a) 、(b) 两 种 情况 下 求 将 磁化 方向 在 
[001|] 和 [010| (z 轴 和 yy 轴 ) 的 磁 畴 分 开 的 磁 畴 壁 的 表面 张力 ，(a) 磁 时 壁 平行 
于 (100) 平面 ; (b) 磁 暑 壁 平行 于 (011) 平面 ，(C. B. 给 索 夫 斯 基 , 1944; 工 . 奈 
尔 , 1944) 思 

解 : 两 种 情况 下 的 磁 弹 性 能 都 可 以 忽略 不 计 . 

(a) 在 这 一 情况 下 , 矢量 1M 在 yz 平面 内 转动 . 与 习题 1 (a) 的 区 别 仅 在 
边界 条 件 上 : 

0(_o0) =0, g(+po) ~ 3 9 (+20) =0 


tanb = exp (VE) 


包 例如 , 对 于 室温 下 的 铁 B x 2 x 10-3. 

加 当 一 0 时 我 们 所 研究 的 180 度 ( 指 M 在 其 中 转动 的 角度 ) 畴 壁 被 ! = r/2 趋 
于 无 穷 的 区 域 分 裂 成 两 个 90? 畴 壁 . 

加 在 立方 晶体 中 ! 林 同 于 单 轴 唱 体 , 见 5344 第 ?个 脚注 ) 90? 的 了 畴 壁 是 真正 的 相 之 
间 的 分 界面 , 因为 两 个 磁 畴 都 是 稳定 相 , 其 中 的 每 一 个 都 在 易 磁 化 方向 磁化 . 


暑 竖 结构 由 解 
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描写 , 而 表面 张力 为 
Ag = 5Va5 
仅 有 180 度 壁 的 一 半 ， 

(b) 除 晶 体 学 轴 x,y,z 之 外 ,如 图 22 所 示 我 们 引入 轴 Xx,n,C (Zz 轴 王 直 于 
图 面 , 箭头 代表 被 二 0 平面 分 开 的 磁 畴 中 的 M 的 方向 ). 1M 在 过 渡 层 中 族 
转 ， 画 出 绕 n) 轴 的 半 个 圆锥 ; 此 时 1M = const = 1/V2, 因此 divM = MI = 0， 
( 搬 号 表示 对 求 导 ). 以 只 表示 MT 在 xC 平面 的 投影 与 C 轴 之 间 的 夹 角 (wp 角 
的 取 值 范围 为 0 至 Ti). 此 时 








.| mp Sin 
7 V2 C V3 ) 7 V3 ) 
1 一 coS % ] 十 cogs % 
my 二 2 ) WY 5 














aa BM? /, 3 
Unon-u = 4 Bs .Unig sin2 op 一 5 sint wy | . 








我 们 求 得 表面 张力 为 


/7 n 1/2 
入 io) 二 - 2/ sing LE 一 Ssin? | dg 


_ VoB 5 = _ ,a VOB 
= 人 =1.713- 3 

4. 如 果 磁 畴 之 间 的 过 渡 不 是 通过 NM 的 旋转 而 是 通过 改变 1M 的 大 小 实 
现 的 ( 即 当 M 通过 零 后 1M 的 符号 就 改变 而 实现 的 ), 试 求 单 轴 唱 体 中 磁 畴 壁 
的 表面 张力 . 自由 能 对 M 的 依赖 关系 (在 百 =0 时 ) 取 与 接近 居 里 点 情况 对 
应 的 (39.3) 式 的 展开 形式 (B. A. 日 尔 诺 夫 , 1958). 
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解 : 在 整个 过 渡 层 中 Ms。 = M 且 沿 重 直 于 壁 平面 的 z 轴 变 化 . 计 及 非 均 
匀 性 能 的 自由 能 密度 为 : 
F=F-|AM?+BM+ HM?. (1) 
用 Mo 表示 磁 畴 内 部 的 磁化 强度 平衡 值 : M8 = |4|/2B ( 见 (39.5) 式 ). 引入 夭 
量 m 一 M /Mo(m 关 1), 我 们 可 将 时 壁 的 自由 能 写 为 以 下 形式 : 
Am / -m+ dz 


(下 中 的 相 加 常数 选 得 使 在 磁 畴 内 部 已 趋 于 零 ). 这 个 积分 的 极 小 化 应 当 在 边 
界 条 件 

m(+%)=1, m(-%)= -1, m(+t%)=0 
下 进行 . 这 一 变 分 问题 的 欧 拉 方程 的 第 一 积分 为 


Ca DO (1 一 


14| 


4 
ma(Z) = tanh i 
V ad 


计算 积分 给 出 表面 张力 M3A, 其 中 


人 = SVaald (2) 


这 里 所 研究 的 畴 壁 结构 原则 上 可 出 现在 离 居 里 点 足够 近 处 (假如 在 了 一 到 时 
B/|4| 趋 于 无 穷 ), 在 该 处 矢量 RM 的 大 小 变化 比 拓 量 偏离 易 磁 化 方向 在 能 量 上 
更 为 有 利 . 


844 铁 磁 体 的 磁 畴 结构 


现在 我 们 回 过 头 来 解释 磁 畴 的 具体 形状 和 尺度 ®@. 

有 关 磁 畴 之 间 分 界面 形状 的 某 些 结论 可 直接 由 磁场 的 边界 条 件 给 出 . 由 
于 相 邻 磁 畴 的 磁场 强度 玉 是 一 样 的 , 于 是 磁感应 强度 法 向 分 量 Bn 连续 的 条 
件 归 结 为 Mn 连续 . 在 单 轴 晶 体 中 , 不 同 磁 畴 的 磁化 强度 的 差别 在 于 Ms, My 


@ 磁 畴 的 概念 最 早 是 由 P. 外 斯 引入 的 (1907). 磁 畴 的 热力 学 理论 由 工 . I. 朗 道 和 
E. M. 栗 弗 席 效 给 出 (1935). 


由 此 我 们 得 到 
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相同 而 Ms 反 号 . 在 这 些 条 件 下 ,Mn 连续 意味 着 , 分 界面 应 当 平行 于 z 轴 , 亦 
即 易 磁 化 轴 . 

热力 学 平衡 的 磁 畴 的 形状 和 尺度 由 总 自由 能 取 极 小 值 确定 . 它们 主要 依 
赖 于 物体 的 具体 形状 和 尺度 . 在 铁 磁体 形状 为 平行 平面 体 的 最 简单 的 情况 下 
的 磁 畴 , 原则 上 可 以 取 从 物体 的 一 个 表面 穿 过 物体 到 达 其 另 一 个 表面 的 平行 
层 形 状 . 下 面 我 们 将 专门 讨论 这 种 结构 . 

磁 畴 间 所 有 新 边界 的 产生 均 导 致 总 表面 张力 能 量 的 增加 . 这 个 因素 的 作 
用 当然 是 使 磁 畴 数目 减少 , 亦 即 增加 磁 畴 厚度 . 在 磁 畴 向 其 伸展 的 物体 外 表面 
附近 , 剩余 能 起 相反 的 作用 . 在 物体 内 部 磁场 五 = 0, 因为 矢量 M 处 在 易 磁 
化 方向 , 各 向 异性 能 也 等 于 零 . 但 在 表面 附近 情况 发 生变 化 . 

在 磁 各 向 异性 能 大 和 小 这 两 种 极限 情况 下 , 磁 畴 出 现在 物体 表面 的 特征 
不 同 . 此 时 各 向 异性 能 的 自然 量度 不 是 (41.1) 式 中 的 6 本 身 而 是 B/4r. 这 点 
可 由 单 轴 铁 磁体 横向 磁 导 率 的 表达 式 Uzz =1+4r/6 中 看 出 (参见 (41.7) 式 ). 

在 磁 各 向 异性 能 大 的 情况 下 , 磁 畴 层 应 当 以 M 方向 不 变 的 方式 伸展 到 
物体 表面 ( 见 图 23 (a), 为 简单 起 见 我 们 假设 平行 平面 体 的 表面 垂直 于 易 磁 化 
方向 ). 然而 此 时 在 表面 附近 产生 了 磁场 , 这 种 磁场 透 入 周围 空间 和 透 入 物体 
内 部 的 距离 约 为 层 厚度 a 的 量 级 . 

在 各 向 异性 能 很 弱 的 相反 情况 下 , 更 为 有 利 的 是 这 样 一 种 磁化 强度 分 布 ， 
即 以 M 偏离 易 磁化 方向 为 代价 , 排除 磁场 的 产生 . 在 互 =0 时 ,应 当 处 处 有 
divB = 4rdiv M = 0, 而 且 在 磁 畴 的 所 有 边界 上 和 物体 的 自由 边界 上 , Mn 应 
当 连 续 . 这 可 以 通过 产生 三 角形 截面 的 闭合 畴 来 达到 ( 见 图 23 (b) ), 在 这 些 磁 
睹 中 磁化 强度 平行 于 物体 表面 . 这 些 区 域 的 总 体积 以 及 其 中 的 各 向 异性 能 都 
正比 于 层 的 厚度 a%. 

因此 , 在 所 有 情况 下 , 磁 畴 出 现在 物体 表面 都 与 多 余 能 量 的 产生 有 关 , 磁 
团 厚 度 越 厚 , 多 余 能 量 武大 , 内 此 这 个 能 量 的 作用 是 使 磁 畴 “ 变 薄 ”. 

最 后 形成 的 磁 畴 的 厚度 由 畴 壁 表面 能 和 磁 畴 出 现在 表面 的 “突现 能 "* 这 
两 个 相互 对 立 的 倾向 的 博弈 所 决定 . 平板 中 磁 畴 (平行 平面 层 ) 的 数目 正比 于 

@ 应 当 强 调 指出 , 把 M 方向 相差 90° 的 区 域 分 开 的 基本 磁 畴 和 闭合 磁 畴 之 间 的 
边界 , 在 当前 情况 下 ( 亦 即 在 单 轴 品 体 中 ) 并 不 是 真正 意义 上 的 相 际 分 界面 . 这 一 点 可 
以 清楚 地 从 垂直 于 易 磁化 轴 (五 = 0 时 ) 的 磁化 强度 状态 本 身 不 稳定 而 且 并 非 物 质 的 
可 能 相 看 出 来 . 严格 地 讲 , 图 23 (b) 中 绘 出 的 磁化 强度 分 布 图 只 适用 于 6 一 0 的 极限 . 
在 小 量 6/4r 的 一 级 近似 下 已 显现 出 与 这 一 图 像 的 偏离 , 且 基 本 磁 畴 与 闭合 磁 畴 之 间 
的 过 渡 发 生 在 仅 为 磁 畴 宽度 a 的 8/4r 倍 的 距离 上 ; 此 时 出 现 磁场 ~ BM (但 这 并 没有 
反映 在 样品 表面 磁 畴 突现 能 的 估计 中 ) 

* 此 一 能 量 俄 文 文献 称 为 “anepauz euzo0a", 英文 文献 称 为 “energy of emergence”. 二 
者 的 原意 均 为 磁 畴 出 现在 物体 表面 时 产生 的 附加 能 量 , 过 去 的 中 译本 将 其 译 为 “脱出 
能 ” 似 不 妥 . 一 译 者 注 
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图 23 


1/a, 而 表面 张力 能 正比 于 分 开 磁 畴 的 分 界面 的 总 面积 , 亦 即 正比 于 lfa (其 中 
1 为 板 的 厚度 ). 突现 能 正比 于 a. 这 两 个 能 量 之 和 作为 a 的 函数 在 a 的 某 个 正 
比 于 Vi 的 取 值 处 达到 极 小 . 

例如 , 对 于 弱 各 向 异性 情况 (图 23 (a) ), 突现 能 (相对 于 平板 上 下 两 面 的 
单位 面积 ) ~ a6M?; 表面 能 等 于 M?Al/a (这 里 当然 假设 板 的 厚度 比 磁 畴 宽度 


大 ). 由 此 我 们 得 到 
a~ /Ss ~ V6. (44.1) 


因此 , 磁 畴 的 厚度 随 物 体 尺 度 的 增加 而 增长 . 但 是 这 种 增长 的 定量 规律 a x 11/2 
基于 磁 畴 厚度 为 常数 的 假设 , 显然 不 可 能 对 于 任何 ! 值 都 正确 . 原因 在 于 , 当 
磁 畴 向 物体 表面 伸展 时 其 厚度 不 可 能 超过 某 一 极限 值 ok, 这 个 极限 值 只 依赖 
于 铁 磁 体 本 身 的 性 质 而 与 物体 整体 的 形状 和 尺度 无 关 . 这 个 值 是 在 a 增加 时 
在 物体 表面 深度 ~ a 附近 磁 畴 分 裂变 得 热力 学 有 利 的 那 一 刻 确 定 的 . 因为 一 
个 磁 畴 的 突现 能 随 a? 增加 , 而 在 磁 畴 分 裂 时 产生 的 表面 张力 多 余 能 则 随 a 增 
加 , 所 以 , 这 一 时 刻 必 定 到 来 . 

这 样 我 们 的 结论 是 , 随 着 物体 的 尺度 以 及 由 此 而 来 的 磁 畴 厚度 的 增加 , 在 
磁 上 畴 接近 表面 时 必定 会 出 现 磁 畴 的 逐步 分 又 (E. M. 栗 弗 席 效 , 1944) @. 从 原 
则 上 讲 , 在 尺度 ! 充分 增 大 的 情况 下 , 分 叉 会 一 直 继 续 , 直到 在 表面 上 形成 的 
分 支 的 厚度 可 与 磁 畴 壁 厚度 6 相 比 . 

现在 我 们 来 确定 这 一 极限 情况 下 函数 a(!l) 的 依赖 关系 . 在 进行 估计 时 我 
们 假定 各 向 异性 很 弱 . 

@ 磁 畴 开始 分 又 的 长 度 ! 的 临界 值 强烈 地 依赖 于 磁 各 向 异性 的 特征 与 样品 表面 


相对 于 其 晶体 轴 所 处 的 位 置 . 对 磁 畴 分 又 初始 阶段 的 研究 , 见 Juprwuv E. M., 3T®. 
1945. T. 15. C. 97; J. Phys. USSR. 1944. v.8, p.337. 
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图 24 绘 出 了 磁 上 畴 分 叉 的 示意 图 . 人 磁 畴 的 突现 能 现在 与 尖 辟 状 们 畴 的 附加 
表面 能 以 及 与 因 分 又 的 结果 而 偏离 z 轴 的 M 有 关 的 各 向 异性 能 相 加 ; 现在 没 
有 了 三 角形 截面 的 闭合 畴 . 假定 循序 分 又 能 量 之 和 收敛 很 快 , 只 看 头 一 个 尖 臂 
就 已 足够 , 我 们 将 其 长 度 标 为 h 从 能 量 有 利 的 考虑 易 见 , 尖 辟 的 长 度 h 远 大 于 
其 厚度 (或 者 与 a 相当 量 级 的 量 ), 亦 即 其 边界 与 z 轴 的 偏 角 妇 ~ a/h < 1. 实际 
上 , 尖 臂 表面 能 ~ hM?A, 而 与 其 有 关 的 各 向 异性 能 ~ ha6M?20? ~ a38M?/h; 
这 两 项 能 量 之 和 (突现 能 ) 在 岂 ~ a38/A, 亦 即 





(44.2) 





时 取 极 小 值 (当然 这 里 假设 a > 0)， 此 时 突现 能 (相对 于 平板 单位 表面 积 ) 
~ a3/2M2VBA/a. 基本 磁 畴 边界 的 表面 能 ~ M?AlJa. 将 这 两 个 表达 式 之 和 
极 小 化 , 我 们 得 到 所 求 的 依赖 关系 : 


1/3 
a ~ 12/3 ( ~ (120)1/3 (44.3) 


(五 . A. 普 利 沃 罗 茨 基 , 1 970) 

在 结束 本 节 时 , 我 们 用 比 以 上 所 述 更 为 普遍 的 观点 来 考察 铁 磁体 的 相 平 
衡 条 件 : 现在 将 不 再 假设 在 两 种 相 内 矢量 互 的 所 有 分 量 相 等 (研究 弯曲 磁 畴 
边界 时 可 能 要 使 用 这 种 提 法 ). 

首先 , 需 要 满足 普遍 的 静 磁 条 件 (29.1 3 : 


Bni= Bn2, Hu = Hei, (44.4) 


Q@ 关于 磁 畴 分 又 的 思想 以 及 极限 规律 a x 12/3 的 结论 是 朗 道 在 应 用 于 超导体 中 间 
态 (857) 时 首先 提出 的 . 








844 铁 磁 体 的 磁 畴 结构 . 199 . 








这 些 条 件 是 麦克 斯 韦 方 程 div B = 0,rot 于 = 0 的 结果 . 但 除了 这 些 等 式 之 外 ， 
还 必须 满足 表示 相对 于 分 界面 移动 ( 沿 法 线 方向 ) 亦 即 相对 于 物质 从 一 种 相 
向 男 一 种 相 过 渡 的 热力 学 条 件 . 这 个 条 件 通过 两 种 相 中 相对 于 变量 B。 和 碾 ， 
的 热力 学 势 的 等 式 来 表示 ©. 为 了 找到 这 些 量 , 只 需 在 微分 dF (31.6) 的 表达 
式 中 (这 里 再 次 略 去 了 磁 致 伸缩 ) 将 乘积 -BB.dH 改写 为 


_B.dH =-B,.dH,- BdH, = -dB 厅 ) 一 万 .dB 十 万 dB 
由 此 十 分 清楚 , 所 需要 的 热力 学 势 (用 F' 表示 ) 是 


pl 
mW =P + BH (44.5) 
而 所 要 寻求 的 边界 条 件 为 
FI=F (44.6) 
(H. A. 普 利 沃 罗 茨 基 , M. HI. 阿 兹 贝 利 , 1969). 
习 题 


平行 平面 磁 时 在 不 改变 磁化 强度 方向 的 情况 下 向 铁 磁 体 表 面 重 直 伸 展 
(图 23 (a)), 试 确定 铁 磁体 表面 附近 的 磁场 能 

解 : 求 这 一 表面 附近 磁场 的 问题 等 价 于 如 下 静电 学 问题 : 一 平面 以 带 状 
方式 交错 地 带 有 面 密 度 为 吕 = 士 M 的 负电 荷 和 正 电荷 , 试 求 该 带电 平面 所 产 
生 的 电场 . 

令 物 体 表面 与 平面 z=0 重合 , 并 选 x 轴 重 直 于 磁 畴 平面 ，“ 面 电荷 密 
度 "a(Z) 是 周期 为 2a 的 周期 函数 人 为 磁 时 宽度 ), 它 在 一 个 周期 内 的 取 值 等 
思 

o=—-M( 当 -a<z<0 时 ),，o=+M ( 当 0<zx<a 时 ). 


函数 的 傅 里 叶 级 数 展 开 为 





一 (2 十 1)rz 4M 
一 Den sin 一 
rr Q T(272 十 1) 
场 的 势 满 足 拉 普 拉 斯 方程 
Op Ow 
DG 


我 们 来 寻求 以 下 形式 的 级 数 解 
) ee exp {TF(2n+ 1)=} 


这 一 论断 的 建立 类 似 于 通常 的 相 平衡 条 件 一 一 两 种 相 的 化 学 势 相等 的 推导 ,其 
ae 它们 在 两 种 相 里 是 相同 的 (参见 本 教程 第 开卷 881). 
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( 式 中 指数 的 正 负 号 分 别 对 应 于 z 光 0 与 z<0 的 半空 间 ). 系数 如 由 边界 条 件 


Op Op 





es 二 = 4no 
Oz z= 二 十 0 Oz Iz=—0 
确定 , 由 此 得 到 
bate= 24 加 
2 


所 要 求 的 场 能 可 以 用 在 “带电 平面 " 的 积分 3 | raf 得 出 , 单位 表面 面积 的 
能 量 为 








i 1 8aM? 之 7TaM? 
eg Ss nbn = -3 一 
i 用 = 5; 之 3 > 十 1) 元 C(3) 





由 (5 函数 之 值 6(3) = 1.202, 我 们 得 到 单位 表面 积 的 能 量 为 0.852M2a. 板 内 磁 
畴 的 宽度 由 能 量 和 
L7M2a + MO 


取 极 小 值 确定 , 其 中 第 一 项 为 板 上 下 两 面 的 突现 能 , 第 二 项 为 表面 能 . 由 此 得 
到 a 二 0.8VAl (C. 基 特 尔 , 1946). 


845 单 畴 粒子 


随 着 物体 尺度 的 减 小 , 磁 畴 的 形成 最 终 变 得 在 热力 学 上 不 利 ,结果 足够 小 
的 铁 磁 粒子 成 为 “ 单 畴 ”的 均匀 佩 化 结构 . 通过 比较 均匀 磁化 粒子 的 磁 能 与 如 
果 粒 子 体 积 中 磁化 强度 分 布 存 在 显著 不 均匀 性 时 的 非 均 匀 性 能 的 大 小 , 可 以 
得 到 这 些 单 畴 结构 尺度 的 判 据 . 第 一 种 能 量 的 量 级 为 M2?2V, 第 二 种 能 量 的 量 
级 ~ aqM2?2V/L?. 因此 单 畴 粒子 的 尺度 为 巴 


l< Va. (45.1) 


为 了 解释 均匀 磁化 粒子 在 磁场 中 的 行为 ,需要 研究 其 总 自由 能 , 将 表达 式 
(39.1) 与 各 向 异性 能 之 和 代 人 表示 的 (32.7) 式 @: 


分 二 VUsniso 一 . / 十 与 )dT (45.2) 





@ 这 类 粒子 系 综 的 性 质 有 时 称 作 微观 磁性 . 
@ 忽略 磁 致 伸缩 后 , 当 在 物体 的 给 定 体积 内 考虑 自由 能 时 , 我们 不 再 区 分 热力 学 
势 和 自由 能 . 
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且 只 对 物体 体积 积分 , 略 去 了 无 关 常量 Vo. 令 粒 子 具 有 椭 球 形状 . 此 时 其 内 
部 的 磁场 五 由 等 式 (29.14) 或 


H:; = 一 4nxnir Me (45.3) 


确定 , 式 中 右 端 第 二 项 为 物体 产生 的 “ 退 磁 ” 场 . 因此 我 们 得 到 : 


多 =2nnigMMieV ~ VM .$+ VUaniso (45.4) 
式 中 右 端 第 一 项 称 为 磁化 粒子 的 本 征 静 磁 能 , 第 二 项 是 其 在 外 场 中 的 能 量 . 
粒子 的 磁化 强度 在 外 场 往 中 的 方向 取决 于 作为 M 方向 的 函数 的 多 取 
极 小 值 . 对 于 立方 晶体 可 在 (45.4) 式 中 略 去 各 向 异性 能 . 对 于 单 轴 晶体 , 将 各 
向 异性 能 改写 为 Bir MiMix/2 的 形式 后 , 我 们 有 


议 - (drin + Bn)MM: VS.M. (45.5) 


以 这 种 方式 确定 的 问题 , 在 数学 上 等 同 于 841 节 中 研究 过 的 寻求 局 域 MI 
对 局 域 五 依赖 关系 的 问题 , 二 者 的 区 别 只 在 于 用 与 替换 了 五 并 将 Bix 换 作 
4nnig 或 dnnin + Bi 

最 后 , 我 们 将 要 在 单 畴 样品 中 磁化 强度 分 布 尚 不 能 认为 是 均匀 分 布 的 条 
件 下 , 导出 这 个 分 布 必须 满足 的 方程 . 为 此 必须 要 求 物体 的 总 自由 能 取 极 小 
值 , 我 们 将 该 自由 能 写作 对 全 空间 的 积分 

2 二 H? 

多 = | Fav 一 | {B00 十 Cn 十 Uaniso —M.HD— 语 } 上 (45.6) 
在 每 一 点 的 五 值 均 给 定 情况 下 求 上 式 对 M (现在 它 是 坐标 的 函数 ) 的 变 分 ， 
假定 M 的 大 小 给 定 , 变 分 时 只 变化 M 的 方向 . 略 去 被 积 函 数 中 仅 依 赖 于 AM 
和 仅 依 赖 于 五 的 项 后 , 我 们 求 积分 

由 aa 有 3 十 Uaniso 一 Mm H\ dV 
的 变 分 , 现在 这 个 积分 仅 对 物体 的 体积 (其 中 AM 冯 0) 进行 . 变 分 后 对 第 一 项 
作 分 部 积分 , 我 们 得 到 





全 - Om OUani Om 
5F=— ikM? -— 222+-MH,. ikM?— . i 
/f° 大 Be 5 一 } mdV 十 fe xM Bar omdfi; 
(45.7) 


上 式 右 端的 第 二 个 积分 在 物体 表面 进行 . 由 于 mm2 = 1, 故 m6m = 0, 亦 即 变 
分 具有 5m = 5w x mm 的 形式 , 其 中 sw 为 坐标 的 一 个 小 的 任意 阴 数 . 从 条 件 
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8 多 =0, 令 体积 分 中 被 积 函 数 内 sw 的 系数 等 于 零 , 得 到 所 要 求 方程 @ 

Om OUaniso es 
Bn 十 MA) 三 性 (45.8) 
从 面积 分 等 于 零 得 到 这 一 方程 的 边界 条 件 ; 例如 在 oi = aSix 时 , 这 个 条 件 的 
形式 是 





m x (oa 


mx—— =0, (45.9) 


其 中 为 物体 表面 的 法 线 方向 . 
不 言 而 喻 , 除 方程 (45.8) 之 外 , 麦克 斯 韦 方 程 


div(H+4nxnMm)=0, rotH=0 (45.10) 


也 必须 在 全 空间 得 到 满足 , 它们 在 物体 表面 具有 通常 的 边界 条 件 , 而 在 无 穷 远 
处 满足 互 一 与 的 条 件 @. 

对 于 均匀 磁化 的 物体 ( 椭 球 ) (45.8) 式 圆 括号 中 的 第 一 项 消失 , 剩余 的 方 
程 (具有 (45.3) 式 给 出 的 五 ) 与 自由 能 (45.5) 式 取 极 小 值 的 条 件 相 同 . 


846 取向 相 变 


铁 磁体 的 各 向 异性 常量 是 温度 的 函数 , 它 可 以 在 某 一 点 改变 正 负 号 . 此 时 
自发 磁化 的 方向 改变 ,从 而 磁 结构 对 称 性 也 发 生变 化 . 像 这 样 产生 的 磁体 的 不 
同 相 之 间 的 转变 称 作 取向 相 变 . 我 们 来 探究 在 单 轴 六 角 铁 磁体 晶体 中 这 种 相 
变 是 如 何 实现 的 (H. 霍 恩 纳 , C. M. 瓦尔 马 , 1968). 
因为 我 们 想 要 在 各 向 异性 常量 Ki 趋 于 零 的 某 一 点 的 邻 域 开展 研究 , 这 
就 必须 也 考虑 各 向 异性 能 展开 的 下 一 项 ; 对 于 六 角 磁 铁 体 , 这 样 的 Uanise 的 表 
达 式 已 在 (40.3) 式 给 出 . 
首先 我 们 假定 Ka > 0, 此 时 根据 对 Ki 和 K。 取 值 的 依赖 关系 , Uawiso 的 
极 小 值 分 别 对 应 于 以 下 各 相 : 
(TD Ki > 0 时 , 9 = 0,7; 
(TD) 当 -2Ks < Ki < 0 时 , sin0 = +V-RI/CQR); (46.1) 
(1) 当 Ki < —2K; 时 , 0 = 1/2. 

Q 如 果 在 方程 中 置 变化 率 9M/6t 等 于 零 , 很 自然 这 个 方程 与 铁 磁体 中 磁 和 矩 的 进 
动 运动 方程 相同 (参见 本 教程 第 九 卷 869). 

加 尽管 加 和 五 之 间 由 (45.10) 式 的 第 一 个 方程 相 联系 , 人 们 还 是 会 产生 在 恒定 五 
情况 下 相对 于 m 对 积分 (45.6) 取 变 分 是 否 合理 的 问题 . 实际 上 , 如 果 令 五 = -vy (由 
于 第 二 个 方程 ) 并 计算 积分 对 ep 的 变 分 , 则 其 由 于 第 一 个 方程 而 等 于 零 , 因此 对 五 的 
变 分 对 58 无 贡献 . 
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这 里 相 I 和 相 五 分 别 对 应 于 易 磁 化 轴 型 相 和 易 磁 化 面 型 相 . 在 相 工 中 磁化 强 
度 矢量 没有 固定 的 取向 (不 像 相 I 和 相 五 那样 ), 而 是 随 温 度 变化 其 方向 在 角 
度 96=0( 或 9=7) 与 9=7/2 之 间 连 续 改变 ; 这 个 相 (有 时 称 作 角度 相 ) 的 对 
称 性 低 于 相 工 和 相 亚 的 对 称 性 . 相 I 和 相 工 之 间 以 及 相 工 和 相 五 之 间 的 相 变 
是 在 温度 隐 和 7T 下 的 二 级 相 变 , 决定 相 变 的 条 件 是 : 


Ki1(T) = 0, Ki(T) 十 2Ko(T) 0: (46.2) 


下 面 为 了 确定 起 见 , 我 们 假定 当 了 > 太 时 , Ki > 0. 此 时 < 卫 ( 若 Kz > 0). 
在 存在 磁场 的 情况 下 , 热力 学 势 为 


$= Kising+ Kosint0— H.M:; (46.3) 


其 中 只 写 出 了 依赖 于 M 方向 的 项 . 在 接近 相 I 和 相 工 间 相 变 点 处 , 小 量 sing 必 
9 = 起 着 序 参量 的 作用 . 在 这 个 区 域内 处 于 弱 横 向 磁场 万 = 厂 ; 中 的 热力 学 
势 为 

$= Ki 十 Kai 一 M Hsn, 


其 中 Ki = const x (TT 一 聊 ). 使 用 通常 的 方式 (参见 839), 我 们 由 此 求 得 横向 磁 


ee OM. 00 
一 二 SM 
XL (并 ) 0 (十 ) 


在 相 变 点 趋 于 无 穷 (按照 类 似 于 (39.6) 、(39.7) 式 的 规律 ). 与 此 相似 , 在 相 开 与 
相 亚 间 相 变 点 附近 , 起 序 参 数 作用 的 是 小 角 7 = /2 一 和. 在 纵向 磁场 五 = 五 
中 , 热力 学 势 含 有 一 项 -MHzn, 纵向 磁化 率 x 在 相 变 点 趋 于 无 穷 . 

上 述 这 些 推论 都 在 朗 道 相 变 理论 的 框架 内 .我 们 注意 到 , 对 于 取向 相 变 这 
个 理论 可 以 几乎 不 受 限制 地 使 用 . 朗 道理 论 允 许 接近 相 变 点 的 程度 由 一 个 判 
据 确定 (参见 后 面 的 (47.1) 式 ), 该 判 据 的 分 母 中 含有 热力 学 势 (43.1) 式 中 的 一 
项 的 系数 a 的 立方 , 这 一 项 与 序 参量 分 布 不 均匀 性 有 关 . 当前 情况 下 , 这 一 项 
与 铁 磁 体 中 交换 相互 作用 有 关 , 而 按 序 参量 7 展开 的 项 与 相对 论 相 互 作用 有 
关 . 正 是 这 种 情况 导致 在 相 变 点 周 于 朗 道理 论 不 适用 的 温度 区 间 蜡 常 地 狭窄. 

现在 令 Ka < 0. 此 时 角度 相 工 一 般 说 来 是 不 稳定 的 (Vanise 具有 极 大 值 ， 
而 不 是 极 小 值 ), 于 是 易 磁 化 轴 型 相 I 直接 转变 到 易 磁 化 面 型 相 瑟 . 事先 就 很 
清楚 , 这 不 可 能 是 二 级 相 变 : 因为 相 I 或 者 相 下 的 对 称 群 中 没有 一 个 是 另 一 个 
相 的 对 称 群 的 子 群 . 相 变 在 T= TD 点 以 一 级 相 变 的 形式 发 生 , 相 变 点 区 由 两 
个 相 的 热力 学 势 相 等 的 条 件 (最 后 归结 为 Uaniso 值 相等 ) 决定 : 














Ki(T0) 十 Kaz(To) = 0. (46.4) 
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TD 点 处 于 由 方程 (46.2) 确定 的 于 点 和 PD 点 之 间 (现在 5 > 了 帮 ). 在 此 情况 
下 , 温度 五 和 ZT 决定 对 应 于 相 工 和 相 开 的 亚 稳 定性 界线 (在 这 些 界线 之 外 ， 
Daniso 在 0=0 或 =A/2 时 有 极 大 值 而 不 是 极 小 值 ). 

取向 相 变 不 只 可 以 在 温度 变化 时 发 生 (在 此 情况 下 称 作 自 发 相 变 ), 而 且 
可 以 在 施加 于 物体 的 磁场 产生 变化 时 发 生 ( 场 诱导 相 变 ). 这 些 相 变 点 在 以 万 
和 了 为 坐标 (在 矢量 五 的 晶体 学 取向 给 定 情 况 下 ) 的 相 图 中 填 满 了 一 些 线 . 
作为 特例 , 我 们 来 研究 这 样 的 单 轴 铁 磁体 在 平行 于 六 角 轴 的 磁场 互 : 中 的 相 
图 . 纵 场 不 改变 易 磁 化 轴 型 相 (图 25 中 的 B4P) 的 对 称 性 , 易 磁 化 面 型 相 成 
为 角度 相 (4P), 因为 磁场 把 磁化 强度 M 挤 出 了 底 平 面 . 
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图 25 


我 们 先 来 看 K2 > 0 情况 . 两 个 相 的 区 域 被 由 横 坐 标 上 了 出 发 的 二 级 相 
变 线 (图 25a 中 的 虚线 ) 所 隔 开 . 相 图 的 上 、 下 两 半 对 应 于 两 个 相反 的 纵 场 方 
向 以 及 相应 的 纵 场 分 量 M; 的 正 负 号 . 靠近 AT 线 处 , 角 0 很 小 (靠近 4'T 线 
处 , 角 x 一 9 很 小 ). 准确 到 9 的 4 次 方 项 , 由 (46.3) 式 我 们 有 


2 1 ， 1 1 
$= (和 十 3 有 02 十 (到 5 去 天】 04. (46.5) 


AT 线 的 方程 由 92 项 的 系数 等 于 零 来 确定 : 
Ki(T)+ 3MH: 二 (46.6) 


( 记 住 在 了 < 歼 时 Ki < 0); 4 全 线 显 然 由 第 二 项 异 号 的 同样 方程 确定 , 且 与 
AT 线 对 称 . 

横 轴 上 的 线段 Te 是 一 级 相 变 线 ; 具有 不 同 正 负 号 M。 的 两 个 相 在 其 
上 处 于 相互 平衡 . 没有 磁场 时 在 To 点 发 生 的 二 级 相 变 在 存在 磁场 时 消失 , 在 
五 -了 相 图 上 7T5 是 临界 点 一 一 一 级 相 变 线 的 终止 点 . 这 条 线 的 另 一 个 终止 点 
是 居 里 点 到 (已 2: = 0 时 , 磁化 强度 在 这 一 点 消失 ). 
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在 Ka <0 的 情况 下 (图 25b), 在 一 全 相 图 中 分 隔 开 两 个 相 区 域 的 分 界 
线 4BT, (分 界线 4B'Tb 也 类 似 ) 的 起 始 部 分 是 一 级 相 变 线 ( 实 线 BT0) ; 两 个 
相 的 亚 稳 区 域 位 于 这 条 线 两 侧 , 以 虚线 BT 和 BT 为 界 名 .一 级 相 变 线 在 B 
点 (三 相 临 界 点 ) 转变 为 二 级 相 变 线 (虚线 B4, 其 方程 为 (46.6) 式 ). 这 一 点 的 
坐标 由 热力 学 势 (46.5) 中 2 项 和 内 项 的 系数 同时 趋 于 零 确 定 , 亦 即 由 等 式 


MH; =2|Ki(T)|, Ki1(7) = 4K2(7) (46.7) 


确定 @. 最 后 , 线段 ToT, 是 具有 相反 方向 磁化 强度 Ms = 士 M 的 相 之 间 的 一 
级 相 变 线 . 
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作为 839 节 讨 论 基础 的 朗 道 二 级 相 变 理论 没有 考虑 序 参量 的 涨 落 , 从 而 
不 适用 于 充分 接近 居 里 点 的 地 方 . 这 一 理论 的 适用 区 域 由 判 据 
|- BB? 


47.1 
Te QQ3 ( ) 


确定 , 其 中 t= 了 一 元 , a 与 B 为 展开 式 (39.3) 、(39.4) 中 的 系数 , 而 a 具有 
(43.1) 中 aik 张 量 分 量 的 量 级 . 同时 当然 必须 有 |t| 之 作为 接近 居 里 点 的 条 
件 @. 

(47.1) 式 的 不 等 式 反 号 时 , 在 涨 落 区 内 序 参 数 的 涨 落 起 着 决定 性 的 作用 . 
在 这 一 区 域内 对 于 铁 磁 体 居 里 点 的 严格 的 统计 理论 , 应 当 是 建立 在 有 效 哈 密 


顿 量 





EM 9M 
2 OTs | Oxi 





He = . {em 十 刀 (M2)2 十 一 五 . Mm) dV (47.2) 
基础 上 的 . 此 时 , 在 传 里 时 展开 中 仅 含 小 于 特征 原子 距离 倒数 的 波 矢 的 意义 
上 , 假定 函数 M(r) 是 缓 变 的 . a, B,za 等 系数 与 朗 道理 论 展开 中 的 系数 相同 ， 
亦 即 为 不 依赖 于 温度 的 常量 , 为 简单 起 见 , 导数 项 按 晶体 具有 立方 对 称 的 假设 
写 出 , 其 系数 标记 作 如 以 区 别 于 真正 的 系数 a ( 见 后 ). 有 效 哈密 顿 量 (47. 2) 对 

@ 这 里 所 指 的 是 , 共存 相 之 间 的 分 界 表 面 平行 于 磁场, 以 使 得 H; 在 这 一 分 界 上 连 





@ 在 本 教程 第 五 卷 8150 中 (在 朗 道 理论 框架 内 ) 在 PT 平面 的 三 相 临 界 点 上 得 到 
的 所 有 结论 都 与 (8,T) 相 图 中 的 三 相 临 界 点 有 关 . 

@ 本 节 中 此 处 以 及 后 面 将 会 用 到 本 教程 第 五 卷 8146 一 8149 叙述 的 结果 . 假定 读者 
已 经 熟悉 这 些 结果 , 故 仅 在 为 使 叙述 更 为 连贯 时 才 会 稍 加 提 及 . 今后 我 们 将 不 再 每 次 
都 给 出 相应 文献 . 
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应 于 交换 近似 一 一 在 其 中 略 去 了 各 向 异性 能 , 在 这 一 近似 中 应 当 略 去 内 磁化 
强度 涨 落 而 产生 的 磁场 涨 落 ( 亦 即 涨 落 的 静 磁 能 , 参见 本 教程 第 九 卷 870). 交 
换 近 似 以 问题 的 “ 简 并 性 ”为 特征 : 序 参 量 M 有 三 个 分 量 , 但 有 效 哈密 顿 量 
是 相对 于 这 一 矢量 在 空间 作 同 一 角度 转动 时 的 不 变量 . 

为 了 描述 热力 学 量 在 二 级 相 变 点 附近 的 行为 引进 了 一 系列 临界 指数 , 在 
将 这 些 指数 用 于 铁 磁体 的 居 里 点 时 ,我 们 重复 一 下 它们 的 定义 .指数 a 描写 无 
外 磁场 时 比热容 Cr 在 居 里 点 任 一 侧 与 温度 的 关系 @: 


Co xltl-* ( 当 H=0). (47.3) 
指数 8 确定 低 于 居 里 点 时 自发 磁化 强度 与 温度 的 依赖 关系 : 
Me (ts ( 当 t<0,H=0). (47.4) 
指数 确定 顺 磁 相 磁化 率 对 t 的 依赖 关系 : 
Xecct yy ( 当 t>0,H=0) (47.5) 


(t < 0 时 磁化 率 的 行为 见 后 ). 在 居 里 点 上 磁化 强度 对 磁场 的 依赖 关系 可 写 为 
以 下 形式 : 
Mex Hs, t=0. (47.6) 


磁化 强度 涨 落 的 关联 半径 对 温度 的 依赖 关系 由 指数 > 确定 : 
ctl *(H =0). (47.7) 
在 居 里 点 本 身 , 关联 函数 随 距 离 依 窒 律 减 小 @ 
Gak(r) = (SMi(0)8Mi(7)) xr-0t) 当 t=0 时 | H=0(. (47.8) 


临界 指数 相互 之 间 以 确定 的 关系 式 联系 , 其 中 某 些 指数 是 标 度 不 变性 假 
设 的 结果 . 这 些 相互 关系 具有 普 适 性 , 特别 是 并 不 依赖 于 序 参量 分 量 的 数目 ; 
它们 允许 将 前 已 列举 的 所 有 临界 指数 通过 其 中 的 任意 两 个 表示 出 来 . 具有 不 
同 序 参 量 分 量 数 n 的 相 变 的 临界 指数 值 已 在 本 教程 第 五 卷 8149 末 给 出 , 在 交 
换 近 似 下 , n = 3 对 应 于 三 维 铁 磁体 . 

@ 这 里 指 的 是 比热容 的 “奇异 ”部 分 , 这 表明 在 a < 0 时 , 比热容 的 行为 是 Cr = 
Cpo + const x lel. 请 注意 不 要 把 临界 指数 a 和 (47.1) 式 ，(47.2) 式 以 及 后 面 式 子 中 的 
系数 a 混淆 由! 

@ 本 节 各 处 我 们 只 研究 通常 的 三 维 物体 . 
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在 顺 磁 相 中 , 关联 函数 在 距离 ”六 rc 处 以 指数 律 衰减 . 在 铁 磁 相 中 必须 
区 分 M 矢量 大 小 有 变化 和 无 变化 两 种 情况 下 的 涨 落 . 交换 近似 下 居 里 点 问 
题 的 简 并 性 就 是 在 这 里 表现 出 来 的 . 

当 M 矢量 的 变化 包括 其 方向 的 变化 是 在 小 距离 上 (r 之 re) 发 生 时 , 不 
存在 这 种 差别 , 所 有 涨 落 的 关联 函数 都 遵从 同一 个 规律 (47.8) 式 . 在 ”六 rc 
的 距离 上 ( 波 数 kr。 < 1), 由 于 这 样 偏离 平衡 所 耗费 的 能 量 减 小 (在 整个 唱 
中 磁化 强度 均匀 反 转 情况 下 , k 一 0 总 体 上 没有 能 量 耗费 ), M 的 方向 的 涨 落 
“反常 地 ”增加 . 在 这 些 距 离 上 1M 方向 涨 落 的 关联 函数 可 通过 热力 学 途径 获 
得 . 

由 于 M 的 变化 非常 缓慢 , 我 们 可 以 将 与 这 些 改变 有 关 的 项 从 热力 学 势 
中 分 离 出 来 : 


oM OM 
$= fo(T, M)+ Bz es (47.9) 





其 中 fi 与 均匀 磁化 物体 有 关 . 我们 要 强调 指出 , 这 里 讨论 的 是 真正 的 热力 
学 势 ， 其 中 的 系数 a (温度 的 郧 数 ) 与 有 效 哈 密 顿 量 中 的 系数 艾 不 相同 . 
在 矢量 M 作 小 转动 时 (其 数值 没有 改变 ), $0(T,M) 项 不 变化 . 如 果 将 RM 
的 某 一 给 定 方向 取 作 z 轴 , 则 对 这 一 方向 的 小 偏离 可 以 写作 zy 平面 上 的 小 的 
二 维 矢量 6M = Mj. 相应 的 热力 学 势 改 变 @ 为 : 
00MT 00NM1T 


5 一 了 0 (47.10) 





将 6M 1 表示 为 传 里 叶 级 数 的 形式 


SM1 = > 8Mipkpe™", SMikp= dMI,_k, 
k 


我 们 得 到 
1 
56= Va > STR|2， 


并 接着 得 到 涨 落 平方 的 平均 值 


(SMakOMBk) = (47.11) 


着 0 
TO °F’ 


包产 格 地 说 , 这 里 讨论 的 不 应 该 是 峭 而 应 该 是 热力 学 势 9 ( 见 本 教程 第 五 卷 8146). 
然而 由 于 借助 小 增 量 定理 ， 我 们 感 兴 趣 的 带 有 导数 的 项 在 两 个 热力 学 势 中 具有 同样 的 
形式 , 故我 们 将 之 写 为 $. 

@ 下 面 的 计算 与 本 教程 第 五 卷 $146 中 所 作 的 计算 完全 类 似 . 
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其 中 a, 8 为 ry 平面 矢量 的 下 标 . 相应 的 坐标 关联 函数 @ 为 
一 a (47.12) 
因此 , 铁 磁 相 中 2M 方向 的 涨 落 关联 函数 在 7 六 re 的 距离 上 以 1/r 的 宕 
函数 缓慢 减 小 , 而 M 大 小 的 涨 落 关联 函数 的 衰减 则 更 为 快速 . 
使 用 标 度 不 变性 假设 , 现在 可 以 确定 热力 学 量 a 对 温度 的 依赖 关系 , 用 已 
经 引 人 的 临界 指数 将 这 一 依赖 关系 表示 出 来 . 前 面 已 经 提 到 过 , 在 7 < re 时 
磁化 强度 的 所 有 涨 落 (包括 其 方向 涨 落 在 内 ) 的 关联 函数 遵循 同一 规律 (47.8) 
式 . 标 度 不 变性 的 特性 之 一 是 将 两 个 极限 规律 分 开 的 特征 距离 正好 与 re 相同 . 
换 名 话说, 当 r ~ re 时 , 两 个 规律 应 当 给 出 相同 数量 级 的 G 函数 值 . 在 7 ~ re 
时 , 根据 (47.7) 和 (47.8) 式 决 定 的 G 函数 对 温度 的 依赖 关系 是 


Gapl”) 





G ex 7 了 (1 9) cc (一 上 ”01+9)， 


而 根据 (47.12) 我 们 有 
Ge (are) ! x a l(t)”. 
比较 两 个 表达 式 , 我 们 求 得 
Qc (一 四 一 (47.13) 

(P. C. 霍 享 伯 格 与 P. C. 马丁 , 1965). 因此 , 当 工 一 工时 , 量 a 缓慢 地 ( 因 临 界 
指数 5 很 小 ) 趋向 无 穷 . 我 们 记得 , 在 朗 道 理论 中 a 是 趋向 一 个 异 于 零 的 有 限 
值 的 @. 

当 五 关 0 时 在 热力 学 势 (47.9) 式 中 需要 加 上 一 项 - / HMav (存在 磁 


场 时 , M 的 平均 方向 也 就 是 z 轴 当然 与 互 的 方向 相同 ). 在 M 的 方向 涨 落 时 ， 
由 条 件 M? = const, 我 们 有 


2M8M; + SM? = 0. 
因此 在 涨 落 时 要 给 # 的 改变 的 表达 式 (47.10) 添加 一 项 
H 
和 由 H8M,dV = 本 让 (SM )2dT 


加 公式 (47.12) 也 可 在 微观 自 旋 波 理论 的 框架 内 得 到 . 它 的 正确 性 与 是 否 接近 居 里 
点 无 关 , 远离 居 里 点 时 只 要 求 + 远大 于 原子 尺度 ( 见 本 教程 第 九 卷 871, 习题 人 然而 ， 
忽略 磁 各 向 异性 能 给 (47.12) 式 的 适用 范围 加 了 上 限 . 例如 , 对 于 具有 各 向 异性 能 (41.1) 
的 单 轴 晶 体 , 必须 有 < VB7a. 

@ 我 们 强调 , 确定 att) 依赖 关系 的 可 能 性 与 问题 的 简 并 性 有 关 . 按照 这 样 的 理由 
可 以 确定 液 氮 的 超 流 密度 ps 在 接近 其 和 点 时 对 温度 的 依赖 关系 ; 在 此 情况 下 问题 的 
简 并 度 为 n 二 2 ( 见 本 教程 第 九 卷 $28). 在 这 些 情况 下 aM? 与 ps 起 类 似 的 作用 . 
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显然 , 这 导致 在 (47. 了) 式 中 将 ak? 换 为 ak? 二 五/M, 结果 





元 
(8Ma 8Mp) = ee (47. 14) 
由 这 些 公式 我 们 可 以 求 得 铁 磁 相 的 磁化 率 , 亦 即 导数 
0 1 0 
X= (Me)= -7 NM)). (47. 15) 


从 (47. 14) 式 将 ((5M1)?) 代入 上 式 并 将 对 的 求 和 改 为 积分 , 我 们 求 得 





= 和 Vd3k 
XT VM 小 (ak? + H/M)? (2m)3 1? 
计算 积分 后 , 最 后 得 到 @ 
XT gr(aM)/2 HY 
我 们 看 到 , 在 交换 近似 下 AM 方向 的 涨 落 使 得 铁 磁 相 磁 化 率 失去 了 它 本 来 的 
含义 一 一 当 瑟 一 0 时 它 无 限制 地 增长 . 公式 (47.16) 不 只 是 适用 于 居 里 点 附 
近 @. 
由 于 (47. 16) 式 中 M 在 分 母 上 , 故 必 须 理解 其 在 矿 = 0 时 的 取 秆 . 在 涨 落 
区 内 ( 居 里 点 附近 ), 取 (47. 4) 式 和 (47.13) 式 中 M 和 a 的 温度 依赖 关系 , 我 们 
得 到 在 铁 磁 相 : 


(47. 16) 


X(t) -38-2H-1/2, t<0. (47. 17) 


在 朗 道 理论 的 适用 (温度 ) 范围 内 有 这 样 一 个 瑟 取 值 区 间 , 在 此 区 间 内 磁 
化 率 (39.7) 式 中 的 通常 项 占 优势 . 事实 上 , 将 M ~ (-at/B)!? 代入 (47. 16) 式 
后 , 我 们 得 到 通常 项 占 优势 的 条 件 为 


VH > T.B/4(alt)! /Ao-3/2 
从 男 一 方面 看 , 如 果 MH < 4M2, 亦 即 
H < (alt|)32B- A, 


ed a 中 磁场 五 是 弱 场 . 以 上 两 个 不 等 式 的 相 容 条 件 与 朗 道 
论 的 适用 条 件 (47. 1) 相 同 . 


@ 积分 由 如、~ H/Ma 的 取 值 范围 决定 , 这 个 条 件 在 足够 小 的 五 时 与 (47.14) 式 的 
适用 条 件 kr。 和 1 相 容 . 

@ 这 个 结果 也 可 由 自 旋 波 理论 得 到 ( 见 本 教程 第 九 卷 871, 习题 2). 但 是 , 忽略 涨 落 
的 磁 各 向 异性 能 和 静 磁 能 , 以 条 件 HH > 6M 或 H 上 > 4xM (对 于 单 轴 晶 体 ) 限制 了 其 适 
用 范围 . 
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当 由 于 交换 能 的 减 小 而 使 各 向 异性 能 变 得 非常 重要 时 , 交换 近似 在 距 居 
里 点 足够 近 处 不 再 适用 . 此 时 序 参量 的 分 量 数目 发 生变 化 ; 例如 , 在 易 磁 化 轴 
型 单 轴 铁 磁体 中 序 参量 成 为 单 分 量 的 (MM 替代 了 MM, 见 840 未 ). 在 朗 道理 论 
的 框架 内 , 这 种 情况 并 没有 反映 在 自发 磁化 和 磁化 率 的 温度 依赖 性 上 . 在 涨 落 
区 这 一 情况 极为 重要 : 只 有 M 的 涨 落 无 限 增长 , 而 Me 和 My 的 涨 落 依然 是 
有 限 的 . 这 导致 临界 指数 取 值 的 改变 , 也 引起 各 向 异性 系数 的 温度 依赖 性 的 产 
生 . 问题 还 因 可 能 有 必要 考虑 磁场 涨 落 的 静 磁 能 而 进一步 复杂 化 . 我 们 这 里 
就 不 研究 这 种 复杂 情况 了 . 


8$48 居 里 点 附近 的 反 铁 磁体 


同 铁 磁体 一 样 , 反 铁 磁体 的 结构 也 基本 上 是 由 电子 的 各 向 同性 交换 相互 
作用 确立 的 , 而 更 为 微 罚 的 相对 论 相互 作用 则 规定 了 亚 晶 格 磁化 强度 的 品 体 
学 取向 也 . 现在 已 知 的 反 铁 磁 体 在 结构 上 极为 多 样 ， 从 而 在 具体 磁 学 性 质 上 
也 非常 不 同 . 

为 了 举例 说 明 , 我 们 仅 限 于 研究 具有 两 个 反 平 行 磁 亚 晶 格 的 单 轴 反 铁 磁 
体 的 最 简单 (也 是 最 重要 的 ) 的 典型 情况 . 这 些 亚 唱 格 的 原子 占据 晶 格 的 等 价 
格 点 ( 亦 即 在 磁 空 间 群 的 对 称 性 元 素 中 存在 有 将 不 同 亚 晶 格 中 原子 相互 交换 
的 转动 或 反射 ) ; 在 相反 情况 下 对 称 性 并 不 要 求 亚 晶 格 磁 矩 大 小 的 严格 相等 ， 
从 而 晶体 是 铁 磁性 的 . 

用 Mi 和 Ms 分 别 表示 单位 体积 内 的 两 个 亚 晶 格 的 磁 矩 , 我 们 选择 这 两 
个 磁 矩 之 差 

L=M-M, (48.1) 


亦 即 所 谓 反 铁 磁 矢量 作为 序 参量 , 它 在 顺 磁 相 中 等 于 零 而 在 反 铁 磁 相 中 异 于 
零 . 磁化 强度 是 二 者 之 和 M = Mi + Mpa, 不 存在 磁场 时 磁化 强度 等 于 零 . 

相对 于 矢量 L, 所 有 的 对 称 变换 分 为 两 类 : 一 类 只 交换 同一 亚 唱 格 内 的 
原子 , 另 一 类 则 交换 不 同 亚 晶 格 的 原子 . 在 第 一 种 情况 下 工 如 同一 个 轴 矢 量 
那样 变换 , 在 第 二 种 情况 下 还 要 附加 改变 正 负 号 . 

在 居 里 点 附近 工 很 小 . 在 朗 道理 论 的 框架 内 , 这 一 区 域 的 热力 学 势 8 按 
五 和 dz 的 寡 级 数 展开 (这 种 展开 是 朗 道 1933 年 首先 考虑 的 ). 但 是 , 由 于 磁化 
是 在 磁场 存在 时 出 现 的 , 更 正确 些 的 做 法 是 立即 按 工 和 五 展开 . 对 于 单 轴 晶 

Q@ 有 关 交 换 相 互 作 用 可 以 导致 具有 反 平 行 磁 矩 的 亚 晶 格 状态 的 思想 ,是 首先 由 奈 

尔 (L. 奈 尔 , 1932) 提出 来 的 . 独立 于 奈 尔 , 朗 道 也 提出 了 这 一 思想 ( 工 . I. 朗 道 , 1933), 并 
且 将 反 铁 磁 状 态 的 概念 表述 为 不 同 于 顺 磁 相 的 热力 学 相 , 提出 了 它们 之 间 的 相 变 点 存 
在 的 必要 性 . 我 们 将 称 这 一 相 变 点 为 反 铁 磁 居 里 点 











848 居 里 点 附近 的 反 铁 磁体 , 211 ， 








体 展 开 的 形式 是 


$= B+AL+BLI+DH:L)+D'HL? 
Ln (48.2) 
一 Xe 2 


上 式 @ 之 后 的 前 5 项 不 依赖 于 五 和 五 矢量 的 晶体 学 取向 ; 这 些 项 具有 交换 
相互 作用 的 起 源 . 接 下 来 的 两 项 与 相对 论 相 互 作 用 有 关 ; 与 通常 一 样 , 选 > 轴 
沿 品 体 的 对 称 主轴 . 形 如 五 :三 的 五 的 线性 项 因 不 满足 相对 于 改变 工 正 负 
号 变换 不 变性 的 要 求 而 被 排除 . 

如 果 6 > 0, 则 反 铁 磁 矢 量 工 的 方向 指向 > 轴 ( 易 磁 化 轴 型 反 铁 磁体 ). 而 
若 8 <0, 则 工 位 于 底 平面 ( 易 磁化 平面 型 反 铁 磁 体 ). 在 第 一 种 情况 下 , 反 铁 磁 
性 的 出 现 由 [2 的 系数 函数 A(T) 等 于 零 决定 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 由 [2 十 L2 
的 系数 之 和 4 + B/2 等 于 零 决定 . 

下 面 我 们 研究 易 磁 化 轴 型 反 铁 磁体 (9 > 0). 在 居 里 点 附近 我 们 照常 假 
定 4 = a(T 一 工 ), 而 认为 系数 B 等 于 其 在 了 = 到 时 的 值 . 此 时 > 0, 作为 
了 = 你 时 二 =0 态 的 稳定 性 条 件 . 在 顺 磁 相 , 4 > 0 及 工 = 0. 在 反 铁 磁 相 ， 
A <0, 而 且 由 五 = 0 时 热力 学 势 $8 上 肥 极 小 值 给 出 朗 道理 论 常 有 的 工 对 温度 


的 依赖 关系 : 
a 
L=Vap(T -7). (48.3) 


对 热力 学 势 (48.2) 式 求 微 商 并 计 及 公式 
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OH 4x 4n 0 
我 们 求 得 在 工 = 0 时 , 亦 即 在 顺 磁 相 中 中 : 
Mz = (xp+H:, My= (Xp+Hy, M;= XxpHz. (48.4) 


存在 恒定 的 7 导致 在 这 个 相 中 磁化 率 的 各 向 异性 . 由 于 起 源 于 相对 论 相 互 作 
用 , 7| 和 xp. 下 面 我 们 忽略 这 个 常量 , 使 得 xp 在 了 > 工时 成 为 各 向 同性 的 磁 
化 率 @. 
在 瑟 一 0 时 ( 亦 即 忽略 工 的 平衡 值 对 场 强 的 依赖 性 时 ) 的 反 铁 磁 相 , 我 
们 有 
M=xpH -2DL(L.H)—2D'LH. (48.5) 
@ (48.2) 式 中 将 -H?/8r 一 项 单独 分 出 来 的 目的 ,就 是 为 了 使 剩余 项 对 互 求 导数 
时 直接 给 出 M. 
@@ 事实 上 在 所 有 已 知情 况 下 , 在 反 铁 磁 居 里 点 上 物质 均 成 为 顺 磁性 的 , 亦 即 xp > 0. 
然而 , xz 的 正 负 号 不 可 能 仅 由 一 个 热力 学 论证 导出 . 
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如 果 磁 场 方向 垂直 于 工 , 则 





D 
M=x1H, x1=x,p—2D'L?=x,-— 人 (48.6) 
在 纵 场 情况 下 : 
D+ Da 
M=xIH, XI = -2DP = -Ci (Te —T). (48.7) 


我 们 注意 到 , 即使 在 忽略 了 相对 论 相 互 作用 之 后 , 磁化 率 依然 是 各 向 异性 的 ， 
亦 即 其 来 源 于 交换 相互 作用 . 

我 们 还 要 强调 指出 , 磁化 率 在 居 里 点 上 是 有 限 且 连 续 的 ,但 其 一 阶 导 数 有 
跃 变 , 在 这 一 点 上 反 铁 磁体 与 铁 磁体 有 本 质 区 别 , 后 者 的 磁化 率 在 相 变 点 趋 于 
无 穷 . 铁 磁 体 与 反 铁 磁体 居 里 点 之 间 的 这 一 区 别 与 它们 受 磁 场 影响 而 变化 的 
特征 的 不 同 有 密切 关系 . 在 铁 磁体 中 , 无 论 是 多 么 微弱 的 磁场 也 要 模糊 相 变 ， 
通过 磁化 顺 磁 相去 除 两 个 相 之 间 对 称 性 的 差别 . 而 反 铁 磁 序 不 可 能 由 磁场 建 
立 ; 在 磁场 存在 的 情况 下 两 个 相 的 对 称 性 的 差别 也 仍然 保留 , 而 且 相 变 依然 是 
清晰 的 . 

以 (48.2) 式 的 展开 许可 的 精确 度 , 应 当 认为 (48.6) 式 和 (48.7) 式 中 的 DD 
和 也 ' 等 于 它们 在 荆 = 区 点 的 秆 . 所 以 磁化 率 一 阶 导 数 的 跃 变 为 ®: 

Ox Ox1 aD’ Ox, Ox a(D+D!’ 

现在 我 们 再 回 到 5$ 的 表达 式 (48.2). 带 有 系数 D 和 6 的 项 依赖 于 矢量 工 
的 方向 . 下 面 我 们 假定 D > 0 ( 亦 即 x > Xi), 并 与 以 前 一 样 假设 8 > 0, 即 介 
质 为 易 磁 化 轴 型 反 铁 磁体 . 如 果 磁 场 垂直 于 z 轴 , 从 这 些 项 的 形式 十 分 清楚 ， 
Lz = Ly =0 的 值 对 应 于 5$ 的 极 小 值 , 亦 即 矢量 工 的 方向 始终 沿 着 z 轴 . 如 果 
磁场 也 指向 z 轴 , 则 显然 当场 中 的 磁 能 (前 述 项 中 的 第 一 项 ) 可 与 各 向 异性 能 
相 比 较 时 , 工 的 方向 应 当 发 生 改 变 , 即 它 应 当 转 回 到 底 平面 . 这 一 转动 ( 亚 晶 格 
的 自 旋转 向 @) 在 磁场 取 特 定 值 五 = Hy 时 以 跃 变 的 方式 发 生 (L. 奈 尔 , 1936). 

实际 上 , 前 面 指 出 的 (48.2) 式 中 的 这 些 项 可 以 写 为 


H2DL24F 8 ( -2 十 5) sin20 


的 形式 , 其 中 9 为 工 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 显然 , 如 果 五 。 < Hj, 其 中 


B BL? 
Hi=—= . 48.9 
1 2D xi—xl (i 
@ 纯粹 的 热力 学 论证 并 不 能 对 D 和 D' 的 符号 作出 结论 . 事实 上 导数 3xlya7 的 
跃 变 水 远 为 负 ; 这 表明 D+ D' > 0. xi/67 的 跃 变 也 通常 为 负 , 而 且 在 居 里 点 附近 
XL > xll; 这 表明 D > 0,D' > 0. 
@ 即 英 文 术 语 spin flop. 
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则 5 的 极 小 值 对 应 于 0 = 0. 如 果 磁 场 万 。 > Hy, 则 值 9 = x/2 对 应 于 平衡 ， 
矢量 工 垂直 于 >z 轴 . 这 种 情况 在 远离 居 里 点 时 依然 保持 . 转向 场 了 Hy 依赖 于 
温度 , 而 且 前 述 推论 表明 , 在 TH 平面 上 的 厂 = Hy(T) 曲线 是 一 条 一 级 相 变 
线 加 . 

在 足够 强 的 磁场 内 反 铁 磁 结构 显然 不 可 能 是 热力 学 稳定 的 , 因为 两 个 亚 
晶 格 的 磁 矩 沿 磁场 方向 的 平行 取向 变 得 在 能 量 上 有 利 . 反 铁 磁 结 构 的 破坏 与 
对 称 性 改变 有 关 , 并 且 是 通过 二 级 相 变 发 生 的 . 因此 反 铁 磁 相 在 TH 平面 的 
存在 区 域 局 限于 某 一 条 曲线 厂 = 太 (T) 范围 之 内 . 反 铁 磁性 的 破坏 开始 于 场 
中 的 磁 能 可 与 交换 能 相 比 较 之 时 . 远离 居 里 点 处 的 临界 场 数量 级 的 估计 秆 为 
LHe ~ 到 (为 原子 磁 矩 ). 随 着 向 居 里 点 的 接近 , HH 不 断 减 小 , 到 达 居 里 点 时 
趋 于 零 . 借助 于 热力 学 势 的 表达 式 (48.2), 很 容易 找 出 及 (7T) 在 这 一 区 间 内 的 

前 面 曾经 指出 过 , 假如 磁场 瑟 垂直 于 z 轴 , 则 矢量 工 始终 平行 于 该 轴 . 
热力 学 势 中 依赖 于 工 的 诸 项 为 : 


AL? + BL4 + D'H?L?. (48.10) 


由 此 可 以 看 出 , 由 于 磁场 的 存在 导致 系数 4 被 和 A 十 D'H? 所 代替 , 这 个 新 系 
数 等 于 零 确 定 了 新 的 相 变 点 . 由 这 个 条 件 我 们 得 到 临界 场 : 
4 Q 
sp 
如 果 互 平行 于 z 轴 , 则 在 五 < Hj 时 矢量 工 和 以 前 一 样 沿 着 z 轴 , 但 
(48.2) 式 中 的 依赖 于 工 的 项 与 (48.10) 式 的 差别 在 于 D 被 D+ D' 所 代 换 . 
此 , 在 此 情况 下 


T.—7). (48.11) 


a 
H2= ppp 的 (48.12) 


最 后 , 如 果 及 > Hjy, 矢量 工 垂直 于 z 轴 , 类 似 地 我 们 求 得 这 种 情况 下 的 临界 
场 表 达 式 马 : 


2_ 1(r_ rn 用 
He = (7 TP 区 ) (48.13) 


图 26 在 TH? 坐标 中 分 别 对 于 所 研究 的 两 个 磁场 方向 绘 出 了 反 铁 磁体 
在 居 里 点 附近 的 相 图 . 虚线 代表 二 级 相 变 , 实 线 代表 一 级 相 变 ; P 表示 顺 磁 相 ， 


@ 我 们 曾 不 止 一 次 地 强调 指出 过 ,不 论 工 是 否 很 小 ，(48.2) 型 的 表达 式 中 的 各 向 
异性 项 在 远离 相 变 点 处 均 保持 有 相对 论 相 互 作用 按 单位 矢量 1= L/L 展开 的 各 项 的 意 
义 , 所 以 , 如 果 将 其 中 的 8L? 理解 为 热力 学 势 中 含 ( 呈 二 及)/2 的 一 项 的 系数 , 公式 (48.9) 
在 远离 相 变 点 处 也 是 有 意义 的 . 

@ 公式 (48.11) 一 (48.13) 在 朗 道 理论 框架 内 的 推导 是 由 A. C. 波 罗 维 克 - 罗 曼 诺 夫 
(1959) 给 出 的 . 
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4 月 与 4FPL 分 别 表示 工 矢量 平行 和 垂直 于 z 轴 的 反 铁 磁 相 . 在 朗 道理 论 框 
架 内 (所 有 的 研究 均 在 该 框架 内 进行 ) 相 图 中 的 所 有 线 都 是 直线 . 在 纵 场 情况 
下 在 相 图 中 有 双 临 界 点 (图 26b 中 的 点 ), 在 该 点 上 一 级 相 变 线 截止 于 二 级 
相 变 线 上 . 这 个 点 与 PT 平面 的 双 临 界 点 类 似 ( 见 本 教程 第 五 卷 8150 中 的 图 
67). 这 个 点 的 坐标 为 : 

BDED: 
0D 





T=T 有 三 二 (48.14) 


(8,D,D' 为 了 =T, 时 的 系数 值 ) 
849 反 铁 磁体 的 双 临 界 点 


在 涨 落 区 内 , 前 一 节 中 所 使 用 的 朗 道理 论 通 常 在 足够 接近 二 级 相 变 曲线 
时 变 得 不 再 适用 . 我 们 现在 在 处 于 纵向 磁场 中 的 单 轴 反 铁 磁体 ( 易 磁化 轴 型 ) 
的 相 图 上 接近 双 临 界 点 处 来 研究 这 个 区 域 . 

这 一 问题 的 有 效 哈密 顿 量 的 形式 为 : 


D+D!’ 
Ma = { {or 7-n- 一 (3)| 





。 二 
+BL* + DL’°(H? — Hz)sin? 0+ DD 
被 积 函 数 表 达 式 由 展开 式 (48.2) 中 的 依赖 于 工 的 项 组 成 , 其 中 令 4 = (TT)a， 
从 (48.9) 和 (48.14) 引入 符号 TL 和 五, 并 添加 了 梯度 项 . 这 个 有 效 哈密 顿 量 
在 形式 上 与 单 轴 铁 磁体 (未 处 于 磁场 中 山 ) 的 有 效 哈密 顿 量 相同 , 只 在 所 用 标 
记 符 号 上 有 差别 :用 世代 替 了 ,用 方 括号 内 的 表达 式 代 替 了 了 -Te, 以 及 用 
物理 量 








Oh }ar (49.1) 


u= 2D(H? — H2) (49.2) 


849 反 铁 磁体 的 双 临 界 点 :215 ， 





代替 了 铁 磁 体 的 各 向 异性 常量 8. 当 ,= Hy 时 这 个 常量 趋 于 零 ，(49.1) 式 
约 化 为 积分 
Mr /20 -T+ BL + a (49.3) 

形式 上 与 在 交换 近似 下 的 铁 磁 体 有 效 喻 密 顿 量 (47.2) 相同 . 这 种 相似 性 使 得 
反 铁 磁体 在 双 临 界 点 附近 的 一 系列 性 质 可 用 铁 磁 体 的 已 知 结果 来 解释 (M. E. 
费 舍 , D. R. 纳尔逊 , 1974). 

等 式 昌 ; = Hy 对 应 于 一 级 相 变 线 ( 亚 晶 格 自 旋 转向 ). 上 述 相似 性 使 得 我 
们 可 以 得 出 这 样 的 结论 , 即 反 铁 磁 体 在 双 临 界 点 附近 的 这 条 线 上 的 热力 学 性 
质 (在 物理 量 含义 作 相应 改变 的 条 件 下 ) 与 纯 交 换 铁 磁体 在 其 居 里 点 附近 的 
性 质 相 同 . 特别 是 , 当 沿 着 这 条 线 接近 双 临 界 点 时 反 铁 磁 矢量 的 量 值 按 规 律 


Le (Ts —T)S (49.4) 


趋 于 零 . 其 中 6 与 (47.4) 式 中 的 临界 指数 8 相同 2. 

在 双 临 界 点 附近 , 但 不 在 一 级 相 变 线 上 , 参量 v 很 小 但 不 是 零 . 不 论 这 个 
量 是 如 何 地 小 , 在 接近 二 级 相 变 线 时 它 的 作用 却 大 为 增长 (对 照 847 末 的 评 
论 ) : 序 参量 变 成 单 分 量 (在 A 相 为 了 z) 或 双 分 量 (在 AFI 相 为 了 xs 7y) 的 . 
uv 值 越 小 , 它 起 主要 作用 的 区 间 尺 度 越 小 . 从 具有 n = 3 的 行为 向 上 共有 n= 1 
或 n= 2 的 行为 的 转变 是 通过 某 一 中 间 区 域 实现 的 . 在 这 个 区 域 里 标 度 不 变 
性 假设 看 来 是 合理 的 : 随 着 向 双 临 界 点 接近 只 有 的 测量 标 度 变 化 . 与 此 相 
关 出 现 了 新 的 临界 跨 接 @ 指数 y: 在 变量 上 = 了 -用 的 标 度 变化 时 变量 v 的 
标 度 以 |tl? 的 方式 变化 . 指数 p 必须 为 正 , 因为 不 论 久 值 多 么 小 它 都 能 改变 
相 变 的 特征 . 

采用 这 个 假设 后 , 必须 认为 双 临 界 点 附近 的 相 变 线 是 由 常数 比值 x = 
wu/ltl? 确定 的 . 一 级 相 变 线 对 应 于 z = 0, P 相 与 4 相 之 间 的 相 变 线 对 应 于 
Zz 的 某 一 取 值 zi > 0, 而 忆 相 与 AF 相 之 间 的 相 变 则 对 应 于 另 一 取 值 za < 0. 
对 于 (49.2) 式 中 定义 的 Hy, 现在 当然 应 当 理 解 为 由 有 效 哈密 顿 量 (49.1) 的 统 
计 物 理 问 题 精 确 解 给 出 的 真正 的 函数 有 Hj(T). 将 其 按 七 的 寡 次 展开 并 舍弃 尺 
中 的 常数 2, 我 们 确定 出 双 临 界 点 附近 的 变量 久 为 : 

u= H,— H+c(T—T,), (49.5) 
其 中 e 为 常数 . 一 级 相 变 线 的 方程 为 : 
H; — H, = c(T -TT,), 
@ 在 现在 的 情况 下 , 临界 指数 没有 直接 的 物理 意义 . 因为 它 与 对 于 反 铁 磁体 实 


际 上 并 不 存在 的 磁场 hh 有关, 这 个 场 以 天: 工 项 的 形式 进入 了 有 效 哈密 顿 量 中 . 
@ 英文 术语 为 “cross-over”. 
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而 两 条 二 级 相 变 线 的 方程 为 : 
H;— Ho =c(T—T,)+tc,2(T -TD)”, (49.6) 


其 中 cl 和 co 为 正常 数 . 当 p > 工时 (数值 估计 给 出 的 值 为 os 1.25) 这 些 线 在 
涨 落 区 看 起 来 如 图 27 所 示 ; 在 b 点 它们 有 公 切 线 . 








1 
H, | 
| 
| 
AFL 1 P 
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图 27 


双 临 界 点 附近 的 标 度 不 变性 假设 也 允许 我 们 在 TH; 平面 从 不 同方 向 接 
近 这 个 点 时 就 反 铁 磁 矢量 工大 小 的 变化 规律 做 出 一 系列 结论 , 但 我 们 不 打算 
继续 讨论 此 问题 了 史 ，， 


8$50 弱 铁 磁性 


存在 这 样 一 些 晶 体 , 交换 相互 作用 在 其 中 建立 起 了 反 铁 磁 结构 , 而 相对 较 
弱 的 相对 论 相 互 作 用 导致 这 种 结构 的 畸变 , 畸变 的 结果 出 现 了 磁化 强度 AT， 
其 量 值 反常 地 小 , 与 相对 论 相互 作用 与 交换 相互 作用 之 比 成 比例 . 这 种 现象 称 
为 弱 铁 磁性 ®®. 

交换 相互 作用 本 身 是 允许 反 铁 磁 矢 量 工 在 晶体 中 任意 取向 的 . 这 个 矢量 
的 特定 的 晶体 学 取向 是 由 热力 学 势 展 开 中 按 工 各 向 异性 的 项 所 描写 的 相对 
论 相互 作用 建立 的 . 也 许 以 这 种 方式 产生 的 对 称 性 结构 本 身 就 允许 铁 磁 磁 和 矩 
AM 存在 @. 正 是 在 这 些 情况 下 出 现 了 弱 铁 磁 性 : 在 热力 学 势 展开 的 相对 论 项 
中 存在 导致 反 铁 磁 结构 畸变 的 项 @. 下 面 我 们 就 以 特征 性 的 实例 展示 这 点 . 

我 们 来 研究 属于 空间 群 D$, 的 萎 形 晶体 . 我 们 记得 (参见 本 教程 第 三 卷 
893), D3a 唱 类 包含 以 下 对 称 元 素 : 3 阶 对 称 轴 Cs (三 角 轴 ); 3 个 垂直 于 它 的 2 

© 参见 Fisher M. E., Nelson D. R. // Phvs. Rev. Lett. 1974. V. 32. P. 1350. 


@ 如 果 使 用 837 末 给 出 的 术语 , 更 正确 的 叫 法 应 当 是 弱 亚 铁 磁 性 . 
@ 我 们 提醒 大 家 ,为 此 对 于 所 有 情况 磁性 单 胞 都 必须 与 品 体 学 单 胞 相同 . 参见 838 





了 由 田 铁 磁性 理论 是 I. E. 加 洛 辛 斯 基 提 出 来 的 (1957). 
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阶 对 称 轴 (表示 为 Vs 轴 ); 反 演 中 心 7 作为 后 果 出 现 3 个 对 称 面 cu, 其 中 每 
一 个 通过 Cs 轴 旦 与 V2 轴 中 的 一 个 垂直 (从 而 平分 了 另 两 个 Us 轴 之 间 的 来 
角 ). 在 空间 群 D8, 中 cu 成 为 沿 三 角 轴 移动 1/2 周期 的 滑 移 面 . 这 导致 如 图 
28 所 示 的 轴 和 反 演 中 心 在 每 一 个 原 胞 中 的 配置 . 图 中 绘 出 的 竖 直 线段 是 沿 三 
角 轴 (菱形 原 胞 的 空间 对 角 线 ) 的 一 个 周期 . 将 其 长 度 暂 皮 为 1. 而 2 阶 轴 通过 
点 1/4 和 3/4. 反 演 中 心 位 于 0 与 1/2 (图 中 打 十 字 叉 处 ). 图 中 没有 示 出 竖 直 
面 ou. 

在 反 铁 磁体 碳酸 铁 (FeCOs) 和 碳酸 锰 (MnCO3) 中 , 每 一 个 原 胞 含 两 个 处 
于 三 角 轴 上 等 价位 置 0 与 1/2 的 磁 离 子 (Fe++ 或 Mn++). 交换 相互 作用 建立 
起 磁 结 构 , 其 中 的 这 两 个 磁 离 子 的 磁 和 矩 反 平行 . 此 时 在 FeCOs 中 Fe++ 的 磁 矩 
沿 三 角 轴 排列 (图 29). 容易 看 出 , 这 种 结构 相对 于 所 有 的 D34 类 变换 是 不 变 
的 , 从 而 不 允许 铁 磁 性 (具备 U2 轴 排 除了 矢量 M 沿 三 角 轴 的 存在 , 具备 Cs 
轴 则 排除 了 矢量 MM 出 现在 底 平面 ). 
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图 28 图 29 图 30 


在 反 铁 磁体 MnCOs 中 , 如 图 30 所 示 , 离子 的 磁 矩 位 于 垂直 于 三 角 轴 (z 

轴 ) 的 底 平面 (zy 面 ) 上 . 如 果 此 时 磁 矩 位 于 o4 面 中 的 一 个 上 面 (此 时 将 其 选 
作 zz 面 ), 则 除 单 位 元 素 外 , 磁 结构 的 对 称 元 素 还 有 

Ul, 1, ob 


) 


亦 即 属于 与 通常 晶 类 C2h 相同 的 磁 唱 类 ; 这 一 品类 允许 矢量 M 沿 y 轴 存 在 . 
如 果 磁 和 矩 位 于 一 个 Us 轴 上 (此 时 选 该 轴 为 z 轴 ), 则 磁 结 构 有 对 称 元 素 


UR, 1,oWR, 


亦 即 其 属于 磁 晶 类 C2n(Ci), 它 也 允许 矢量 M 沿 y 轴 存 在 . 在 两 种 情况 下, 如 
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图 31 所 示 , M 都 是 通过 每 一 单 胞 中 的 两 个 离子 的 磁 矩 在 zy 面 上 的 反 向 转动 
产生 的 . 





图 31 


为 转变 到 定量 的 理论 , 我 们 重新 引入 矢量 M = AM +M2 和 LL Mi-M， 
其 中 两 个 下 角 标 1 和 2 分 别 表示 两 个 人 磁 亚 品格 . 工 方 向 的 单位 矢量 用 ! 表示 . 

现在 我 们 来 研究 五 = 0 时 热力 学 势 按 M 和 1 的 震级 数 展开 . 因 7M 在 
弱 铁 磁体 中 很 小 , 故 按 AM 的 容 级 数 展 开 当 然 是 允许 的 . 各 向 异性 能 可 按 1 的 
震级 数 展 开 , 则 照常 是 因为 相对 论 相 互 作用 很 小 的 缘故 . 因此 , 这 里 的 展开 完 
全 没有 假定 是 在 二 级 相 变 点 附近 ( 工 很 小 ), 故而 下 述 理论 不 受 朗 道理 论 特有 
的 限制 . 

展开 中 的 诸 项 应 当 是 D5, 群 的 所 有 变换 下 的 不 变量 . 这 一 展开 的 前 几 项 
为 : 
By 7 三 
2 2 
其 中 B0(L) 是 工 的 各 向 同性 函数 .go 之 后 的 前 两 项 起 源 于 交换 相互 作用 ; 
此 时 B > 0 (在 相反 的 情况 下 , 存在 与 反 铁 磁性 无 关 的 自发 磁化 , 亦 即 物体 将 
会 成 为 通常 的 交换 铁 磁 体 ). 展开 中 紧 接 着 的 三 项 是 相对 论 相 互 作用 的 一 阶 项 
(~ uv2/e2) @, 这 三 项 中 的 最 后 一 项 可 以 表示 为 LC (MM xD) 的 形式 , 其 中 (5 为 
平行 于 > 轴 的 矢量 @. 

除 最 后 一 项 外 ，(50.1) 式 的 不 变性 是 显然 的 . 为 了 检验 最 后 一 项 的 不 变 
性 , 只 需 检验 其 相对 于 Cs 轴 , 一 根 Uo 轴 和 反 演 中 心 的 对 称 操作 的 不 变性 也 
就 足够 了 . 相对 于 绕 三 角 轴 (z 轴 ) 转动 的 不 变性 由 矢量 M x1 的 z 分量 形 式 
看 是 显然 的 (此 时 最 重要 的 是 转动 不 交换 不 同 的 亚 晶 格 中 的 原子 , 故而 M 和 
做 同样 的 变换 ). 相对 于 反 演 中 心 的 不 变性 是 两 个 矢量 M 和 1 各自 具 有 反 
演 不 变性 的 结果 : M 反 演 不 变 是 因为 它 是 轴 矢 量 , 对 于 4, 还 必须 考虑 到 在 所 
”” @ 最 后 两 项 定义 中 引进 乘 数 因子 L?2 和 大 是 为 了 使 (50.1) 式 各 项 的 系数 成 为 无 量 
纲 量 , 并 不 表示 按 量 工 的 寡 级 数 展开 . 

@ 这 种 形式 的 项 的 微观 起 源 与 反对 称 自 旋 相 互 作用 有 关 , 这 种 相互 作用 是 以 交 
换 相互 作用 与 相对 论 自 旋 轨 道 相互 作用 双 线 性 交 又 项 的 微 扰 论 二 阶 效应 出 现 的 . 参 
见 Moria T ( 守 谷 享 )， in Magnetism: Vol.l. Ed. Rado G T, Suhl H. New York: Academic 
Press,1963. 


$= BL)+ BM?+D(L.: AT) 一 一 AM2 一 1 十 CE(Mzly — Myls), (50.1) 
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研究 的 结构 中 反 演 只 在 每 一 个 亚 晶 格 的 内 部 交换 原子 . UL” 变换 交换 具有 相 
反 和 磁 矩 方向 的 原子 , 所 以 在 这 样 的 转动 下 Ms, My Mos My; loly =» loly, 
由 此 可 知 , 差 式 Maly 一 Mlz 显然 具有 不 变性 . 

a host. 此 时 矢量 1 在 底 平面 上 (/: = 0). 选择 1 所 在 平面 
为 zz 面 , 并 在 工 给 定 的 情况 下 使 $ 对 M 取 极 小 ， 我 们 求 得 铁 磁 磁 条 

Ms=0,， My= 吉 Le Ms =0, (50.2) 

因为 6| 之 B, 故 M 确实 很 小 . 我们 看 到 , 铁 磁 性 的 出 现 与 (50.1) 式 最 后 一 
项 M 和 1 的 双 线 性 项 有 关 ，M 的 方向 与 反 铁 磁 结 构 的 密切 相关 是 弱 
铁 磁 性 的 特有 性 质 ; 在 当前 情况 下 MM 与 L 矢量 处 于 同一 个 底 平 面 并 与 其 垂 
直 2. 

0 磁化 强度 对 五 的 依赖 关系 可 由 热力 学 势 5 = 5 一 
M :太一 一 的 极 小 化 条 件 得 到 ， 极 小 化 应 当 对 底 平面 上 结构 的 取向 和 按 


M 矢量 的 分 量 进行 显然 , 在 忽略 底 平面 上 的 磁 各 向 异性 后 磁化 强度 将 会 转 
动 得 使 其 在 这 个 平面 的 分 量 Mj 沿 磁 场 五 方向 , 而 矢量 工 则 相应 地 转 到 垂 
直 于 五， 的 方向 @. 于 是 对 Mj 和 Ms 极 小 化 多 导致 以 下 结果 : 


M2= xIH:, Mi=xi(Hp+H]), (50.3) 
其 中 磁化 率 人 人 
XI = 583-8 X= (50.4) 
并 引进 记号 
Hp=|4L (50.5) 


用 于 表示 确定 弱 铁 磁体 自发 磁化 强度 的 “有 效 场 ”( 这 个 场 称 作 加 洛 辛 斯 基 场 ). 
由 于 |8| 之 B, 故 有 xX 守 X1. 
我 们 还 要 提 一 下 这 里 所 研究 的 物质 在 施加 外 磁场 时 产生 的 一 个 性 质 , 这 
个 性 质 出 现在 向 顺 磁 相 转变 的 相 变 点 附近 . 在 朗 道 理论 框架 内 , 在 这 个 区 域 将 
函数 B0(L) 展开 为 工 的 窜 级 数 : 


Bo(L) = Bo0(0) + AL? + OL. 


@ 在 与 热力 学 势 (50.1) 对 应 的 近似 下 , 在 底 平面 上 没有 磁 各 向 异性 且 工 在 其 上 的 
方向 是 任意 的 . 仅 当 计 及 更 高 阶 (直到 6 阶 ) 的 项 时 才 在 底 平面 出 现 各 向 异性 (以 及 与 
之 相关 的 工 的 特定 取向 ). 此 时 也 出 现 矢量 的 z 分量 与 z 分 量 或 y 分 量 的 交叉 项 , 结果 
磁 矩 与 底 平 面 偶 离 开 一 个 小 角度 . 

@ 这 里 假设 D > 0; 在 D<0 时 , 带 有 大 系数 |D| 的 -|DI(L. M)? 一 项 的 存在 可 以 破 
坏 1 与 HL 的 相互 垂直 . 在 底 平 面 上 忽略 各 向 异性 意味 着 对 所 研究 的 场 的 量 值 加 上 了 
确定 的 下 限 . 
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令 矢 量 工 的 方向 指向 x 轴 的 正 向 . 为 确定 起 见 , 我 们 取 ¢< > 0g9; 此 时 矢量 AM 
指向 y 轴 的 正 向 ; 我 们 假定 五 也 指向 该 方向 . 热力 学 势 为 : 

$= B00) + AL? + CL+ BM?-CLM—- HM -— 0 
接近 居 里 点 处 各 向 异性 能 按 单位 矢量 了 的 展开 变 为 按 矢量 工 本 身 的 展开 . 没 
有 人 外场 时 , M = CL/2B 且 展 开 式 (50.6) 取 以 下 形式 : 


(50.6) 


加 ra 4 
$=%+ (4 I L*+CL 


居 里 点 由 L? 的 系数 等 于 零 确定 , 于 是 在 居 里 点 附近 


C2 
A-715=%(T-T) 
(a > 0). 我 们 假定 其 余 的 系数 等 于 它们 在 T= 工时 的 值 (此 时 C > 0). 
有 外 场 存在 时 , 从 方程 968/6L = 0,95/8M = 0 中 消去 M 后 , 给 出 确定 芽 
的 方程 式 : 
2C73 + a(T—T)L— =0. (50.7) 
由 此 已 可 看 出 , 在 弱 铁 磁体 中 (如 同 在 通常 的 铁 磁体 中 一 样 ) 磁场 模糊 了 相 
变 @. 此 时 在 点 T= 的 两 侧 反 铁 磁 矢 量 都 异 于 零 ; 磁场 在 顺 磁 相 中 引起 了 
铁 磁 序 , 从 而 消除 了 两 相对 称 性 质 的 差别 (A. C. 波 罗 维 克 - 罗 曼 诺 夫 , B. H. 
奥 若 金 , 1960). 当 了 > 到 时 , 在 离 这 一 点 的 某 一 距离 上 工 按照 以 下 规律 衰减 : 
-2 <H 
4aBT -TY 


851 压 磁 性 与 磁 电 效应 


反 铁 磁体 中 的 压 磁性 和 磁 电 效应 与 磁 对 称 性 密切 相关 . 

压 磁 性 是 指 当 对 晶体 施加 弹性 应 力 时 晶体 产生 磁化 强度 , 这 与 压 电 性 相 
似 . 这 种 效应 由 晶体 热力 学 势 中 出 现 的 一 个 新 项 描写 , 这 一 项 与 磁场 和 弹性 应 
力 张 量 均 成 线性 : 

Bom = 一 XLR (51.1) 

@ 我 们 注意 到 , 系数 ¢ 正 负 号 的 约定 依赖 于 矢量 L = Mi - M2 的 定义 : 究竟 是 晶 
体 中 的 哪些 磁 原 子 被 取 作 亚 晶 格 1 和 亚 晶 格 2. 但 在 给 定 唱 体 中 做 出 这 样 的 选择 后 , 
的 正 负 号 就 具有 了 确定 的 意义 : M 相对 于 工 的 方向 和 晶体 轴 的 方向 均 依 赖 于 它 . 

@ 方程 (50.7) 与 描述 电场 中 的 铁 电 体 的 方程 (19.4) 或 描述 磁场 中 的 通常 铁 磁 体 的 
类 似 方 程 具有 相同 形式 . 








851 压 磁 性 与 磁 电 效应 和 





其 中 和 jx 是 对 指标 kl 对 称 的 张 量 (对 照 (17.7) 式 ). 这 一 项 导致 在 磁感应 强度 
Bi = 一 4x08/90Hi; 中 出 现 附 加 项 4neAikiogt. 换言之 , 在 及 =0 时 产生 了 与 形 
变 成 线性 的 磁化 强度 : 
Mi = MkLOk. (51.2) 
这 一 性 质 的 另外 一 个 表现 是 所 谓 线性 磁 致 伸缩 , 即 出 现 与 施加 于 晶体 的 
磁场 强度 呈 线 性 的 形变 : 


0 Bom 
二 一 一 二 Xi Hi. 。 
Ukl Don ,kL1i (51.3) 


时 间 反 演 操 作 改 变 磁 场 五 (以 及 磁化 强度 M) 的 正 负 号 , 而 保持 弹性 应 
力 张 量 opi 不 变 ; 当然 , 热力 学 势 也 应 当 不 变 . 因此 压 磁 张 量 和 jki 在 时 间 反 演 
时 变 号 . 由 此 同样 也 可 得 出 结论 , 即 只 有 在 具有 磁 结 构 的 物体 中 才 可 能 有 压 磁 
性 ; 在 没有 磁 结 构 情 况 下 物体 性 质 相对 于 R 变换 不 变 , 因此 Xjki = 一 和 int = 0. 
压 磁性 也 可 以 出 现在 这 样 一 些 反 铁 磁体 中 , 它们 属于 只 含 与 转动 和 反射 组 合 
的 RR 变换 或 完全 不 含 RR 变换 的 确定 的 磁 对 称 类 (B. A. 塔 弗 格 尔 , B. M. 扎 依 
采 夫 , 1956). 

磁 电 效应 指 的 是 物质 中 磁场 和 电场 之 间 的 线性 相关 性 . 例如 , 这 一 效应 
导致 物质 在 电场 中 出 现 与 电场 强度 成 正比 的 磁化 强度 ( 开 . 艾 . 朗 道 与 EE. M. 栗 
弗 席 效 , 1956). 这 一 效应 由 晶体 热力 学 势 中 既 与 电场 强度 也 与 磁场 强度 成 线 
性 的 一 项 


Pm-e 三 一 ai (51.4) 
描写 , 其 中 aix 是 非 对 称 张 量 . 在 五 = 0 时 电场 在 物质 中 产生 的 磁化 强度 为 
Mi = Qik Bi, (51.5) 
而 当 五 = 0 时 , 磁场 产生 电极 化 
P= oir Hey. (51.6) 


和 奈 磁性 一 样 , 只 有 确定 的 磁 对 称 类 才 人 允许 有 磁 电 效 应 ; 磁 电 张 量 相对 于 时 间 
反 演 奇 对 称 , 故而 在 没有 磁 结构 的 物体 中 等 于 零 . 由 于 媚 是 极 矢量 , 而 玉 是 
轴 矢 量 , 如 果 唱 体 对 称 性 中 含有 反 演 了 则 张 量 oi 在 所 有 情况 下 均等 于 零 . 仅 
在 组 合 IR 中 反 演 才 允许 磁 电 效应 的 存在 . 


习 题 ® 


1. 试 找 出 反 铁 磁体 碳酸 铁 (其 结构 绘 于 图 29) 中 压 磁 张 量 的 非 零 分 量 . 
@ 以 下 的 几 个 例题 是 加 洛 辛 斯 基 提 出 的 (1957, 1959). 
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解 : 如 850 所 述 , 该 结构 的 磁 晶 类 与 晶体 类 D3g 相同 , 其 中 完全 不 含 对 称 
元 素 RR. 这 一 类 的 变换 保持 表达 式 


Bom = —N[(02s — oyy) Hs — 20wy Hy] ~ MN(0rzHy — oyzHs) 


不 变 , 其 中 z 轴 沿 着 3 阶 对 称 轴 , z 轴 沿 水 平 二 阶 对称 轴 之 一 (这 样 的 表达 式 
曾 在 817 习题 1 中 在 压 电 性 情况 下 对 晶 类 D3 给 出 过 ; 在 压 磁 性 情况 下 , 对 于 
晶 类 Dau = Da x Ci, 这 个 表达 式 依然 是 正确 的 , 因为 空间 反 演 了 保持 二 秩 张 
量 oi 和 轴 和 拓 量 五 不 变 ). 由 此 , 我 们 得 到 磁化 强度 


Mz = 和 Xi(ozz — oyy) — M0yz, M,= 一 2 和 louy + Mowz 


2. 对 于 属于 磁 晶 类 Dan(D2n) 的 的 晶体 中 ， 求 压 磁 张 量 的 非 堆 分量. 
解 : 所 属 磁 晶 类 除 单 位 元 素 外 还 包含 以 下 对 称 元 素 : 


Co2， 2C4aR, 2U,, 2U3R, L; Oh, 2053 20R 
(对 称 元 素 的 符号 处 处 按照 本 教程 第 三 卷 895 给 出 的 书写 ). 这 些 变换 保持 表 


达 式 
Bom = 一 Xi(oazz 万 y 十 oyzH:) Ea N20zy Hz 


不 变 (z 轴 沿 4 阶 对 称 轴 方向 , 轴 , yy 轴 沿 两 个 水 平 2 阶 对 称 轴 方 向 ). 由 此 求 
得 磁化 强度 : 
LI- 一 Noyz, My 一 XGO AN M >; 一 和 X2azy， 


3. 对 于 反 铁 磁体 氧化 铬 (Cr203), 试 求 出 其 磁 电 张 量 中 不 为 零 的 分 量 . 这 
个 晶体 属于 晶体 学 空间 群 D8, ( 见 850) 并 在 每 个 单 胞 内 含 4 个 铬 原子 , 它们 
分 别 占据 三 角 轴 等 价 点 w,1/2 一 wu,1/2 十 u,1 一 u (wu <1/4) 的 位 置 ; 它们 的 磁 撼 
如 图 32 所 示 沿 该 轴 排 列 . 

解 : 该 反 铁 磁体 属于 磁 唱 类 D3g(D3), 含有 对 称 元 素 : 


2C3, 3U2, IR, 2S6R, 30aR. 
这 些 变换 保持 表达 式 
Bn eo = QBsH;s — ol(BrHz + EyH,) 


不 变 (其 中 z 轴 沿 三 角 轴 ), 亦 即 不 为 零 的 分 量 是 azz = Qyy = Q1,Qzz = al 
这 样 的 反 铁 磁体 有 二 所 化 锰 (MnF2) 和 二 气 化 钴 (CoF>). 
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852 螺旋 面 磁 结构 


磁 唱 格 周期 与 基本 晶体 学 晶 格 周期 不 公 度 的 磁 结 构 组 成 了 特殊 的 一 类 磁 
结构 . 产生 这 种 结构 的 可 能 机 制 有 多 种 , 我 们 这 里 来 研究 其 中 的 一 种 , 它 允 许 
用 简单 的 宏观 术语 表述 , 是 HI. E. 加 洛 辛 斯 基于 1964 年 提出 的 . 我 们 将 通过 
对 一 个 具体 实例 的 考察 做 到 这 点 : 所 人 研究 的 晶体 属于 立方 晶 类 工 , 而 且 交 换 
相互 作用 本 身 已 在 其 中 建立 起 了 磁 矩 的 纯 铁 磁 序 (B. 工 .巴里 亚 赫 塔 尔 , E. II. 
斯 特 凡 诺 夫 斯 基 , 1969; P. 巴克 , M. H. 延 森 , 1980)@ . 

为 使 结构 可 以 在 实际 上 实现 , 它 必须 对 于 破坏 晶体 空间 均匀 性 的 小 扰动 
是 稳定 的 . 在 迄今 为 止 的 讨论 中 , 我 们 其 实 默认 了 这 一 条 件 的 满足 . 在 扰动 中 
产生 的 附加 “不 均匀 性 能 ” 是 由 表达 式 (43.1) 给 出 的 , 这 项 能 量 正定 表明 所 需 
的 稳定 性 存在 . 

843 中 的 表达 式 (43.2) 是 立方 晶体 中 不 均匀 性 能 作为 磁化 强度 M 导数 
的 寡 级 数 展开 中 首 个 非 零 项 而 导出 的 , 但 是 我 们 当时 只 对 起 源 于 交换 的 能 
感 兴趣 . 那 时 我 们 也 曾 指 出 过 , 晶体 的 对 称 性 允许 非 交换 (相对 论 ) 本 性 的 项 
的 存在 , 这 些 项 含有 导数 9Mi/6zk 与 分 量 Mi 的 乘积 ; 为 此 , 对 称 性 在 所 有 人 情 
况 下 都 不 应 包含 反 演 中 心 . 工 正 好 是 这 样 的 唱 类 ; 它 允 许 形 如 M :rot M 的 项 
相对 于 其 对 称 操作 保持 不 变 . 因此 , 非 均 匀 性 能 取 以 下 形式 : 


Unon us = 7M rot M+ SI(VMs)? + (VMy)? +(VMo)， (52.1) 


条 件 a > 0 现在 不 保证 均匀 态 的 稳定 性 . 


@ 这 样 的 晶体 为 具有 磁 离 子 锰 和 铁 的 硅化 锰 (MnSi) 和 和 错 化 铁 (FeGe), 它们 属于 具 
有 简单 立方 布 拉 维 格 的 空间 群 T4. 
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但 是 , 我 们 考虑 到 , 与 相对 论 相 互 作 用 起 源 有 关 中 , (52.1) 式 中 导数 的 一 
阶 项 含有 一 个 与 二 阶 项 相 比 是 小 量 (~ w/c?) 的 因子 . 这 意味 着 系数 7 < 及 ay/a 
(其 中 a 为 晶 格 常量 ). 这 种 状况 允许 在 (52.1) 式 展开 适用 的 范围 内 , 寻找 新 的 
稳定 状态 一 一 普通 的 铁 磁 结构 以 非 均 匀 的 方式 被 畸变 , 但 畸变 仅 出 现在 比 a 
大 得 多 的 距离 上 , 以 使 得 导数 仍然 很 小 . 

M 的 量 值 基 本 上 是 由 交换 相互 作用 (与 非 均 匀 性 无 关 ) 确定 的 .“ 大 范围 ” 
结构 则 由 非 均 匀 性 能 (52.1) 的 极 小 化 确定 . 在 给 定 M 量 值 的 情况 下 , 这 个 结 
构 通 过 矢量 M 的 方向 的 缓慢 变化 构成 @. 

我 们 将 要 寻求 具有 周期 也 数 形式 的 M (7): 

WR me 让 (52.2) 
而 且 为 了 使 平方 M? = M? 为 常量 , 单位 复 矢量 m (m .mm* = 1) 的 平方 必须 
等 于 零 : m? = 0. 这 样 的 矢量 可 以 表示 为 m = (mi +im2)/V2 的 形式 , 其 中 
m1i m2 为 互相 垂直 的 两 个 实 单位 矢量 . 此 时 





M(7) = M(micos(k :7)— m2sin(k .7)). (52.3) 
将 (52.2) 代入 (52.1) 后 , 我 们 得 到 
Uson_u = iM2Yyk: (m x m*)+ FoM2k? = M2yk: (mi x m2) 十 5aM2k2， 
如 果 矢 量 上 与 mi x m2 共 线 ( 当 7Y< 0 时 平行 , 当 7y > 0 时 反 和 平行 ), 且 其 量 值 
过 (52.4) 
(@4 a 

则 作为 & 的 函数 的 非 均 匀 性 能 的 上 述 表达 式 取 极 小 . 
因此 , 在 Vaon-u 中 存在 小 的 导数 线性 项 导致 释 加 在 基本 铁 磁 结 构 上 的 螺 
旋 面 磁性 超 结 构 的 产生 : 原子 的 磁 和 矩 位 于 垂直 于 上 方向 的 诸多 平面 上 , 而 且 
@ (52.1) 式 中 的 第 一 项 不 是 矢量 M 在 空间 所 有 点 上 同时 转动 相同 角度 变换 的 不 


变量 , 它 不 满足 843 第 一 个 脚注 中 表述 的 要 求 . 
相对 论 项 也 可 以 作为 平方 项 出 现 ,例如 , 立方 对 称 性 允许 形 如 


[( 疾 ) +( 禾 ) (这 ) | 
的 项 


@ 为 要 避免 没有 基本 意义 的 复杂 化 , 我 们 假定 Uson-。 比 能 量 Uexch 小 得 多 (故而 
AM 仅 由 后 者 确定 ), 但 同时 又 远大 于 各 向 异性 相对 论 能 Uanise (因此 在 确定 M 方向 变化 
的 过 程 中 Uanise 可 以 忽略 ). 在 居 里 点 附近 一 一 不 是 很 靠近 (为 满足 第 一 个 不 等 式 ), 又 
不 能 大 远离 为 了 遵守 第 二 个 不 等 式 ) 一 这 些 条 件 可 以 满足 . 我 们 将 不 写 出 定义 这 个 
“附近 ”的 显 式 判 据 . 
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在 一 连 串 的 原子 层 中 的 磁 矩 方向 彼此 间 缓 慢 转动 ; 沿 平行 于 大 方向 的 一 条 直 
线 排 列 的 矢量 ( 磁 矩 ) 的 端 部 描绘 出 螺旋 线 . 这 条 螺旋 线 的 螺 距 为 2x/k, 为 超 
结构 的 周期 ; 它 比 晶体 学 周期 大 而 且 不 与 其 公 度 中. 具有 这 种 超 结构 的 相 一 
般 称 为 非 公 度 相 @. 在 本 教程 第 五 卷 中 已 提 到 它们 . 

在 我 们 所 研究 的 近似 框架 内 , 波 矢 k 相对 于 晶体 学 轴 的 方向 是 不 确定 的 ， 
这 个 方向 要 由 各 向 异性 能 (40.7) 和 非 均 匀 性 能 的 相对 论 部 分 之 和 取 极 小 值 来 
确定 . 对 此 我 们 就 不 进行 讨论 了 . 





这 里 所 研究 的 情况 与 出 现在 螺 状 相 液 晶 中 的 情况 完全 类 似 (参见 本 教程 第 五 卷 
$140). 在 液晶 情况 下 , 能 量 中 形 如 n.rotn (m 为 液晶 中 的 单位 矢量 指向 矢 ) 的 项 也 导致 
螺旋 面 结构 的 产生 . 


@ 英语 术语 为 incommensurate. 
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许多 金属 在 温度 接近 绝对 零度 时 转变 为 一 种 特殊 状态 , 这 种 状态 最 明 4 
的 特性 是 互 . 卡 末 林 - 昂 纳 斯 在 1911 年 首先 发 现 的 超 导 电 性 , 即 对 恒定 电流 乞 
全 不 存在 电阻 . 对 每 一 种 金属 , 其 超 导 电 性 出 现在 特定 的 温度 , 称 为 超 导 转 变 
点 , 是 一 种 二 级 相 变 点 . 

但 是 , 从 唯 象 理论 观点 看 来 , 在 转变 为 超 导 状 态 时 , 起 更 基本 作用 的 是 磁 
性 质 而 非 电 性 质 的 改变 . 我 们 下 面 将 会 看 到 , 超导体 的 电 性 质 不 过 是 它 的 磁性 
质 的 必然 结果 . 

超 导 性 金属 的 磁性 质 可 以 描写 如 下 . 磁场 不 会 透 入 超导体 内 部 ; 因为 按 
照 定义 , 介质 内 的 平均 磁场 强度 是 磁感应 强度 B, 因而 可 以 换 一 种 说 法 , 在 超 
导体 内 部 总 是 有 


CE 


B=0 (53.1) 


(W. 迈 斯 纳 , R. 奥 克 森 菲尔德 , 1933). 这 一 性 质 实际 上 与 在 何 种 条 件 下 和 转变 为 
超 导 状 态 无 关 . 例如 , 如 果 金 属 样品 是 在 磁场 内 冷却 的 , 则 在 转变 点 上 , 磁力 线 
将 被 “ 挤 ” 出 物体 去 . 

但 是 应 该 着 重 指出 , B = 0 并 不 适用 于 超导体 的 薄 表 上面 层 . 实际 上 , 磁场 
能 够 透 入 到 超导体 的 一 定 深 度 , 这 个 深度 比 原子 间距 大 很 多 (通常 为 10-5cm 
数量 级 ), 并 且 和 人 金属 种 类 及 温度 有 关 . 由 于 这 一 原因 , 在 厚度 或 尺度 与 透 入 深 
度 同 数量 级 的 金属 薄膜 或 小 粒子 内 , 等 式 BB = 0 一 般 不 成 立 . 

下 面 我 们 只 研究 具有 是 够 大 尺度 的 厚实 的 超导体 , 并 且 完 全 忽略 磁场 透 
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入 薄 表 面 层 的 事实 中. 

我 们 知道 , 在 任何 两 种 介质 的 分 界面 上 , 磁感应 强度 的 法 向 分 量 必须 是 
连续 的 (这 一 条 件 是 永远 正确 的 方程 divB =0 的 必 ， 果 ). 因为 在 超导体 内 
B= 0, 因此 在 超导体 表面 , 外 磁场 的 法 向 分 量 也 等 于 零 , 也 即 是 超导体 外 的 
磁场 处 处 与 超导体 表面 相 切 ; 超导体 的 表面 是 磁力 线 的 包 络 面 . 

考虑 到 这 种 情况 , 很 容易 求 出 超导体 在 磁场 内 所 受 的 力 . 和 85 内 对 普通 
导体 在 电场 内 的 所 受 力 的 计算 类 似 , 我 们 算得 这 个 力 为 xikmk (相对 于 单位 表 
面积 ), 其 中 


1 H? 
Gik 二 页 (Hm on) 


是 真空 中 磁场 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 . 因为 在 现在 情况 下 ,m :五 。 = 0 (H。 是 物 
体 表面 外 的 磁场 ), 于 是 我 们 得 到 


= 二 3 (53.2) 
亦 即 作用 在 物体 表面 的 力 是 压缩 力 , 其 数值 等 于 场 能 密度 . 
根据 方程 (29.4) 
rot B= ee (53.3) 


于 是 从 等 式 BB = 0 得 出 , 超导体 内 的 平均 电流 密度 也 处 处 等 于 零 . 换 句 话说 ， 
在 超导体 内 不 可 能 有 任何 宏观 的 体 电流 . 与 此 相关 我 们 着 重 指出 , 像 在 普通 导 
体内 所 做 的 那样 从 p05 内 分 出 传导 电流 在 超导体 内 是 没有 意义 的 . 由 于 这 一 
原因 , 在 我 们 所 研究 的 理论 中 引入 磁化 强度 M 以 及 矢量 玉 也 是 没有 物理 意 
义 的 . 

因此 , 超导体 内 流 过 的 任何 电流 都 是 面 电流 . 面 电流 密度 g 按照 (29.16) 式 
由 超导体 边界 上 磁感应 强度 切 向 分 量 的 跃 变 值得 出 . 因为 在 超导体 内 , B = 0， 
而 在 超导体 外 , B 与 五 相等 , 因而 


g= nt x He. (53.4) 


@ 这 里 我 们 将 不 讲述 磁场 透 入 超导体 内 的 “ 透 入 深度 ”的 唯 象 理论 (伦敦 兄弟 (F 
London 及 H. London) 的 理论 和 金 效 堡 - 朋 道 理论 ), 尽管 但 其 
中 出 现 的 物理 量 的 意义 只 有 在 微观 理论 的 基础 上 才 可 理解 . 这 些 理论 将 在 本 教程 第 九 
卷 中 叙述 . 

还 应 该 强调 指出 , 本 章 所 讨论 的 是 所 谓 第 一 类 超导体 , 属于 这 类 超导体 的 是 纯 金 属 
元 素 和 具有 确定 化 学 组 分 的 化 合 物 . 在 第 二 类 超导体 中 ( 超 导 合 金属 于 这 一 类 ), 迈 斯 
纳 效应 仅 在 足够 弱 的 磁场 中 才 会 完全 表现 . 足够 强 的 磁场 可 以 穿 透 第 二 类 超导体 , 并 
不 完全 消除 其 超 导 性 (参见 本 教程 第 九 卷 第 五 章 ). 
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面 电流 的 存在 本 身 并 不 只 是 超导体 独 有 的 特征 . 在 任何 通常 磁化 的 物体 
中 也 存在 这 种 电流 , 它们 的 密度 为 


一 H.—B). 
g= nxX( ) 


因为 在 正常 导体 ( 非 超 导体 ) 表面 , 矢量 五 = - 的 切 向 分 量 是 连续 的 , 因此 得 
到 nx 及。=n xB/u, 于 是 g 的 表达 式 可 以 写成 


g= Enx Bt (53.5) 

然而 当 研 究 物 体 横 截面 上 流 过 的 总 电流 时 , 超导体 和 普通 导体 显示 出 原 
则 性 差别 . 在 非 超导体 内 , 表面 电流 总 是 互相 抵消 的 , 因而 不 存在 任何 总 电流 ; 
这 种 抵消 是 由 条 件 (53.5) 保证 的 , 它 把 电流 密度 9 与 导体 内 的 磁感应 强度 联 
系 起 来 , 并 通过 磁感应 强度 把 表面 各 点 处 的 电流 9 联系 起 来 . 但 是 , 在 超导体 
内 条 件 (53.5) 失去 意义 . 实际 上 , 将 磁 导 率 为 /的 普通 导体 转变 为 超导体 , 在 
形式 上 意味 着 必须 同时 令 瑟 一 0 和 1 一 0. 但 是 这 时 (53.5) 式 右 端 变 成 不 定 
式 , 因而 实质 上 不 存在 任何 限制 电流 可 能 取 值 的 条 件 . 

这 样 一 来 ,我 们 得 到 这 样 的 结果 : 流 过 超导体 表面 的 电流 可 以 使 超导体 内 
有 不 为 零 的 总 电流 流 过 . 当然 , 只 有 在 多 连通 物体 (例如 环 ) 或 构成 闭合 电路 
一 部 分 的 单 连 通 超 导体 内 , 才 有 这 种 可 能 , 这 种 闭合 电路 内 必须 接 有 维持 电路 
内 非 超 导体 部 分 电流 的 电动 势 源 . 

非常 重要 的 是 , 即使 没有 外 加 电场 超导体 内 也 可 能 有 稳定 的 总 电流 流 过 . 
这 表明 , 电流 流 过 时 不 发 生 能 量 耗 散 , 因为 为 了 补充 能 量 耗 散 必须 有 外 场 做 功 . 
超导体 的 这 种 性 质 也 可 以 描写 为 超导体 内 不 存在 电阻 , 这 是 超导体 磁性 质 的 
必然 后 果 . 
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下 面 我 们 更 详细 地 研究 与 超导体 形状 有 关 的 某 些 性 质 

如 果 超导体 是 单 连通 物体 , 则 没有 外 磁场 时 在 超导体 内 一 般 不 可 能 有 任 
何 稳定 的 面 电流 流 过 . 下 面 的 讨论 可 以 证 明 这 一 点 . 表面 电流 在 超导体 周围 
空间 内 产生 静 磁场 , 这 一 磁场 在 无 穷 远 处 趋 于 零 ， 和 真空 内 的 所 有 静 磁场 一 
样 , 它 是 一 种 势 场 , 而 且 由 于 超导体 上 的 边界 条 件 , 在 超导体 表面 势 的 法 向 导 
数 5 必须 为 零 但 是 , 由 势 论 可 知 , 如 果 在 单 连通 体 表面 和 无 穷 远 处 , 52 0， 
则 在 物体 外 的 整个 空间 内 p = 0. 因此 , 不 可 能 存在 这 种 静 磁场 以 及 表面 电流 . 
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外 磁场 在 单 连通 超导体 表面 感 生出 电流 , 这 些 电流 可 以 从 整个 超导体 产 
生 的 确定 的 磁 矩 观察 出 来 . 对 于 有 具有 椭 球 形状 的 超导体 , 这 一 “磁化 强度 ”很 
容易 算出 ®， 
设 己 为 与 椭 球 的 一 个 主轴 平行 的 外 磁场 . 对 于 非 超 导 椭 球 内 的 磁场 , 存 
在 下 列 关 系 式 : 
(1—n)H+nB = 5, 


式 中 是 沿 该 轴 的 退 磁 系数 (参见 (29.14) 式 )， 在 超导体 内 , 如 前 所 述 ，“ 场 
强 ” 瑟 没有 物理 意义 , 从 而 磁化 强度 M = (B 一 万 )/(4n) 也 失去 了 通常 的 意义 
尽管 如 此 , 在 现在 情况 下 , 出 于 方便 , 我 们 纯粹 形式 地 引进 瑟 和 M 作为 辅助 
量 来 计算 具有 实际 物理 意义 的 总 磁 矩 . 太 = MV (V 是 椭 球 的 体积 ). 对 于 超 导 
椭 球 , 令 B = 0, 我 们 得 到 











2 VH V5 
We 4r(1 一 P) We 


特别 是 对 于 纵向 场 内 的 长 柱 体 ,m” = 0, 因而 HH=55 且 Y= -V5/(4n)®. NM 
一 取 值 显得 超导体 似乎 具有 体积 抗 磁 磁 化 率 -二 
椭 球 表面 外 的 磁场 矿 。 处 处 与 表面 相 切 , 因而 它 的 数值 可 直接 从 五 的 切 
向 分 量 为 连续 的 条 件 得 出 . 在 椭 球 内 五 = 吨 /(1L 一 n); 把 这 一 矢量 投影 到 切线 
方向 , 我 们 得 到 
H。 = sin b， (54.3) 


其 中 9 为 外 磁场 的 方向 与 椭 球 面 给 定点 处 法 线 之 间 的 夹 角 . 在 椭 球 赤道 
H。 具有 最 大 值 , 等 于 $/(1 一 n). 

必须 再 次 强调 , 引起 超导体 “磁化 ” 的 电流 和 在 超导体 内 产生 总 电流 的 电 
流 这 二 者 之 间 , 并 没有 任何 原则 性 差别 : 它们 的 物理 性 质 完全 相同 . 特别 是 , 从 
这 种 情况 可 以 直接 求 出 任何 超导体 的 旋 磁 系 数 . 实际 上 , 产生 “磁化 ”电流 的 
粒子 (电子 ) 的 动量 密度 , 与 这 些 电 流 密 度 的 差别 只 是 多 一 个 因子 一 (e 和 m 
i 量 )， 根据 旋 磁 系数 的 定义 ( 见 (36.3) 式 ), 由 此 立即 得 
出 在 超导体 内 总 是 

ik = Hak: 

@ 不 言 而 喻 , 在 这 一 节 内 所 有 的 磁场 都 不 超过 使 超 导 电 状态 被 破坏 的 数值 (参阅 

§55). 


@ 柱 形 超导体 的 这 些 关 系 式 是 五 的 连续 性 条 件 的 直接 结果 , 因此 , 对 于 截面 为 任 
何 形状 的 柱 体 (不 一 定 是 圆 截 面 的 ), 这 些 关 系 式 都 正确 . 
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我 们 转 而 研究 多 连通 超导体 . 它们 的 性 质 与 单 连通 超导体 有 本 质 上 的 差 
别 , 这 首先 是 因为 , 对 于 多 连通 超导体 , 外 磁场 不 存在 时 不 可 能 有 稳定 表面 电 
流 流 过 这 一 结论 不 再 适用 . 其 次 是 表面 电流 不 应 再 相互 抵消 ,因而 即使 没有 外 
加 电动 势 , 也 会 引起 超导体 内 有 稳定 的 总 “ 超 导 ” 电 流 流 过 

我 们 来 考察 没有 外 加 磁场 的 双 连 通 超导体 ( 环 ) 并 证 明 它 的 状态 完全 由 
其 中 流 过 的 总 电流 J 决定 . a eg 
I 当 绕 穿 过 环 孔 的 任何 闭合 线路 一 周 时, 这 
函数 改变 人 2 ”人 与 8$30 对 照 ). 为 了 使 问题 的 表述 在 数学 上 更 为 准确 , 我 们 必须 
用 二 个 以 环 为 的 任意 曙 面 分 间 . 于 是 问题 就 变 成 解 拉 普 拉 斯 方程 , 而 


其 边界 条 件 为 : 在 环 面 上 , 字 =0, 在 无 穷 远 处 , p = 0, 以 及 在 所 选择 的 分 割 面 





上 , pg2 一 pl 三 2 其 中 wz 和 pl 是 这 面 两 侧 的 位 势 值 . 由 势 论 可 知 , 这 一 问 
题 具 有 单 值 解 (与 所 选择 分 割 面 形状 无 关 ). 根据 环 表面 附近 的 场 分 布 , 也 可 以 
单 值 地 求 出 环 的 表面 电流 的 分 布 . 

除了 电流 的 分 布 外 , 超 导 环 的 自 感 系数 也 是 一 个 完全 确定 的 量 . 在 这 一 
方面 情况 与 普通 导体 有 重大 差别 , 在 普通 导体 内 , 电流 分 布 以 及 自 感 的 精确 数 
Re ( 见 834) @. 

$33 中 引进 了 通过 线 导体 回路 内 的 磁 通 量 6 的 概念 , 并 且 证 明了 6 二 二 
其 中 三 为 导体 的 对 于 超 导 环 , 磁 通 量 概念 当 环 为 任何 厚度 时 (并 不 一 定 
限于 很 小 ) 都 不 失去 意义 . 实际 上 , 由 于 磁场 指向 切线 方向 , 因而 通过 环 表面 任 
何 部 分 的 磁 通 量 等 于 零 . 因此 , 通过 跨越 超导体 环 孔 的 表面 的 磁 通 量 与 表 而 的 
选择 无 关 . 


除 此 之 外 , 公式 
Se iL (54.4) 


仍然 有 效 , 自 感 L 和 前 面 一 样 , 仍 由 电流 产生 的 磁场 的 总 能 量 得 出 . 超导体 磁 
场 的 总 能 量 ， 对 超导体 外 下 空间 进行 的 和 分/ ay 给 出 . 如 前 所 述 , 沿 





Q@ 由 半径 为 的 圆 截面 导线 做 成 的 超导体 细 环 (半径 为 b) 的 自 感 和 非 超导体 环 自 
感 的 外 部 部 分 相同 ,并 由 下 式 得 出 : 


L=4mw (m2) 
a 


(参见 834, 问题 2). 有 关 超 导 圆 环 中 电流 问题 的 精确 解 是 首先 由 B. A. 福 克 得 出 的 (V. 
A. Fock, Phys Zs. d. Sowjetunion 1, 215, 1932). 
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某 一 表面 C 作 一 空间 的 “切割 面 ” 后 , 我 们 引进 场 势 , 并 写 为 
H? 五 .Vp pdivH Hnwp 
/各 Y= " 有 dV = J ——dV— /党 df. 


上 式 右 端 第 一 个 积分 等 于 零 , 因为 divH = 0. 分 沿 无 穷 远 表面 、 环 
面 以 及 切割 面 两 侧 进行 . 在 头 两 个 面积 分 内 , 被 积 式 变 为 零 , 因而 剩 下 


J 
=—dV a( 二 二 一 Nn 二 
/每 = 世人 本 (oa 人 


式 中 5 是 通过 表面 C 的 磁 通 量 , 把 这 个 式 子 与 人 ”比较 (按照 自 感 定义 ), 我 
们 就 得 到 所 求 的 等 式 (54.4). 

如 果 环 在 外 磁场 内 , 则 总 磁 通 量 6 包括 本 身 磁 通 量 和 外 场 的 磁 通 量 
成 四 时 环 最 重要 的 性 质 是 当 外 场 和 电流 改 生 任 何 变 化 时 通过 环 的 总 磁 通 
量 仍然 不 变 





-LJ 十 $e = const 三 Bo. (54.5) 
这 可 从 导体 外 空 = 间 内 的 麦克 斯 书 方程 的 积 分 形式 直接 得 出 : 


Do pi 


如 果 对 跨越 环 孔 的 表面 C 进行 积分 , 则 等 式 右边 的 积分 回路 为 环 面 上 的 一 和 
线 . 但 是 在 超导体 面 上 , EB 的 切 向 分 量 等 于 零 0 五 =0, 而 及 
在 表面 上 是 连续 的 ). 因此 , 等 式 右 端 变 为 零 ， 于 是 我 们 求 得 人 2 

由 关系 式 (54.5) 可 以 求 出 外 磁场 改变 时 环 内 电流 的 变化 例如 如 果 环 在 
通 量 为 Bo 的 外 磁场 内 转变 为 超 导 状 态 , 然后 除去 外 磁场 , 则 在 环 内 将 感 生出 
稳定 电流 , 等 于 J = cBo/L. 

通过 超 导 环 的 磁 通 量 不 变 , 不 但 外 磁场 改变 时 如 此 , 就 是 环 的 形状 改变 或 
环 在 空间 内 移动 时 也 是 如 此 ©. 可 以 形象 地 说 , 磁力 线 永 远 不 会 通过 超导体 
表面 , 因而 也 不 可 能 从 超 导 环 孔 内 “ 钻 ” 出 去 . 

上 面 的 结果 可 以 直接 推广 到 任何 多 连通 超导体 情况 , 其 中 包括 任何 数目 
的 环 . 没有 外 加 磁场 时 的 n 重 连通 系统 的 状态 , 完全 由 总 电流 .的 n 一 1 个 
值 决 定 . 于 是 (54.5) 式 可 以 推广 为 方程 组 : 

Lave + Bl) = Goo. (54.6) 
b 
这 些 方 程 不 但 当 外 加 磁场 改变 时 正确 , 而 且 当 物体 形状 或 相互 位 置 改变 时 也 
是 正确 的 . 


@ 从 感应 电动 势 与 导体 移动 时 所 引起 回路 内 磁 通 量变 化 之 间 的 关系 式 , 可 以 直接 
证 明 这 一 论断 (863). 
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习 题 


试 求 盘 面 与 外 磁场 重 直 的 超 导 盘 的 磁 矩 四. 

解 : 静 磁 场 内 的 超导体 问题 形式 上 与 介 电 常量 为 <=0 的 电介质 的 静电 
学 问题 相同 . 我 们 把 圆 盘 看 作 ec 一 0 时 的 旋转 椭 球 的 极限 情况 (参照 84 问题 
4), 利用 (8.10) 式 , 并 对 标记 符号 作 相 应 改变 ( 场 男 指向 zx 轴 ), 于 是 得 到 


855 临界 场 


纵向 磁场 内 的 柱 形 超导体 具有 等 于 


1 $2V 
A 


的 附加 磁 能 . 

在 正常 状态 ( 非 超 导 态 ) 下 加 上 外 磁场 时 , 柱 体 的 总 能 量 实际 不 变 (这 里 
和 下 面 , 我 们 均 略 去 非 超 导 金 属 的 弱 抗 磁性 和 顺 磁性 , 也 即 是 假定 y= 1). 由 
此 看 出 , 在 相当 强 的 磁场 内 , 金属 的 超 导 态 比 起 正常 态 在 热力 学 上 更 为 不 利 ， 
因此 , 超 导 性 必然 遭 到 破坏 . 

在 柱 形 超导体 内 , 超 导 性 遭 到 破坏 的 纵向 磁场 强度 值 ,决定 于 金属 的 种 类 
及 其 温度 (以 及 压强 ). 这 种 磁场 值 称 为 临界 场 (五 。.) ; 它 是 超导体 的 最 重要 特 
性 之 一 @. 

当 磁 场 达到 临界 值 后 , 整个 柱 体 体 积 内 的 超 导 性 遭 到 破坏 , 这 与 柱 体 全 部 
表面 上 的 磁场 是 均匀 的 有 关系 .在 其 他 形状 的 超导体 内 , 超 导 性 遭 到 破坏 是 一 
个 更 为 复杂 的 过 程 , 其 中 正常 态 物质 所 占 的 体积 在 与 取 值 增加 的 整个 区 间 内 
逐渐 扩展 (关于 这 一 点 将 在 下 一 节 内 作 更 详细 的 讨论 ). 

由 此 可 知 , 在 低 于 相 变 点 的 任何 温度 下 , 金属 可 为 超 导 态 (s), 也 可 为 正常 
态 (n). 我 们 用 多 so(V,T) 和 多,(V,T) 分 别 表示 没有 外 加 磁场 时 超 导 态 物体 和 
正常 态 物 体 的 总 自由 能 . 这 些 表征 物质 特性 的 量 当 然 只 和 物体 体积 有 关 而 与 
物体 形状 无 关 . 处 于 n 态 的 物体 的 自由 能 在 加 上 外 磁场 后 一 般 不 改变 (因此 

@ 我 们 之 所 以 在 此 研究 这 一 问题 , 主要 是 为 了 后 面 其 他 方面 的 应 用 (895, 习题 2). 
实际 上 只 能 在 磁场 相当 微弱 时 才 谈 得 上 超 导 盘 的 存在 , 因为 在 这 些 条 件 下 , 超 导 性 很 
容易 遭 到 破坏 (参阅 855). 

@ 只 在 我 们 所 研究 的 第 一 类 超导体 内 , 从 超 导 态 转变 为 正常 态 的 相 变 才 是 急剧 的 
( 见 853 的 脚注 ). 在 第 二 类 超导体 内 , 超 导 性 受到 破坏 和 磁场 透 入 样品 都 是 在 较 大 的 场 
强 范围 内 逐渐 发 生 的 , 因而 对 于 这 类 超导体 不 存在 正文 所 指 意义 的 临界 场 . 
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我 们 在 多 ;, 的 下 角 标 上 不 添加 0) 8. 但 磁场 使 处 在 s 态 的 物体 的 自由 能 发 生 
重大 改变 . 当 工 与 V 给 定时 , 在 纵向 外 磁场 和 内 柱 形 超导体 的 自由 能 为 
9? 
Fs = Fs0(V,T) + iV (55.1) 
由 此 可 以 求 得 其 余 的 热力 学 量 . 将 (55.1) 式 对 体积 求 微 商 , 得 到 超导体 上 
的 压强 为 
9? 


P= PD(V TI) (55.2) 


式 中 妃 (V,T) 为 没有 外 加 磁场 时 的 压强 (在 给 定 ,全 下 ). 等 式 (55.2) 确定 了 
P,V 和 了 之 间 的 依赖 关系 , 亦 即 (55.2) 式 是 外 磁场 内 超 导 柱 体 的 状态 方程 . 我 
们 看 到 , 有 外 加 磁场 时 的 体积 V(P,T), 和 没有 外 加 磁场 而 压强 为 P+ 52/(87) 
时 的 体积 是 一 样 的 .这 个 结果 自然 和 磁场 内 超导体 表面 所 受到 的 力 的 公式 
(53.2) 是 一 致 的 . 

超 导 柱 体 的 热力 学 势 @ 等 于 


$= ,+PV = Fs0(V,T)+ PoV, 


其 中 体积 V 必须 按照 (55.2) 式 用 已 和 了 表示 . 因此 , 可 以 把 f.(P,T) 写成 下 
面 的 形式 : 


fh(PT) = 各 (P+ 系 了 )， 后 总 


其 中 $0(P,T) 是 没有 外 加 磁场 时 的 热力 学 势 . 将 这 一 等 式 对 T 了 和 求 微 商 ， 
得 到 炉 和 体积 的 类 似 关 系 式 : 
(太太 三 区 (P+ 7) (55.4) 
; pe ) 
V,(P,T) = Vio (P+ 2 7) (55.5) 
8Tr /人 


现在 可 以 写 出 确定 临界 场 的 条 件 . 当 $, 小 于 页 时 (P 和 了 给 定 ), 柱 体 
从 s 态 转变 为 n 态 . 在 转变 的 时 刻 必须 有 #, = 5, 亦 即 





六 
fso (P+ 7) = (PT). (55.6) 





提请 大 家 注意 , 按照 多 ,1 等 “总 " 量 的 定义 , 其 中 不 包括 车 物体 不 存在 时 应 存在 
的 那 部 分 磁 能 . 
@ 这 里 $$ 的 定义 和 812 中 相同 
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这 是 精确 的 热力 学 关系 式 鱼 . 在 磁场 内 热力 学 势 的 改变 通常 表示 为 $0(P,7) 
的 一 个 小 修正 . 于 是 方程 (55.6) 的 左 端 可 以 展开 为 级 数 , 展开 的 头 几 项 为 


fo(PT)+ BEVo(PT) = BP T), (5577) 


式 中 Vso(P,T) = 6080(PT)/6P, 是 没有 外 加 磁场 时 超 导 柱 体 的 体积 . 由 此 可 
见 , 在 这 种 近似 内 , 可 以 说 , 物质 正常 态 的 热力 学 势 (相对 于 单位 体积 ) 比 超 导 
态 时 大 了 H2/8x. 

我 们 用 Te = Tea(P) 表示 没有 外 加 磁场 时 的 相 变 温度 . 在 这 点 上 的 相 变 
是 二 级 相 变 . 因此 , 特别 是 , 当代 = Te 时 , Her(T) 必须 连续 地 趋 近 于 零 . 从 二 
级 相 变 的 普遍 理论 可 知 @, 在 相 变 点 附近 , 热力 学 势 的 改变 与 温度 差 (T 一 Te) 
的 平方 成 正比 . 因而 从 (55.7) 式 可 以 得 出 结论 , 在 Te 附近 临界 场 按 下 列 线性 
规律 随 温度 而 变化 : 





Hoer = const. (Ter — T). (55.8) 


沿 着 Hr 对 了 的 关系 曲线 , 将 等 式 (55.6) 两 端 对 温度 求 微 商 (保持 压强 
不 变 ). 考虑 到 (55.4) 和 (55.5) 式 , 我 们 得 到 





0 1 万 2. 
-多 = 人 W 辣 ( 笑 ) (55.9) 


式 中 所 有 的 .%,,.9s,Vs 量 都 是 对 物体 两 态 间 发 生 相 变 的 时 刻 而 言 (也 即 是 对 
五 = Hocr 时 而 言 ). 将 上 式 来 上 7, 我 们 求 得 相 变 热 为 


VsHerT (有 过) 
RF 





和 三 了 (人 = 的) 证 





本 请 (55.10) 
(W. H. 基 松 , 1924). 在 T= Te 点 处 发 生 相 变 时 ( 亦 即 没有 外 加 磁场 时 ), 与 发 
生 的 是 二 级 相 变 相对 应 , 8 与 Her 一 道 变 为 零 . T < 工 . 时 (在 磁场 内 ) 发 生 
的 相 变 伴随 有 热量 的 吸收 或 放出 , 亦 即 为 一 级 相 变 . 实际 上 , 随 着 温度 在 从 Te 
到 0 的 整个 范围 的 降低 , He 单调 增加 . 因此 导数 9Fevy/67 始终 为 负 , 而 且 从 
(55.10) 式 看 出 , Q > 0, 也 即 是 从 超 导 态 (等 温 地 ) 转变 为 正常 态 时 吸收 热量 . 
按照 能 斯 特定 律 , 当代 一 0 时 任何 物体 的 箭 都 必须 趋 于 零 . 因此 从 (55.9) 
看 出 , 当代 =0 时 必须 有 65/67 = 0, 也 即 是 曲线 He = He(T) 与 五 轴 正 交 . 





@ 为 了 更 明显 地 显示 出 不 同 热 力学 量 间 的 相互 关系 ,我 们 这 里 所 作 计 算 的 精确 度 
比 通常 所 要 求 的 高 . 

@ 对 于 超 导 相 变 , 可 以 认为 朗 道 理论 实际 上 可 以 没有 限制 地 一 直 适 用 至 转变 点 ( 参 
阅 第 九 卷 $45). 
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我 们 将 (55.9) 式 的 差 2, .7 再 对 温度 微分 一 次 , 并 再 次 利用 等 式 (55.4) 
和 (555). 这 时 考虑 到 ( 小】 -~ ( 中 ) ,结果 得 到 
OP/7 


aT 
| 二 3 让 
oT oT “OT? \ 8 oT OT \ 8r OP \OT \ 8nx 
(55.11) 
在 此 等 式 两 端 乘 以 了 后 ,我们 得 到 两 相 的 定 压 比热容 之 差 . 包含 有 物质 
热膨胀 系数 和 压缩 系数 的 各 项 通常 比 其 余 各 项 小 得 多 , 略 去 这 些 项 以 后 , 我 们 
得 到 














VT, OH VT 1 


ee 
6G — @, pe D7 (55.12) 


~ OT? 4n 
直接 对 近似 关系 式 (55.7) 求 微 商 , 也 可 以 得 到 这 一 公式 . 在 这 种 近似 下 , Vs 和 
Vio 的 差别 不 重要 ; 也 可 以 假定 叹 和 经 相等 . 
当 了 = Tr 时 ，(55.12) 式 右 端 第 一 项 变 为 零 , 于 是 我 们 就 得 到 下 面 的 公 
式 , 它 把 没有 外 加 磁场 的 二 级 相 变 时 产生 的 热 容 跃 变 与 Hor 的 温度 依赖 关系 
联系 起 来 : 
G, — CG, = 








WT ( 足 ) 
47 oT 
(A.J. 拉 特 格 斯 ,1933). 由 此 看 出 , 在 这 种 情况 下 > %%. 当 温 度 降低 时 (也 即 
是 当 超 导 性 被 磁场 破坏 时 ), 差 值 ,一 多 , 改变 正 负 号 , 这 是 因为 差 值 .%, 一 
在 T= 0 及 T=T 时 都 变 为 零 , 因而 在 这 一 范围 内 必须 有 一 个 极 大 值 . 

采用 类 似 的 方式 可 以 研究 相 变 时 由 体积 变化 所 引起 的 效应 . 为 此 , 沿 H.。 
对 书 的 关系 曲线 将 (55.6) 式 对 压强 求 微 商 (在 给 定 温 度 下 ), 给 出 


(55.13) 








0 a 
Wn = 六 有 (? 站 8 ) 
可 Vs Her OH, 
Wn — Vs = Ii Hp (55.14) 








由 此 可 以 确定 出 相 变 时 刻 的 体积 变化 .在 T= 工 点 , 这 个 差 什 和 灼 差 秆 
一 样 变 为 零 . 在 了 < Ti 温度 下 的 转变 伴随 有 体积 变化 , 根据 导数 (0Hc/96P)z 
的 符号 , 体积 变化 可 以 有 两 种 符号 . 当 了 人 = 7 时 , 体积 不 发 生变 化 , 但 压缩 系 
数 有 跃 变 , 对 等 式 (55.14) 求 微 商 , 很 容易 求 出 这 个 跃 变 值 . 

@ 不 言 而 喻 , 应 该 把 这 个 差 值 与 场 从 零 变 到 Hc, 时 的 超导体 体积 改变 ( 磁 致 伸缩 ) 
区 别 开 来 . 后 者 可 由 (55.5) 式 求 得 , 为 








H2. /OV. 
Vs(P,T)— Vso(P,T) SE < (—: 
s( 7 ) s0( 1 ) 8 (如 六 
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我 们 注意 到 , 如 果 将 对 及 sr(PT) = const 求 微 商 后 得 到 的 
BHa\ __ /OHe 的 
(5 
代入 (55，14) 式 , 我 们 就 得 到 克拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程: 


(的 -i 
oT Hor T(Vn Vs) 


其 中 导数 (9P/67T)&, 给 出 温度 改变 时 使 外 加 磁场 正好 为 临界 场所 需 的 压强 
变化 . 

临界 场 五 具有 的 物理 意义 , 远 比 根据 超 导 柱 体 行为 给 出 的 定义 中 所 反 
映 的 要 广泛 得 多 . 等 式 有 卫 = Her 是 同一 物体 内 超 导 相 (s) 和 正常 相 (n) 分 界 
面 上 各 点 所 必须 满足 的 平衡 条 件 . 这 可 从 下 面 简单 考虑 中 明显 看 出 . 如 果 柱 体 
处 在 场 强 正好 等 于 Hi 的 纵向 磁场 内 , 则 对 于 样品 中 处 于 超 导 态 的 内 柱 体 部 
分 以 及 处 于 正常 态 的 其 余部 分 的 所 有 状态 , 磁场 边界 条 件 以 及 热力 学 稳定 条 
件 都 必须 同样 地 得 到 满足 . 这 时 在 分 界面 上 妃 = 瑟 cr. 由 此 可 知 , 瓦 = Her 的 
分 界面 相对 于 其 位 置 而 言 处 于 “中 性 平衡 ” 这 就 是 相 平衡 的 特性 . 

在 交 变 磁场 内 , 超 导 相 和 正常 相 的 分 界面 是 移动 的 . 这 种 移动 过 程 的 动 
理学 相当 复杂 , 对 A oh te Se Ot ne akan 
变 时 所 放出 的 热量 . 我 们 对 此 不 作 深 入 研究 @, 只 是 指出 n 相 和 s 相 之 间 的 

运动 分 界面 所 应 满足 的 边界 条 件 . 

为 了 导出 这 一 边界 条 件 , 我 们 来 研究 以 速度 v (两 相间 分 界面 的 移动 速 

度 ) 运动 的 坐标 系 K'. 按照 熟知 的 场 变 换 公式 , 坐标 系 K' 内 的 电场 EB' 可 根 








人 


EE+ivxB 
c 


用 静止 坐标 系 内 的 场 巨 和 B 表示 ( 见 (63，1) 式 ) 因 为 在 坐标 系 K’' 内 分 界面 
是 静止 的 , 因此 在 分 界面 上 E' 的 切 向 分 量 连 续 这 一 通常 的 边 条 件 适用 , 即 


nxE-nxE-YB 
c 





(n 是 表面 法 线 方向 的 单位 矢量 , 方向 沿 速度 v). 在 超 导 相 内 万 = 0,B=0, 而 
在 正常 相 内 (在 边界 上 ), B = Hi. 因此 我 们 求 得 在 运动 分 界面 上 出 现 的 切 向 
电场 与 磁场 垂直 , 并 且 在 数值 上 等 于 


E= = Hear (55. 16) 





@ 参见 Wi. M. 林 费 遍 兹 的 论文 : UI. M. JIngbman, 9T®, 20, 834, 1950; [IAH, CCCP， 
90, 363, 1953. 
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856 居间 态 


如 果 任 意 形状 的 超导体 处 于 外 磁场 中 , 磁场 场 强 三 逐渐 增加 , 那么 最 后 

会 来 到 这 样 一 个 时 刻 , 此 时 超导体 表面 某 一 点 处 磁场 值 达到 临界 值 玉 .,, 而 
本 身 仍 小 于 Hi. 例如 , 在 椭 球 面 上 (位 于 与 椭 球 一 轴 平 行 的 磁场 驻 内 ), 磁 
场 在 赤道 上 具有 最 大 和 值 ( 见 (54.3) 式 ) ; 当 与 = Be(l-m) 时 它 已 经 达到 五 
值 . 

当 己 进一步 增加 时 , 物体 已 不 可 能 全 部 处 在 超 导 态 . 它 也 不 可 能 完全 转 
变 为 正常 态 , 因为 若是 如 此 磁场 会 处 处 等 于 驻 . 因此 超 导 电 性 必定 是 遭 到 部 
分 破坏 . 

初 看 起 来 , 似乎 可 以 这 样 来 设想 这 种 破坏 过 程 . 随 着 与 的 增加 , 超 导 性 遭 
到 破坏 的 那 部 分 体积 逐渐 增加 , 而 在 相应 减 小 的 那 部 分 体积 内 仍然 是 超 导 态 ; 
当 与 = Her 时 , 整个 物体 都 转变 为 正常 态 . 但 是 , 容易 看 出 , 物体 的 这 种 状态 在 
热力 学 上 是 不 稳定 的 . 为 此 我 们 记得 , 在 超 导 相 和 正常 相 的 分 界面 上 , 磁场 与 
该 表面 相 切 (其 值 等 于 H.), 换 句 话说, 磁力 线 在 该 表面 内 . 如 果 分 界面 向 正常 
相 一边 凸 出 , 则 场 的 等 势 面 垂直 于 磁力 线 , 将 向 正常 相 区 域内 发 散 (如 图 33a 
内 虚线 所 示 ). 但 是 在 等 势 面 发 散 的 方向 上 , 磁场 值 减少 , 于 是 在 斜 线 所 绘 阴影 
区 域内 有 五 < 右 , 这 和 在 这 区 域内 存在 正常 态 的 假设 矛盾 . 如 果 超 导 相 的 边 
界 是 止 的 , 则 这 边界 上 的 磁力 线 过 渡 到 超 导 区 域 的 自由 面 (磁场 与 它 相 切 ) 上 
时 , 有 一 个 弯曲 点 (图 33b 上 的 O 点 ). 但 是 在 力 线 的 弯曲 点 处 , 磁场 变 为 无 穷 
大 , 这 又 和 超导体 面 上 的 边界 条 件 矛 盾 . 





[ee) 
[ee 


(a) (b) 
图 33 


上 面 的 讨论 实质 上 描述 了 导致 铁 电 体 和 铁 磁体 内 形成 磁 畴 结构 情况 的 男 
一 方面 . 而且 根据 热力 学 稳定 性 条 件 , 知 在 物体 表面 某 一 点 处 磁场 达到 了 临界 
值 H., 则 物体 即 分 解 为 许多 平行 义 相互 交替 的 薄 的 正常 层 和 超 导 层 (机 . 朗 
道 , 1937). 超导体 的 这 种 奇异 态 称 为 居间 态 . 随 着 5 的 增加 , 正常 层 的 总 体积 
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增 大 , 一 直到 5 = Her 时 物体 全 部 转变 为 正常 态 为 止 . 

在 物体 为 任意 形状 的 普遍 情况 下 , 并 不 要 求 其 全 部 体积 都 处 于 居间 态 . 其 
中 可 能 保留 有 纯粹 的 超 导 态 区 域 和 纯粹 的 正常 态 区域 , 它们 都 与 居间 态 区 域 
相连 , 但 彼此 并 不 直接 接触 . 在 这 方面 , 上 面 提 到 的 椭 球 体 是 较 简 单 的 情况 . 在 
与 椭 球 轴 平 行 的 磁场 内 , 居间 态 发 生 在 以 下 范围 内 : 


Ha(ll=n) eh He (56.1) 


而 且 全 部 椭 球 体积 都 处 于 这 一 状态 . 例如 , 在 球体 内 n = 3 居间 态 区 域 扩展 


到 3H < 5 < Hs 的 范围 处 于 横向 磁场 内 的 柱 体 , n = ,居间 态 的 范围 


为 了 Hor < 5 < Ha， 在 纵向 磁场 内 的 柱 体 , n = 0, 居间 态 一 般 不 存在 , 而 当 
5 = Hs 时 , 超 导 电 性 完全 被 破坏 .最 后 , 处 于 横向 磁场 内 的 平行 平面 板 ,n 二 1， 
在 与 < Hi 的 任何 场 强 下 , 它 都 处 于 居间 态 . 

如 果 只 对 物体 内 大 于 层 厚度 的 区 域 感 兴趣 , 则 也 可 采用 取 平均 值 的 方式 
描写 居间 态 (R. E. 派 尔 斯 与 F. 伦敦 , 1936). 在 这 种 描写 方式 中 , 假定 物体 内 
部 有 磁感应 强度 万 , 其 值 从 零 (在 纯粹 超 导 态 内 ) 到 HF., ( 在 纯粹 正常 态 内 ). 当 
我 们 认为 物质 居间 态 是 因为 不 为 零 的 磁感应 强度 而 形成 时 , 我 们 也 必须 将 它 
归 因 为 一 定 的 磁场 “强度 "也 . 为 了 求 出 这 两 个 量 的 关系 , 必须 研究 居间 态 的 
真实 结构 . 

在 正常 层 与 超 导 层 的 交界 面 上 , 正常 层 内 的 磁场 等 于 及, 由 于 假定 了 层 
很 薄 , 因此 可 以 认为 在 整个 正常 屋内, 磁场 都 取 这 个 值 . 在 超 导 层 内 , B = 0. 
因此 , 对 比 层 厚度 大 的 体积 求 磁场 的 平均 值 时 , 我 们 得 到 平均 磁感应 强度 为 
万 = zhHer, 式 中 z 是 进入 正常 态 的 体积 分 数 . 其 次 , 我 们 来 求 出 物体 单位 体 
积 的 热力 学 势 , 并 且 从 相应 于 纯 超 导 态 的 值 算 起 . 在 没有 外 加 磁场 时 , 正常 态 
单位 体积 具有 剩余 热力 学 势 12 /(8m@. 当 存在 外 磁场 时 , 还 必须 加 上 磁场 能 
量 , 于 是 总 共 得 到 2/(4n). 因而 在 居间 态 内 , 单位 体积 的 平均 热力 学 势 等 于 








(56.2) 


得 到 . 
@ 这 里 略 去 了 全 部 磁 致 伸缩 效应 . 在 这 些 条 件 下 , 可 以 不 提 热 力学 势 的 改变 而 提 
与 它 相 等 的 自由 能 的 改变 . 
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在 现在 情况 下 , 我 们 得 到 矢量 五 和 号 平行 , 而 其 大 小 


H = Ho, (56.3) 


即 它 有 不 依赖 于 磁感应 强度 的 恒定 值 . 

如 果 将 B 和 万 的 依赖 关系 用 图 表示 (图 34), 则 超 导 态 对 应 于 横 坐 标 轴 
的 O4 段 ; 正常 态 对 应 于 BC 直线 (B = 万 ). 竖 直 线 4AB 段 (五 = Hi) 对 应 于 
居间 态 . 


eS] 





图 34 


设 n 为 平均 磁场 力 线 方向 上 的 单位 矢量 . 我 们 写 出 互 = Hem, 并 代入 方 
程 rot 互 =0 (没有 体 电流 时 正确 ) 后 , 得 到 rotm = 0. 另 一 方面 , 因为 mw2 = 1， 
所 以 有 
gradn? = 2(n. Vn+2n x rotn = 0, 


由 此 得 到 结论 , (n . Y)n = 0. 这 表明 矢量 n 的 方向 不 变 . 由 此 可 见 , 平均 磁场 
的 力 线 为 直线 . 
把 所 得 到 的 结果 应 用 到 处 于 居间 态 的 椭 球 ,对 椭 球 内 的 均匀 磁场 , 存在 
以 下 关系 式 : 
(1-nH+nB=5, 


不 论 B 入 间 存在 任何 关系 , 这 个 公式 都 正确 . 这 里 令 五 = Hoi, 我 们 得 到 


i (56.4) 
Nn Nn 


因此 椭 球 内 的 平均 磁感应 强度 按照 线性 规律 随 外 加 磁场 强度 而 改变 , 从 5 = 
(1 一 n)Hor 时 的 零 值 变 到 与 = Her 时 的 Hor 值 . 

我 们 也 可 以 写 出 处 于 居间 态 的 椭 球 的 总 热力 学 势 § 的 表达 式 . 为 此 ,我 
们 从 普遍 公式 





dV 





4 由 -号 


- 240， 第 六 章 超 导 电 性 


出 发 ( 试 与 (32.7) 式 比 较 ), 这 个 公式 在 互 和 互 间 为 任何 关系 时 也 都 适用 . 把 
(56.2) 一 (56.4) 式 中 的 6, 太 ,B 值 代入 上 式 , 我 们 得 到 


1 
$= 5 | Her — (Her — $) (56.5) 


(V 为 椭 球 体积 ) ; 这 个 值 从 没有 外 加 磁场 时 的 纯 超 导 椭 球 的 热力 学 势 算 起 . 对 
于 处 于 外 磁场 $ 内 的 超 导 椭 球 , 我 们 有 

二 NM: V5? 

2 -i 四 5 n) CO, 
(根据 (32.6) 和 (54.2) 式 得 出 ). 当 5 = Hr(1 一 n) 时 , 热力 学 势 及 其 对 温度 的 
一 阶 导数 是 连续 的 ; 在 这 个 意义 上 , 从 超 导 态 向 居间 态 的 转变 , 类 似 于 二 级 相 
变 . 

应 该 强调 指出 , 上 面 对 居 间 态 取 平 均值 的 描写 方式 , 由 于 层 厚度 比较 大 ， 
实际 上 精确 度 并 不 高 . 出 于 同一 原因 , 上述 描写 中 漏 掉 了 一 些 与 层 状 结构 特性 
有 关 的 现象 . 与 此 有 关 的 一 个 事实 是 , 当 外 加 磁场 增加 时 , 从 超 导 态 转变 为 居 
间 态 实际 上 并 不 是 恰好 在 51 = He(1 一 n) 时 发 生 , 而 是 要 稍 迟 一 些 . 这 种 “ 延 
迟 ” 的 原因 如 下 . 向 居间 态 的 转变 发 生 在 状态 变 得 热力 学 稳定 时 , 亦 即 发 生 在 
f= 8, 的 时 刻 . 但是, 层 状 结构 除了 取 平 均值 描写 所 添上 的 纯 “ 体 积 ” 能 (56.5) 
外 , 还 有 由 于 各 层 间 存在 分 界面 和 在 物体 表面 附近 层 的 形状 发 生变 化 所 引起 
的 附加 能 . 正 是 这 种 情况 使 转变 点 向 磁场 较 强 的 一 侧 有 所 移动 . 

虽然 在 本 节 的 第 一 个 脚注 曾 指出 本 章 只 讨论 第 一 类 超导体 ,但 是 , 此 处 我 
们 要 对 柱 形 第 二 类 超导体 的 “磁化 强度 曲线 ”的 热力 学 作 一 个 简短 的 评述 . 这 
种 超导体 的 特征 是 磁场 逐渐 透 入 其 内 部 . 例如 , 在 处 于 纵向 磁场 5 中 的 长 柱 
形 超导体 内 , 磁场 达到 Hci1(T) 时 开始 透 入 ,并 只 有 在 及,2 > Hor 的 场 中 超 
导体 才 连 续 地 转变 为 正常 态 @ 

我 们 从 关系 式 686/88 = -.U 出 发 ( 试 比较 (32.4) 式 ). 等 式 两 端 对 万 积 
分 , 积分 限 从 0 到 环 .i,, 我 们 得 到 


Hoer,2 
-Mas = go 
0 





@ 因此 , 对 于 在 与 = Her(1 一 n) 点 的 两 边 都 有 (5) < 办 (9) 完全 不 必 感 到 惊异 . 记 
住 在 二 级 相 变 中 , 一 般 不 会 在 相 变 点 的 另 一 边 存在 其 他 相 , 因此 , 对 两 相 热力 学 势 进行 
比较 没有 意义 . 

@ 参阅 本 教程 第 九 卷 847 和 848. 处 于 Her1l 和 Herz 之 间 的 磁场 范围 内 的 超导体 
状态 称 为 混合 态 . 必须 着 重 指出 , 混合 态 与 第 一 类 超导体 的 居间 态 完全 不 同 ,在 混合 态 
内 , 磁场 以 所 谓 “ 涡 线 ” 的 方式 透 入 超导体 样品 内 . 
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式 中 四, 指 的 是 磁场 不 存在 的 超导体 的 热力 学 势 , 而 办 一般 与 外 人 磁场 无 关 

(故而 两 个 字母 上 的 符号 ~ 可 以 略 去 ). 但 在 0< 太 < Heri 的 磁场 范围 内 , 场 

不 会 透 入 柱 体 , 因而 它 的 磁 矩 . = -V5/(4n). 从 积分 内 消去 这 一 部 分 后 , 得 
到 

Her,2 VH? 

.Cd0 = —(f, 一 内 0) 十 Ee 


Her, 1 87 


如 果 对 第 二 类 超导体 从 纯粹 形式 上 按照 以 前 的 定义 引进 五 ca@ 





£1 
办 和 fso =V 8 ， 
则 得 出 的 关系 式 可 以 最 后 写成 


Hoer,2 


Md Se 站 (区 2 2 He. Sn (56.7) 
Hoer,1 





习 题 

试 求 处 于 居间 态 的 超 导 椭 球 的 热 容 量 . 

解 : 将 (56.5) 式 的 热力 学 热 对 温度 取 微 商 , 我 们 即 可 得 到 录 和 热 容 量 . 略 
去 含有 物体 热膨胀 系数 的 项 , 得 到 

(H+ HaH’) 一 与 BO 
4n, 

( 搬 表 示 对 荆 求 导 ) ; 锅 是 物体 处 于 超 导 态 的 热 容量 (我们 这 里 略 去 了 它 对 与 
的 微弱 依赖 关系 ). 由 此 看 出 ,改变 化 时 (温度 为 常量 ), 在 驻 = (1 一 n)Hor 点 处 
物体 热 容量 从 多 跃 变 到 


12 
4nn Mor 
然后 随 5 按 线性 规律 改 交 到 组 = 有 cr 时 的 值 
2+ Ho) + He- @, 向 


由 此 再 突 降 回 吃 . 
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居间 态 内 正常 层 和 超 导 层 的 形状 和 大 小 决定 于 物体 的 整体 热力 学 平衡 条 
件 , 类 似 于 铁 磁体 中 磁 畴 形状 的 确定 (844). 和 那里 的 情况 一 样 , 形成 的 层 的 厚 


意 的 性 质 
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度 是 两 种 对 立 趋向 竞争 的 结果 . 正常 相 和 超 导 相 边界 上 的 表面 张力 趋向 于 减 
少 层 的 数目 , 即 增加 层 的 厚度 . 而 层 在 物体 自由 表面 出 现 的 突现 能 则 呈现 相反 
的 趋势 . 当 物 体 尺 度 增加 时 层 的 厚度 增加 , 结果 最 后 当 这 些 层 接近 物体 表面 时 
出 现 分 又 (原因 和 铁 磁 磁 畴 情况 相同 ) 2 

确定 平面 平行 板 居间 态 内 不 分 义 层 的 形状 和 大 小 的 问题 可 以 精确 求解 ; 
为 此 假设 外 场 1 垂直 于 平面 板 ( 开 . 苹 . 朗 道 , 1937). 

层 平 行 于 磁场 排列 , 它们 的 平行 平面 性 质 只 在 板 表面 附近 遭 到 破坏 . 

















图 35 


磁场 的 磁力 线 (图 35 上 虚线 ) 只 穿 过 正常 层 , 而 且 超 导 层 的 边界 也 是 磁力 
线 (由 于 在 边界 上 B = 0). 再 考虑 到 正常 层 和 超 导 层 边界 上 必须 有 = Heo， 
我 们 在 超 导 层 边界 上 写 出 下 列 条 件 : 
在 BC 线段 上 : H; = 0， 
在 BA 和 CD 线段 上 : H2+H=H2 (57.1) 
(坐标 轴 以 图 35 所 示 方 式 选 定 ). 远离 平板 处 磁场 五 必须 和 外 场 相同 , 即 
当 z 一 一 00 时 , Hj; = 5， Hy:0; (57.2) 
Op 04 Op 0O4 


人 
Or Oy - Ov Oz 


在 一 定 条 件 下 (外 场 接近 零 或 Her 时 ), 热力 学 上 更 有 利 的 不 是 层 状 而 是 丝 状 结 
构 , 参见 Andrew E. R.., Proc. Roy. Soc, 1948, V. 194A, p. 98. 
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引进 场 的 标量 势 p、 矢 量 势 4 和 复 势 w = yp 一 i4 (与 83 比较 ). 

在 每 条 磁力 线 上 4 = 常数 . 在 穿 过 O 点 , 之 后 分 义 为 OCD 和 OBA 从 而 
组 成 一 个 超 导 层 的 边界 的 磁力 线 上 , 令 4 = 0. 在 相继 两 个 超 导 层 的 边界 上 , 4 
值 之 差 等 于 穿 过 线段 a = as + an 的 磁 通 量 , 即 等 于 $a. 因此 在 所 有 超 导 层 边 
界 上 的 4 值 将 是 $a 的 整数 倍 . 也 引入 “复数 磁场 强度 ”: 


d 
ys Ae 


2 区 三 这 丽人 六 


把 条 件 (57.1) 写 为 
在 BC 线段 上 : Re n= 0， 


在 AB 和 CD 线段 上 : |7| = He. (57.3) 
引进 新 量 
C= exp (- 茸 ) 二 于 (57.4) 


并 将 n 看 作 是 4 的 函数 . 在 所 有 的 边界 磁力 线 (与 它们 在 板 外 延长 线 一 起 ) 上 ， 
¢ 的 值 为 实数 : 


因为 op 的 确定 只 精确 到 一 个 常数 , 所 以 可 以 任意 选择 一 点 上 的 p 值 . 令 
在 0O 点 上 w=0. 于 是 在 这 一 点 上 也 有 <=0. 在 离 板 很 远 处 的 所 考虑 的 边界 
磁力 线 上 , C= 一 1 (因为 x 一 一 00 时 ,我 们 有 p 一 一 5z 一 十 00). 在 磁力 线 进 入 
板 内 的 点 (或 C 点) 把 C 值 表示 为 G0. 在 CD 和 BA 分 义 上 ,¢ 从 co 变化 到 
co. 于 是 条 件 (57.1) 和 (57.3) 可 写成 





当 C=_1 n=5, (57.5) 
当 0<C<lo Re7=0， (57.6) 


当 (0 <¢6 mF He. 


此 外 , 函数 mn(¢) 应 当 处 处 有 限 . 
满足 条 件 (57.6) 的 函数 是 


ps -2-y-al. (57.7) 


当 5 值 为 负 实 值 时 , 两 个 根 均 为 实数 并 取 此 处 写 出 的 符号 . 当 0 <4 < Co 时 ， 


两 个 根 为 虚数 , 而 且 两 个 根 为 
Go_ /so 
(ee | 


7 = iHer 
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式 中 “--” 号 或 “+” 号 分 别 对 应 于 OC 和 0B 线段 . 当 5 > Go 时 ， 必 须 写 为 


四 [1 Sri/ 
"| 1 2 外 


其 中 符号 “- ”或 “+” 分 别 对 应 于 CD 和 BA 线段 . Go 由 条 件 (57.5) 求 出 ， 等 


局 吕 
2 
00 二 (3 等 中 ， (57.8) 
此 处 引入 了 符号 h = 5/Her. 
层 的 形状 即 边 界 磁力 线 方程 由 关系 式 dz = 一 dw/m 对 实数 5 积分 得 出 为 


ER wm 


把 7(6) 代入 上 式 , 把 实 部 和 虚 部 分 开 ， 并 用 适当 方式 选择 积分 常数 , 我 们 得 到 
CD 线 的 下 列 参量 方程 : 


es 
| 人 Ed me Fl 


有 (57.9) 
多 9 =- 人 了 -到 G (3 -arctanV5] 


(和 =as/2, 为 zZ 一 co 时 y 的 坐标 值 , 参看 图 35). 

层 状 结构 的 周期 a 与 超 导 层 和 正常 层 的 厚度 a。 和 an 的 关系 为 等 式 
a=as+an 和 ap = anHoer. 其 中 第 二 式 是 穿 过 正常 层 的 磁 通 量 必须 连续 的 结 
果 . 由 此 得 出 








as=a(l—h), an = ha. 


周期 a 由 平板 的 总 热力 学 势 取 极 小 的 条 件 决 定 . 在 正常 相 和 超 导 相 边界 
上 存在 的 表面 张力 导致 平板 表面 单位 面积 热力 学 势 中 的 一 项 
21 H? 
A 
其 中 1 为 板 的 厚度 ， 而 表面 张力 系数 被 表示 为 H2A/(87) (A 具有 长 度量 纲 ). 
在 计算 这 部 分 能 量 时 ， 当 然 可 以 略 去 板 表 面 附近 的 层 的 曲率 . 

向 平板 表面 伸展 出 的 层 的 突现 能 可 以 表示 为 两 部 分 之 和 . 第 一 部 分 为 正 
常 层 的 体积 本 身 较 之 它们 在 保持 平面 平行 的 全 部 时 间 内 的 体积 的 增 大 ， 由 此 
导致 附加 能 





(57.10) 


和 


2 
内 = 各 让 (Y — Wdz (57.11) 
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(因子 4 计 及 了 1/a 个 超 导 层 每 一 层 两 边 存 在 4 个 角 , 为 图 35 所 示 的 B 和 CO). 

第 二 部 分 是 层 向 平板 表面 伸 出 时 所 引起 的 系统 在 外 磁场 内 能 量 的 改变 ， 
也 即 是 能 量 -NM :与 /2. 平板 的 磁 矩 是 由 超 导 层 表面 的 电流 产生 的 . 当 磁 感应 
强度 的 切 向 分 量 从 五 跃 变 到 0 时 , 表面 电流 密度 为 9 = 土 cH/(4n). 因此 , 在 > 
轴 的 每 单位 长 度 上 , 超 导 层 的 每 一 个 边界 面 的 磁 矩 为 


-/ (ds = Vdz2 十 dy2). 
OCD 4 

如 果 层 不 出 现 到 表面 , 则 OC 线段 不 存在 , 而 在 CD 上 处 处 y = 工 . 四 个 
角 每 一 角 的 多 余 磁 矩 为 


< vds+ 全 ra 
人 
与 此 相应 , 多 余 能 ; 


入 4 Her H 
se Yd: 
1 2a [ Ir es 4 va 


三 af (—Ydz + vyds) +/ Hyey| 2 (57.12) 
2an cD Oc 


用 C 表示 的 坐标 z 和 vy 与 a 成 正比 . 因此 在 +p 中 的 全 部 积分 都 与 
a? 成 正比 , 于 是 这 部 分 的 热力 学 势 与 a 成 正比 . 因而 内 十 加 十 办 之 和 为 








H2 [1A 
$= 全 +af()| . (57.13) 
上 式 取 极 小 的 条 件 给 出 
IA 
(57.11) 和 (57.12) 中 的 积分 可 以 计算 到 底 ,并 得 到 f(h) 的 以 下 表达 式 : 
ES 去 { EN 
(1+h2)2In(l + h?)— 4h? In8h}. (57.15) 
这 个 函数 的 极限 形式 为 : 
bh OG .oy 
f(h) = (1 当 1-hgl. (57.16) 





@ 参见 Fortini A., Paumier BE. — Phys. Rev. B, 1972, v. 5, p. 1850. 
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36 绘 出 了 函数 f(h) 的 曲线 图 . 








2.0 
= 
S1.0 
0 
0.5 1 
h 
图 36 


应 当 指 出 , 在 平板 表面 附近 的 正常 层 内 , 磁场 可 以 比 Her 小 得 多 , 也 即 是 
出 现 图 33a 所 示 的 情况 @. 在 这 种 情况 下 , 它 在 热力 学 上 的 不 利 由 阻止 层 厚 
度 进一步 减 小 的 表面 张力 能 所 抵消 . 

前 面 已 经 指出 过 , 在 平板 厚度 增加 时 必定 会 开始 出 现 层 的 分 又 . 这 反 过 
来 导致 了 层 状 结构 周期 a 对 ! 依赖 关系 的 改变 ; 在 多 重 分 又 的 极限 情况 下 
a x 12/3. 不 过 , 实际 的 数值 关系 表明 , 分 叉 应当 开 始 得 相当 迟 @. 


例如 ,h = 1/2 时 在 正常 层 中 间 点 处 表面 上 的 磁场 为 0.73Her, 而 当 h 一 0 时 ,该 值 
趋 于 0.65Her. 

@ 层 的 多 重 分 又 模型 计算 , 参见 JTanday A. A KR9TGE. 1943. T. 13. C. 377 ( 英 译本 
见 : L. D. Landau, Collected Papers, Pergamon Press, Oxford, 1965. p. 365) 
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到 目前 为 止 , 我 们 只 是 研究 了 静电 场 和 静 磁 场 , 而 应 用 麦克 斯 韦 方 程 


190B 


只 是 出 于 附带 目的 , 即 推导 出 磁场 能 量 的 表达 式 来 (§31). 

物质 内 交 变 电磁 场 的 特征 主要 决定 于 介质 的 种 类 和 场 频率 的 数量 级 . 在 
本 节 内 , 我 们 研究 处 于 外 加 交 变 磁场 中 的 大 块 导 体内 发 生 的 现象 . 这 时 我 们 假 
定 , 场 变化 率 不 很 大 , 而 且 满 足下 面 所 提出 的 一 系列 条 件 . 满足 这 些 条 件 的 电 
磁场 和 电流 称 为 准 静 态 的 . 

首先 我 们 假定 与 (真空 内 或 导体 周围 电介质 内 ) 场 频率 w 对 应 的 波长 
入 ~ 二 大 于 导体 线 度 上 

w <A 包 
于 是 在 任何 时 刻 导体 外 的 磁场 分 布 可 用 静 磁 场 方 程 描述 : 
divB=0, rotH =0, (58.2) 


其 中 略 去 了 由 于 电磁 扰动 传播 速度 有 限 所 引起 的 各 种 效应 . 不 言 而 喻 , 只 在 离 
导体 不 太 远 的 距离 (小 于 入 ) 内 才 容 许 这 种 忽略 (对 于 达到 求解 导体 内 的 场 的 
目的 , 这 样 做 在 任何 情况 下 都 足够 好 ). 
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导体 内 的 完备 场 方程 组 包括 (58.1) 式 和 下 列 方程 : 


divB =0, (58.3) 
4 
rotH = 一 j=0oE (58.4) 


在 电 各 向 异性 ( 非 立 方 ) 晶体 内 ，(58.4) 式 中 的 后 一 个 方程 应 当 写 为 ji = oix Bk. 
严格 说 来 , 方程 (58.4) 是 对 恒定 电流 和 静 磁 场 得 出 的 . 因此 , 还 必须 指出 能 
相当 精确 地 应 用 此 方程 于 交 变 场 的 条 件 . 在 (58.4) 式 内 电流 与 电场 强度 的 关 
系 由 关系 式 了 = oE 得 出 , 其 中 0o 为 常数 , 属于 静态 情况 . 如 果 场 的 变化 周期 
远大 于 微观 传导 机 制 的 特征 时 间 , 即 存在 这 种 关系 . 换 名 话说, 场 的 频率 必须 
小 于 导体 内 电子 的 平均 自由 时 间 的 倒数 . 对 典型 的 金属 而 言 (在 室温 下 ), 这 个 
条 件 所 容许 的 临界 频率 处 于 光谱 的 红外 区 域内 @. 

但 是 , 在 现在 情况 下 , 还 有 另 一 个 条 件 限 制 了 场 方程 的 适用 性 . (58.4) 式 
假定 了 电流 与 场 的 关系 是 局 域 的 , 也 即 是 导体 内 一 点 的 电流 密度 只 与 该 点 的 
场 有 关 . 这 反 过 来 又 假定 了 电子 自由 程 长 度 小 于 场 发 生 显著 变化 的 距离 . 在 
859 中 我 们 将 再 讨论 这 一 条 件 . 

在 (58.1) 和 (58.4) 式 内 , 巨 是 由 交 变 磁场 所 产生 的 感 生 电场 强度 . 如 果 已 
知 五 , 则 由 (58.4) 式 可 直接 求 出 场 EB. 从 (58.1) 和 (58.4) 式 内 消去 五 , 得 到 五 
的 方程 为 











c2 8 Sa 

在 电导 率 o 和 磁 导 率 为 常数 的 均匀 介质 内 , 可 以 将 因子 1/o 从 符号 rot 

内 取出 , 而 按照 (58.3) 式 , 我 们 有 divB = jdivH =0. 因此 , rotrot H = -AH,， 
于 是 我 们 得 到 方程 : 


4750B rot H (58.5) 


4rHo OH 
ce Ot 
这 个 方程 和 方程 div 五 = 0 一 起 构成 了 足以 确定 磁场 的 完备 方程 组 . 应 注意 
到 ，(58.6) 式 具 有 导热 方程 形式 , c2/(4noy) 起 着 “ 温 导 率 系数 ?X 的 作用 . 
导体 表面 上 的 磁场 边界 条 件 可 从 方程 本 身 的 形式 明显 看 出 , 和 前 面 一 样 ， 
这 些 边界 条 件 为 


AH = 





(58.6) 


Bn1 = Brio, Hi = Hi. (58.7) 


@ 对 于 不 良 导体 (例如 半导体 )，(58.4) 式 的 应 用 还 要 求 遵守 另 一 个 更 强 的 条 件 . 在 
这 类 导体 内 , 同时 引进 电导 率 和 介 电 常量 是 有 意义 的 . 此 时 在 (58.4) 式 的 右 端 应 添上 一 
项 Sr 它 比 4xoE/ec 小 的 条 件 为 o/w 交 e. 在 良 导体 (金属 ) 内 , 在 电导 率 仍 可 假定 为 
常数 的 全 部 频率 区 域 实际 上 o/w 六 1( 又 见 859 的 第 二 个 脚注 ) 
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(58.4) 右 端 的 表达 式 由 于 它 本 身 的 局 域 性 , 并 不 影响 上 式 的 第 二 个 条 件 . 当 
人 二 1 时, 可 以 直接 写 为 信 
Hi = Ho. (58.8) 

由 于 (58.4) 式 我 们 有 divj = 0; 该 式 第 二 个 方程 的 边界 条 件 是 : 在 导体 表面 
和 多 =0. 由 此 得 出 (由 于 了 = oE), 在 电 各 向 同性 导体 内 边界 上 BE = 0, 此 处 
上 标 (i) 表示 导体 内 的 场 (在 各 向 异性 导体 的 普遍 情况 下 , 导体 边界 上 场 的 法 
问 分 量 一 般 说 来 不 为 零 ). 

如 果 导 体 是 由 电导 率 不 同 的 部 分 组 成 的 , 则 边界 条 件 (58.8) 式 并 不 足以 
对 问题 作出 完全 的 表述 . 在 各 部 分 导体 的 分 界面 上 , 除了 五 为 连续 外 ,还 必须 
考虑 到 Ei 的 连续 性 条 件 ; 对 磁场 而 言 , 这 个 条 件 表明 


(rot H)ii 入 (rot H)iw 


Ol ey O02 
我 们 假定 , 导体 处 于 某 一 时 刻 突然 关闭 了 场 源 的 磁场 内 .这 时 导体 内 以 及 
导体 周围 的 场 并 不 立刻 消失 , 场 随 时 间 的 衰减 过 程 由 (58.6) 式 决定 . 遵循 数学 
物理 中 的 普遍 方法 , 求解 这 类 问题 必须 按 以 下 方式 进行 . 我 们 要 寻求 具有 


(58.9) 


H= Hlz, 2 ent 





形式 的 方程 (58.6) 的 解 , 其 中 Ym 为 常数 . 对 于 函数 Hm,(7x,y,z), 我 们 得 到 方程 


c2 
在 导体 形状 给 定 的 情况 下 , 只 对 构成 其 “本 征 值 ” 集合 的 确定 的 ym 第 , 这 些 
方程 才 有 不 为 零 的 解 (满足 必要 的 边界 条 件 ). 所 有 的 这 些 ym 值 均 为 实数 且 
取 正 值 8. 而 与 之 相应 的 函数 天,(z,y,z) 则 组 成 相互 正 交 的 矢量 函数 的 完备 
@ 对 于 通常 的 抗 磁体 与 顺 磁体 , 非常 接近 1, 明 在 以 下 的 公式 内 计 及 4 对 精确 度 
的 提高 癌 无 意义 . 显著 地 大 于 1 的 j 值 出 现在 铁 磁 金属 内 , 可 以 利用 大 的 恒定 磁 导 率 
描写 这 种 金属 的 磁性 质 (在 足够 弱 的 磁场 内 ). 但 是 在 这 些 物 质 内 y 的 色散 (w 对 频率 w 
的 依赖 关系 ) 很 早 就 出 现 , 从 而 使 4 实际 上 减 小 到 1. 考虑 到 这 些 情况 ,我 们 在 本 章 的 以 
下 各 节 内 都 假定 w = 1. 
@ 这 点 容易 用 以 下 方法 证 明 . 为 了 避免 计 及 导体 表面 边界 条 件 ,我 们 从 (58.5) 式 出 
发 , 其 中 可 以 想象 在 导体 外 o 是 以 连续 的 方式 趋 近 于 零 的 , 在 方程 


4 rot H 
一 二 ?mm 五 m = 一 rot 一 一 
C 


两 端 乘 以 H;, 并 对 全 空间 积分 ,我 们 得 到 
/Eday = { Hi ror av = 人 rotFnpdav 


由 此 可 见 , ym 为 实数 且 取 正 值 . 
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系 . 设 起 始 时 刻 的 场 分 布 由 哨 数 五 o(z, y, z) 给 出 . 把 它 按 有 Hm, 蚂 数 系 展 开 为 


Ho(z,y, z) = cm Hm lz, 2， 2， 
于 是 我 们 得 到 所 设 场 的 衰减 问题 的 解 为 


H(z, y, z, t{- cme ™i H(z, y, 2). (58.11) 
场 的 衰减 率 主要 由 以 上 和 式 中 加 取 最 小 值 的 项 决定 ; 设 这 个 最 小 值 为 
1. 于 是 场 的 “衰减 时 间 ” 可 定义 为 + 二 = 从 (58.10) 式 可 以 看 出 这 一 时 间 的 
1 
量 级 . 因为 AH ~ H/1? (其 中 1 为 导体 的 尺度 ), 因此 ， 


T ~ 4mral2/c2. (58.12) 
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现在 研究 置 于 频率 为 w 的 外 加 交 变 磁场 中 的 导体 . 透 入 导体 内 的 磁场 在 
导体 内 感 生出 交 变 电场 , 而 后 者 反 过 来 又 引起 电流 ( 称 为 傅 科 电流 *) 的 出 现 . 
从 上 节 所 指出 的 方程 (58.6) 与 导热 方程 的 相似 性 出 发 , 已 经 可 以 得 到 透 入 导 
体内 部 的 磁场 的 特征 的 一 般 概念 . 从 导热 理论 知道 , 满足 这 个 方程 的 量 在 时 间 
t 内 在 空间 中 “传播 ” 的 距离 约 为 Vxt. 因此 , 我 们 可 以 立即 得 出 结论 , 磁场 透 
和 导体 深度 6 的 数量 级 为 


C2 


6~ 1/ 一， 
OW 
当然 , 对 由 它 所 感 生 的 电场 和 电流 而 言 , 情况 也 是 一 样 . 
在 频率 为 w 的 交 变 场 内 , 所 有 物理 量 对 时 间 的 依赖 关系 由 因子 e-i*t 给 
出 . 这 时 (58.6) 式 成 为 


入 厅 一 4niow 





本 (59.1) 


下 面 我 们 研究 两 种 极限 情况 . 如 果 透 入 深度 5 大 于 导体 的 尺度 (频率 很 
小 ) 则 在 一 级 近似 下 可 以 令 (59.1) 式 右 端 为 零 . 于 是 在 任何 时 刻 的 磁场 分 布 ， 
将 和 离 导体 很 远 处 外 磁场 为 给 定 值 情 况 下 的 定常 磁场 分 布 完全 相同 . 我 们 把 
这 个 解 表示 为 有 Hs; 这 个 解 与 频率 无 关 (更 准确 一 点 说 , 频率 只 包含 在 时 间 因 
子 e 内). 于 是 只 在 w 的 下 一 级 近似 下 才 出 现 感 生 电场 , 因为 在 定常 情况 
下 , 一 般 不 存在 这 种 感 生 电场 . 这 与 以 下 事实 相对 应 : 按照 (58.4) 式 从 Hst 计 


* 亦 称 涡 电 流 , 由 于 这 个 电流 是 1855 年 由 法 国 物理 学 家 傅 科 (J. -B. -L. Foucault) 首 
先 发 现 的 , 故 以 他 的 名 字 命名 . 译 者 注 
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算 EE 时 , 我 们 得 到 零 , 因为 rot Hs = 0. 因此 , 要 算出 瓦 必须 回 到 方程 (58.1)， 
根据 这 个 方程 我 们 有 
rotE= 这 于， (59.2) 


这 个 方程 和 方程 div EE = 0 ( 当 o 在 导体 内 不 变 时 从 (58.4) 式 得 出 ) 一 起 完全 
确定 了 电场 的 分 布 . 我 们 注意 到 , 它 与 频率 w 成 正比 . 

我 们 现在 转 到 相反 的 极限 情况 : 5 < i( 频 率 很 大 ). 858 中 所 提 到 的 场 方程 
的 局 域 性 条 件 要 求 5 必须 仍 大 于 传导 电子 的 平均 自由 程 长 度 ©. 

当 6 安 1 时 ,磁场 只 能 透 入 导体 的 很 薄 的 表面 层 . 在 计算 导体 外 的 场 时 可 
以 略 去 该 层 厚度 , 亦 即 可 以 认为 磁场 一 般 不 会 透 入 导体 内 部 . 在 这 一 意义 上 ， 
高 频 磁场 内 的 导体 表现 得 和 静 磁场 内 的 超导体 相同 , 而 要 计算 出 导体 外 的 场 ， 
必须 解 相同 形状 的 超导体 的 相应 的 定常 问题 . 

如 果 把 导体 表面 各 个 小 区 域 看 作 平 面 , 就 可 以 在 普遍 形式 下 进行 导体 表 
面 层 内 真实 场 分 布 的 研究 . 此 时 问题 转化 为 对 平面 所 包围 的 导电 介质 求解 方 
程 (59.1), 而 在 平面 之 外 场 具 有 给 定 值 , 我 们 将 其 表示 为 Foer-i., 这 一 矢量 是 
以 上 述 方式 作为 外 部 问题 解 的 结果 得 到 的 , 它 与 导体 表面 平行 . 由 于 边界 条 件 
(58.8), 导体 表面 的 磁场 也 等 于 Hoe-ivt. 

选择 导体 表面 为 zy 平面 , 而 且 导 电介质 充满 半空 间 z > 0. 由 于 问题 与 
Z 和 % 方向 无 关 , 因而 所 求 磁 场 及 只 依赖 于 z 坐标 (和 时 间 ). 所 以 我 们 得 到 
div 互 = 0H;/6z = 0, 且 由 于 在 边界 上 万; = 0, 因而 处 处 瑟 ; = 0. 按照 (59.1) 
式 , 我 们 得 到 五 的 方程 为 








oH 
+k2H -= 
B23 十 0， 
其 中 
下 三 四 本 + ) 


在 离 导 体 表面 很 远 处 (z 一 co) 趋 于 零 的 这 个 方程 的 解 正 比 于 ei*z. 
考虑 到 z = 0 时 的 边界 条 件 , 我 们 得 到 
H = Ho exp (-5) exp [ (5 - wt)| ， (59.3) 


其 中 “ 透 入 深度 ”6 定义 为 





C 1 十 1 
i k 本 (59.4) 





包 在 金属 内 实际 上 正 是 这 个 条 件 ( 当 频 率 增 大 时 ) 最 先 遭 到 破坏 . 条 件 w < 1/7 对 
于 电导 率 不 大 的 半导体 是 一 个 更 强 的 条 件 ,其 中 是 平均 自由 时 间 . 
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现在 可 利用 (58.4) 式 求 出 电场 . 引进 z 方向 的 单位 矢量 n, 我 们 得 到 


| WwW 
我 们 注意 到 , ~ (5 H. 


如 果 磁 场 Hoe-i*t 是 线 极 化 的 , 则 通过 适当 选择 时 间 原 点 , 可 以 使 Ho 为 
实 值 . 此 时 我 们 选择 这 个 矢量 的 方向 为 y 轴 方 向 . 取 (59.4) 和 (59.5) 式 的 实数 
部 分 , 我 们 得 到 


H,=H= Hoe */s cos (5 一 wt) 


i _ .2/5 (5- = 
B= B= M/E COS wt 7 


传 科 电 流 密度 j= oF 的 分 布 规律 和 电场 分 布 规律 相同 . 
在 所 考察 的 情况 下 ，(59.5) 式 对 z > 0 的 整个 半空 间 的 场 都 是 正确 的 . 在 
更 普遍 的 情况 下 , 关系 式 
E:=CH.xn (59.7) 
一 般 说 来 在 导体 表面 只 对 与 其 相 切 的 场 的 分 量 正 确 (因为 这 些 分 量 在 导体 表 
面 是 连续 的 , 故 (59.7) 适用 于 表面 两 侧 的 场 ). 系数 5 称 为 导体 表面 阻抗 (有 关 
这 个 概念 的 更 普遍 的 方面 我 们 将 887 中 讨论 ) 电 , 在 现在 情况 下 


Ce et! —i). (59.8) 


传 科 电 流 的 产生 伴随 有 场 能 量 的 耗 散 , 它 以 焦耳 热 形式 释放 出 来 . 在 1 s 
时 间 内 导体 内 所 耗 散 的 平均 (对 时 间 而 言 ) 能 量 Q 等 于 


@= [TEav = | eBav. 
Q@ 也 可 以 作为 1s 内 从 外 部 流入 导体 内 部 的 平均 场 能 计算 出 来 , 也 即 是 对 导 





@ 在 电 各 向 异性 介质 中 表面 阻抗 是 二 维 张 量 : 
Etroa = Cag (He: xm)6 (59.7a) 


(a, 8 为 垂直 于 mn 的 平面 内 的 张 量 的 下 角 标 ). 我 们 注意 到 , 由 温差 电 效 应 产生 的 热流 可 
以 对 这 个 张 量 发 生 影响 (见习 题 5). 
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体 表 面 所 取 的 积分 吕 
2 i 
Q=f5.af -Ef ExH.af. (59.9) 


上 面 我 们 看 到 , 在 6 污 1 的 极限 情况 下 , 导体 内 的 磁场 的 振幅 与 频率 无 关 ， 
而 电场 振幅 则 与 w 成 正比 . 因此 , 在 小 频率 时 , 耗 散 能 量 Q 与 2 成 正比 

在 6 多 /的 情况 下 , 导体 表面 的 磁场 和 电场 由 (59.3) 式 和 (59.5) 式 给 出 ， 
式 中 z 二 0. 坡 印 亭 矢量 垂直 于 导体 表面 , 而 其 平均 值 为 

c LU 

SN ol 
而 且 如 前 面 曾 指出 的 , 本 , 沿 导体 表面 的 变化 可 以 由 求解 相同 形状 的 超导体 外 
的 磁场 问题 得 出 . 能 量 耗 散 为 


Q= /起 f IHol?af. (59.10) 


我 们 注意 到 , 高 频 时 8 与 Vw 成 正比 . 

能 量 耗 散 也 可 以 用 导体 在 磁场 内 所 得 到 的 总 磁 矩 .WV 表示 . 在 周期 场 内 
磁 矩 也 是 具有 相同 频率 的 时 间 周 期 郴 数 . 按照 (32.4) 式 , 导体 自由 能 随时 间 的 
变化 由 导数 


,2 
dt 
给 出 , 式 中 的 与 是 导体 所 处 的 均匀 外 磁场 . 
这 个 表达 式 还 不 能 直接 给 出 所 要 求 的 能 量 耗 散 , 因为 导体 能 量 的 改变 不 
仅 由 于 耗 散 , 也 由 于 能 量 在 导体 与 周围 场 之 间 的 周期 性 转移 . 如 果 我 们 对 时 间 
求 平均 秆 , 则 后 一 部 分 为 零 , 由 此 可 见 , 单位 时 间 内 的 平均 能 量 耗 散 为 


ES 
Ws dt 
@ 如 果 把 任何 两 个 量 a(t) 和 b(t) 写成 与 e-i%t 成 正比 的 复数 形式 , 则 在 计算 它们 的 
乘积 时 , 当然 首先 应 当 取 实 部 .但 是 , 如 果 我 们 感 兴趣 的 只 是 这 乘积 的 时 间 平 均值 , 则 
可 以 用 





(59.11) 


3Refab*} 
的 方式 算出 . 实际 上 , 含有 因子 et2iwt 的 项 在 平均 后 变 为 零 ,因此 得 到 等 式 
一 一 一 一 1 * * 
Ia 十 a )(b+b*)= 4(% 二 +a*b). 
特别 是 , 可 按照 
4 


把 S 作 为 " 坡 印 亭 复 矢 量 ” 的 实数 部 分 计算 出 来 . 


二 1 
5=Re{ ae* mr') (59.9a) 
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如 果 将 .HM 和 与 表示 为 复数 形式 , 则 d 和 /dt = 一 iw5, 而 Q 可 以 算出 为 
涡 芭 -3Re(iw A 5") = SIm(A .$5°). (59.12) 
磁 矩 Y 的 分 量 是 外 磁场 的 线性 函数 : 
Mi = Vaig hk, (59.13) 


其 中 无 量 纲 系数 aik(w) 取决 于 导体 形状 和 它 在 外 场 中 的 取向 (但 与 其 体积 了 
无 关 ) ; 这 个 公式 内 的 .WM 入 都 假定 写 为 复数 形式 , 于 是 量 ai 一 般 说 来 也 
是 复数 . 张 量 Vaik 可 以 称 为 导体 的 整体 磁极 化 率 张 量 . 这 个 张 量 属于 众 所 周 
知 的 被 称 为 广义 响应 率 的 一 类 量 的 范畴 , 并 具有 这 类 量 的 一 切 性 质 . 特别 是 这 
个 张 量 是 对 称 的 (参见 本 教程 第 五 卷 8125) : 


Qik = Qi: (59.14) 
利用 这 一 性 质 , 可 以 写 出 
M$” = Vorh: hy = Fain (S15 十 Dix) = VoairRe{SihR}. 
此 外 , 如 果 把 复数 量 aik 写 为 
Qik = Qt 丰 iadh， 
则 对 于 能 量 耗 散 (59.12) 我 们 得 到 
V 
Q = Fu Re{$i5i}. (59.15) 


由 此 可 见 , 能 量 耗 散 是 由 物体 的 磁极 化 率 的 虚 部 决定 的 . 我 们 从 上 面 已 
看 到 , 当 频率 低 时 , Q 与 w2 成 正比 , 而 频率 高 时 , Q 与 V5 成 正比 . 由 此 可 以 作 
出 结论 , 在 这 两 种 极限 情况 下 , 量 ol 分 别 与 w 和 w-1/2 成 正比 . 当 w 一 0 或 
wy 00 时 , 因 ay 都 减少 , 因而 在 中 间 区 域内 oh 必 有 一 极 大 值 

导体 在 交 变 磁场 内 的 磁 矩 主要 是 由 于 导体 内 的 传导 电流 产生 的 ; 甚至 当 
= 1 静 磁 矩 变 为 零 时 , 它 也 不 为 零 . 静 磁 矩 应 当 在 w 一 0 的 极限 下 从 NM(w) 
得 到 . 由 此 得 出 , 磁极 化 率 的 实 部 ok 当 w 一 0 时 趋 近 于 恒定 值 (4 = 1 时 超 
于 零 ), 这 个 恒定 值 与 静 磁 场 内 的 磁化 强度 相对 应 . 在 w 一 co 的 极限 下 , 磁场 
ee 于 是 量 al, 趋 近 于 与 相同 形状 超导体 的 静 磁 化 强度 相对 应 
的 另 一 个 常数 极限 . 
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习 题 
1. 半径 为 a 的 各 向 同性 导电 球 处 于 均匀 周期 外 磁场 内 , 试 确定 其 磁极 化 
解 : 球 内 磁场 百人 满足 方程 : 
AH®+RHY=0, divH®=0, k= . 


我 们 要 求 它 的 形 如 五 =rot4 的 解 , 其 中 人 44 满足 方程 A4+k24=0; 因 万 
是 轴 和 拓 量 ,故人 是 极 失 量 . 由 于 球 对 称 性 , 所 求解 可 以 依赖 的 唯一 恒定 矢量 是 
外 磁场 强度 入 . 我 们 用 f 表示 标量 方程 人 f 十 k?f = 二 0 在 r= 二 0 处 有 限 的 球 对 
称 解 : 





sin kr 


子 三 


于 是 满足 矢量 方程 人 A 十 有 A= 0, 又 线性 地 依赖 于 恒定 轴 和 失 量 义 的 极 
矢量 A 可 以 写 为 


r 


A= Prot(f$) 
(6 为 常数 ) 的 形式 . 因此 我 们 要 求 的 百 @ 的 形式 为 
HO = Arotrot(15) = 8 (CF + 1)5- a (+p n(n), 
其 中 nh 是 7 方向 的 单位 矢量 (借助 方程 Af 十 k2f =0 消去 了 二 阶 导 数 f). 
球 外 磁场 瑟 (e) 满足 方程 rot H( = 0 和 divH(S = 0. 我 们 寻求 形 为 


末 (e) = 一 gradp 十 秽 的 解 ,其 中 wp 满足 方程 Ap =0 并 在 无 穷 远 处 为 零 . 与 恒 
定 矢 量 入 线性 相关 的 这 种 函数 p 的 形式 为 


i 
5 
(V = 4ra3/3). 如 此 一 来 , 我 们 寻求 的 五 (e) 的 形式 为 
HO=Vav (5:vi) +5= 0 一 全 [3m(m ， 血 ) 一 务 ] 十 田 . 


显然 , QV 与 是 球 的 磁 矩 ,于 是 Va 是 球 的 磁极 化 率 (由 于 球 对 称 性 , 张 量 aik 约 
化 为 标量 aik = QB6i). 

在 球面 上 (r 一 a),H 的 全 部 分 量 连续 . 在 >=a 处 分 别 让 五 0 和 五 (e) 的 
与 肥 平 行 和 重 直 的 各 分 量 相等 , 我 们 得 到 确定 a 和 的 两 个 方程 . 我 们 感 兴 
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趣 的 磁极 化 率 (相对 于 单位 体积 ) 为 


Qa=a’++ia”=— 六 coak| ， 


3 
87 -B+ 


， _3 1 36 sinh(2a/0) — sin(2a/56) 
8 2a cosh(2a/5) — cos(2a/6)] 





大 04 | a sinh(2a/6)+s | 
16ra2 | 6 cosh(2a/6) — cos(2a/5)| 


在 低频 极限 情况 下 (6 六 a)， 


”20x 
对 于 频率 很 高 的 情况 (5 < o)， 








A 
8 2a 8 2aV2now] 
96 9c 


一 16ra 16xaV2now 





极限 值 Vol = 一 全 对 应 于 超 导 球 的 磁 姑 ,而 ay 值 可 借助 于 (59.10) 式 ,利用 起 
导 球 表面 磁场 的 公式 (54.3) 求 得 . 

我 们 要 记 住 , 此 处 假定 了 把 外 磁场 写成 舍 任 意 恒定 复 矢量 久 0 的 复数 形 
式 角 二 多 0e-i2t. 从 而 在 分 析 中 既 和 包括 了 具有 恒定 方向 的 “ 线 极 化 ” 交 变 场 , 也 
包括 了 在 某 一 平面 内 转动 的 椭圆 或 者 圆 极 化 的 场 . 

2. 与 上 题 相 同 , 试 求 导 电 柱 体 (半径 为 a) 在 与 其 轴 重 直 的 均匀 周期 外 磁 
场 内 的 磁极 化 率 . 

解 : 这 个 问题 是 习题 1 的 “二 维 类 似 ”; 下 面 全 部 矢量 运算 是 在 重 直 于 柱 
体 轴 的 平面 内 的 二 维 运算 ,而 7 是 这 平面 内 的 径 矢 ,我 们 寻求 以 下 形式 的 柱 体 
内 磁场 : 


2f" 


HO = Brotrot ( 钠 ) = p (FE+87)5 -6 (TL + 局 /nm 5) 


式 中 了 = 0(k7) 是 二 维 方程 Af 十 及 f =0 的 对 称 解 , 它 在 r= 二 0 时 取 有 限 值 . 
所 要 寻求 的 柱 体外 磁场 的 形式 为 


HO) = -2aVV(S .VIn7r)+$ = 2 一 一 [2n(n :性 ) 一 己 | 十 刁 
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(V = ra2). 柱 体 单位 长 度 的 磁 算 为 Va ( 见 83 习题 2)， 和 习题 1 一 样 , 当 
r= 二 a 时 ,从 条 件 玉 = 腰 (9, 我 们 得 到 





(此 处 利用 了 关系 式 J0(k7) = 一 kJ1(k7)). 
当 6 污 a 时 ,将 贝 塞 尔 函 数 按 Fa 的 办 次 展开 , 我 们 得 到 
y 1 人 _ mato 


~ 24x 6c4 


0 





(0) eo 
8x\6/ 4c2 


当 5 au 时 ,利用 贝 塞 尔 函 数 的 渐 近 表达 式 ,我 们 得 到 


i 
27 a 27 avV2rmrow / 
A A 

2ra 2raV2row 

3. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 磁场 与 柱 体 轴 平 行 . 

解 : 在 整个 空间 内 磁场 与 柱 体 轴 平 行 . 在 柱 体外 , 百 (e) = 锣 , 而 在 柱 体内 ， 
HO = f5, 式 中 是 二 维 方程 Af +k2f = 0 的 对 称 解 , 当 一 a 时 它 变 为 1， 
r= 二 0 处 有 限 : 














; Jo(kr7) 
($0 
Jo(ka) 
柱 体内 的 傅 科 电流 是 环形 流 ( 亦 即 在 柱 坐 标 系 中 了 只 有 分 量 Jo), 并 可 根据 
4r7 _ 0 
ee pr 


从 万: = 砷 求 得 其 值 . 由 传导 电流 产生 的 柱 体 单位 长 度 的 磁 矩 MN = ra2ag， 
方向 与 柱 体 轴 平行 , 并 等 于 
二 
= 支 /rar= 了 ridr. 
算出 积分 后 , 我 们 得 到 





和 


去 | | | 


由 此 可 见 , 柱 体 的 纵向 极 化 率 只 有 习题 2 所 求 出 的 横向 极 化 率 的 二 分 之 一 . 
4. 试 求 导体 球 内 诸 磁 场 衰减 系数 中 最 小 的 一 个 之 值 . 
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解 : 方程 (58.10) 对 于 球 的 解 中 包含 具有 不 同 对 称 性 的 函数 . 其 中 最 对 称 
的 解 是 由 已 知 任意 恒定 标量 所 定义 的 解 . 但 是 由 于 以 下 原因 , 它 不 可 能 存在 . 
这 种 解 会 是 球 对 称 的 : 百 = 到 (7), 而 且 由 于 方程 

EE LorH)=0 
(此 解 无 论 在 球 内 或 球 外 都 正确 ), 这 个 解 会 是 及 = const/r. 但 是 , 这 个 吕 数 不 
满足 在 球 中 心 上 有 限 的 条 件 . 

7 的 最 小 值 对 应 于 由 任意 的 恒定 矢量 所 定义 的 解 之 一 . 显然 , 这 些 解 的 形 
式 与 习题 1 中 所 得 到 解 的 形式 相同 , 所 不 同 的 只 是 在 百 (e) 场 内 必须 略 去 常数 
项 , 因为 在 无 穷 远 处 必须 有 再 =0. 这 时 大 是 实数 量 (12 = 4ramy/c2), 而 矢量 
五 为 任意 恒定 矢量 , 当 m = a 时 , 从 边界 条 件 五 9 = 五 (9, 我 们 得 到 两 个 方 
程 , 从 其 中 消去 Qa 和 [后 得 到 sinka 二 0. 这 个 方程 不 为 零 的 最 小 根 是 Fa =T， 
于 是 ) 的 最 小 值 为 
_ 

4oa2 

5. 切割 单 轴 人 金属 晶体 的 表面 使 其 法 线 与 晶体 对 称 主轴 形成 0 角 . 考虑 温 
差 电 效应 , 试 求 表面 的 阻抗 (M. WH. 卡 冈 诺 夫 , B. M. 楚 克 尔 尼克 ，1958). 

解 : 选 晶体 表面 为 zy 平面 ,并 取 z 轴 为 表面 的 内 法 线 , 并 令 处 于 zz 平面 的 
晶体 的 对 称 主轴 与 z 轴 成 9 角 . 令 晶 体 表面 的 磁场 方向 沿 Y 轴 : H, = eic 
此 时 金属 内 部 各 处 的 磁场 都 在 此 方向 . 考虑 到 所 有 的 量 均 只 依赖 于 坐标 z (以 
及 以 e-it 方 式 依赖 于 时 间 ), 我 们 求 得 麦克 斯 书 方程 (58.1)，(58.4) 采取 以 下 
形式 : 


1 


4 ， . 人 jw 
-三 = 为 = 加 =0， 轧 = 一 于 (1) 


同样 还 有 以 = 0, 从 而 二 0 ( 搬 号 表示 对 z 求 微 商 ), 为 了 考虑 温差 电 效应 
此 处 必须 加 上 导热 方程 C8T/0t 十 divq = 0 或 者 


—iwCT+gq, = 0, (2) 


其 中 二 为 平均 温度 的 变动 增 量 (一 工 十 7), CO 为 单位 体积 金属 的 热 容 量 , g 为 

热流 密度 ;了 及 g 与 电场 强度 羽 及 温度 梯度 之 间 以 关系 式 (26.12) 相 联系 . 
张 量 pi 二 a 及 zik 是 对 称 张 量 , 我 们 将 假设 晶体 具有 这 样 的 对 称 性 ， 

它 使 得 张 量 aik 也 是 对 称 的 . 在 我 们 所 选 定 的 z, 四 z 轴 情 况 下 , 有 


pzz = Pllsin? 0 + p1 cos? 0, pyy 三 DLL， pzz = 由 cos20 十 psin20， 
pzy = pyz =0, Pzz= (Pp) ~ p1)sing cosb, 
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其 中 ol,pL 分 别 为 张 量 pik 沿 晶体 轴 及 在 重 直 于 晶体 轴 的 平面 内 的 主 值 ; 对 于 
张 量 zik 和 aik 也 有 类 似 公 式 . 使 用 这 些 张 量 我 们 从 (26.12) 式 中 得 到 


Ez = pzzjz + OrzT’, qz = Tozzijs — HzzT, (3) 
忆 = pzzjr + QizeT. (4) 
由 方程 (1) 一 (3) 中 消去 囊 ， 我们 有 
E’ +k?(E; + Er)= 0, 
(1+a)EY +k?[(b — a)Er— aEk:]=0, 





其 中 引入 了 记号 Br = 二 一 QzzT 及 参量 





过 ) Qa ? a 
C DOzr Przr zz 4Tztzz 


对 于 充满 金属 的 半空 间 (z > 0), 这 个 两 方程 的 方程 组 的 解 为 : 


12 _ 4riw Ta2 人 


ik ik 
E'S= de F.Ber 2 


i 1 ikiz k3 ik2z 
r=-(1- 乱 ) 和 - (1 时 Be & 


1+b+t V0 和 


2(1 十 oa) 


其 中 
ki,2 一 大 








并 且 il 和 ko 的 虚 部 应 当 为 正 . 

系数 A 和 B 间 的 关系 由 温度 的 边 条 件 确定 , 而 公式 (4) 决定 金属 中 的 电 
场 强度 轧 。 ( 记 住 ,这 里 不 要 求 电场 轧 的 法 向 分 量 在 导体 表面 连续 ). 根据 定义 
(59.7a), 我 们 得 到 表面 阻抗 为 


在 a 安 1 的 假设 下 (通常 的 金属 实际 上 如 此 ), 我 们 得 到 两 种 情况 下 表面 
阻抗 的 最 终 表达 式 : 边界 条 件 了 =0 (等 温 边 界 ) 时 


(is) — 1 a | . 
erz -0 + a 
边界 条 件 gs = 0 (绝热 边界 ) 时 


1 光 


Cad) = Co 
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其 中 Go = (wpyy/37)!/2(1 一 i) 为 不 考虑 温差 电 效应 时 的 表面 阻抗 . 当 0 = T/2 
与 69=0, 亦 即 当 晶体 主轴 处 于 或 垂直 于 其 表 平 面 时 , 参量 a 以 及 与 之 相连 的 
对 阻抗 的 修正 均 为 零 ， 

如 果 磁 场 五 沿 z 轴 方向 , 则 玖 =0, 罗 = 思 =0 且 没有 温度 梯度 产生 . 所 
以 Cyy = 60， 
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我 们 现在 来 研究 导体 中 有 不 为 零 的 总 交 变 电流 流 过 时 电流 密度 在 导体 截 
面 上 的 分 布 . 根据 前 一 节 内 得 到 的 结果 , 我 们 可 以 预先 料 到 , 当 频 率 增加 时 , 电 
流 将 主要 集中 在 导体 表面 附近 ., 这 种 现象 称 为 趋 肤 效应 ©. 

一 般 说 来 , 精确 地 求解 趋 肤 效应 问题 不 仅 依赖 于 导体 的 形状 ,也 依赖 于 导 
体内 电流 的 激发 方式 , 亦 即 依赖 于 产生 感应 电流 的 外 加 交 变 磁场 的 特性 . 不 
过 , 在 一 种 重要 情况 下 , 可 以 认为 电流 分 布 与 电流 激发 方式 无 关 , 这 就 是 导线 
的 厚度 远 小 于 其 长 度 的 细 导 线 内 的 电流 . 

计算 细 导 线 截 面 上 的 电流 分 布 时 ,可 以 假定 细 导 线 为 直线 . 这 时 电场 与 导 
线 轴 平行 , 而 磁场 矢量 及 在 与 轴 垂 直 的 平面 内 . 

我 们 研究 圆 截 面 导 线 . 这 种 情况 特别 简单 , 因为 导线 外 的 场 的 形式 可 以 预 
先知 道 . 实际 上 , 由 于 对 称 性 , 在 导体 表面 上 五 = const (在 每 一 给 定时 刻 ). 但 
是 在 这 种 边界 条 件 下 , 在 导线 外 的 空间 内 ,方程 div EE = 0,rot B==0 在 整个 空 
间 内 只 有 一 个 解 : 巨 = 常数 . 根据 类 似 的 理由 , 导线 周围 的 磁场 将 和 导线 内 流 
过 等 于 交 变 电流 瞬时 值 的 恒定 电流 时 的 磁场 相同 . 

在 导线 内 , 电场 满足 方程 : 

4no OF 


A ee 


这 个 方程 和 磁场 五 的 方程 (58.6) 相同 (如 同 通过 消去 得 到 方程 (58.6) 一 
样 , 我 们 从 (58.1) 和 (58.4) 式 内 消去 五 即 可 得 到 这 个 方程 ). 在 以 > 轴 为 导线 
轴 的 柱 面 坐 标 系 内 , 场 媚 只 有 >z 分量, 而 且 只 依赖 于 坐标 7. 对 于 频率 为 w 的 
周期 场 , 我 们 得 到 方程 : 

V2i 1+i 


) +eB=0 大 三 一 一 三 


18 / OE 
( | (60.1) 


ror\ Or 





@ 在 更 普遍 意义 上 谈论 的 趋 肤 效应 , 指 的 是 交 变 电磁 场 (以 及 它 引起 的 电流 ) 透 人 
导体 相对 不 深 的 所 有 情况 . 
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式 中 5 是 前 一 节 内 引入 的 “ 透 入 深度 ”(59.4). 在 >= 0 处 有 限 的 这 个 方程 的 解 
为 
E= 五 。 = const. Jo(kr)e-iot (60.2) 
(Jo 是 贝 塞 尔 函 数 ), 电流 密度 7 = oB 按 相同 规律 分 布 . 
按照 (58.1) 式 , 从 电场 求 得 磁场 了。 = 五 为 
OF,; 


jw 
—H, = (rot E), = 
ce ~p (ro )o Dr 





(60.3) 
注意 到 J4(w) = 一 J1(w), 我 们 得 到 


4noi | 
H = H, = -i.const. V (er), (60.4) 


其 中 的 常数 和 (60.2) 式 的 常数 相同 . 这 个 常数 很 容易 从 导体 表面 上 应 当 有 
五 = 21/ca 的 条 件 确定 , 式 中 a 是 导线 半径 , 而 了 为 流 过 导线 的 总 电流 . 
在 低频 极限 (a/6 < 1), 在 导线 整个 截面 上 可 以 限于 只 取 贝 塞 尔 函 数 展开 


式 的 头 几 项 : 
FE; = const ， [ 一 > (0 一 元 的 j eiwt 


2 i 2 1 4] 
cd 二] 
五 的 振幅 和 电流 密度 的 振幅 随 着 对 导线 轴 的 远离 与 [1 + (r/26)4 成 正比 地 增 
加 . 
在 相反 的 高 频 极 限 (a/6 六 1) 下 , 对 导线 截面 的 大 部 分 区 域 , 可 以 利用 贝 
塞 尔 函 数 的 宗 量 为 大 值 时 适用 的 熟知 的 渐 近 式 


Jo(wV2i ~ ts (60.6) 


(60.5) 


只 保留 变化 最 快 的 指数 因子 , 我 们 得 到 


Ez = const ep| 人 i (3 | 
> £ lL 6 这 


2 本 = 
HF = const (1+) ~ exp -与 ti( 3 -| : 


这 些 公式 自然 与 (59.3) 一 (59.5) 式 相 同 , 当 趋 肤 效应 强 时 , 在 任何 形状 的 导体 
表面 附近 都 适用 . 

在 导线 截面 不 为 圆 截面 的 普遍 情况 下 , 精确 计算 趋 肤 效应 是 一 个 非常 复 
杂 的 问题 , 因为 这 时 需要 同时 确定 导线 内 和 导线 外 的 场 . 只 有 在 强 趋 肤 效应 的 
极限 情况 下 , 问题 才 又 得 到 简化 , 因为 这 时 导线 外 的 场 可 以 作为 相同 形状 超 导 
体外 的 静 磁 场 预 先 确 定 . 





(60.7) 
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只 要 交 变 电流 的 频率 很 小 , 线性 回路 内 的 电流 强度 瞬时 值 J(t) 就 可 由 同 
一 时 刻 的 电动 势 8(t) 求 出 : 





E(t) = R(t), (61.1) 


其 中 R 是 导线 对 恒定 电流 的 电阻. 

但 是 在 任意 频率 下 , 没有 任何 理由 期 望 同 一 时 刻 的 8 值 和 J 了 值 之 间 存 在 
直接 关系 . 我 们 只 能 断言 , J(t) 秆 必须 为 所 有 过 往 时 刻 内 8(t) 值 的 线性 函数 . 
这 种 线性 关系 可 用 符号 表示 为 J = 2-18, 或 者 写成 逆 关 系 式 : 


6 = 2J, (61.2) 


其 中 乡 为 某 种 线性 算 符 @. 如 果 将 函数 8(t) 和 J(t) 展开 为 伟 里 叶 级 数 , 则 对 
于 其 中 的 每 一 “ 单 色 ” 分 量 (与 时 间 的 关系 由 因子 e-i*t 表示 ), 由 于 算 符 2 是 
线性 的 , 算 符 2 作用 的 结果 归结 为 乘 上 某 一 个 与 频率 值 有 关 的 量 2: 


6 = 2(w). (61.3) 


函数 Z(w) 一 般 说 来 是 复数 , 称 为 导体 的 复 电 阻 或 复 阻抗 . 

通过 比较 (61.3) 与 (61.1) 式 可 清楚 地 看 出 , 通常 的 电阻 RR 是 函数 Z(w) 按 
w 的 器 级 数 展开 的 零 次 项 . 要 确定 其 下 一 项 除了 考虑 尺 外 , 还 必须 考虑 导体 的 
自 感 L®. 

我 们 来 研究 有 交 变 电动 势 8(t) 作用 的 线性 回路 . 按照 电动 势 的 定义 ,1 秒 
时 间 内 电场 对 导体 内 运动 电荷 所 做 的 功 为 8J. 这 个 功 一 部 分 转变 为 焦耳 热 ， 
一 部 分 消耗 于 电流 的 磁场 能 的 改变 . 按照 RR 和 工 的 定义 , 1 秒 时 间 内 导线 内 放 


、 A > Ly 全 pp 人 一 、 
出 的 焦耳 热 为 RA, 而 电流 产生 的 磁 能 为 因此 , 能 量 守 恒定 律 表示 为 


dE 1 47 
A Ro Dn Ty 0 fo lg ly fe 
re oe hie 
或 者 本 
C 一 = Ds 
RJ+ 二 [可 (61.4) 


为 了 运用 二 次 表达 式 (8.1J?), 必须 把 8 和 ,7 写成 实 函数 形式 . 但 是 , 在 
导出 线性 方程 (61.4) 以 后 , 我 们 可 以 转 用 复数 形式 的 单 色 分 量 : 8 = be 
@ 我 们 不 在 此 详细 地 讨论 这 个 算 符 的 普遍 性 质 , 因为 它 和 将 在 877 和 882 内 详细 


说 明 的 e 算 符 的 性 质 完全 相似 . 
@ 这 里 和 今后 我 们 把 RR 和 工 理解 为 相对 于 恒定 电流 的 量 . 
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J = .Joerix:. 于 是 (61.4) 式 归 结 为 代数 关系 式 : 
A 5. (Bt 


在 关系 式 J = 8/2 中 分 出 实数 部 分 , 我 们 得 到 
G0 
VR + wiL2 /et 

电流 的 振幅 和 电流 与 电动 势 之 间 的 相位 差 由 以 上 两 式 确定 . 

(61.5) 式 的 实 部 和 决定 电路 内 能 量 耗 散 的 电阻 R 相同 . 容易 看 出 , 在 Z(w) 
为 任意 依赖 关系 的 普遍 情况 下 , 在 ReZ 和 能 量 耗 散 之 间 也 存在 类 似 关系 (在 
给 定 电流 强度 情况 下 ) . 

将 电路 内 维持 周期 电流 所 消耗 的 功率 8J 对 时 间 求 平均 值 , 我 们 得 到 周 
期 性 地 补偿 耗 散 损失 的 那 部 分 功率 . 于 是 , 回路 在 1s 内 的 能 量 耗 散 Q 为 


L 
江 ( 录 全 cos(wt 一 p)， tany = (61.6) 


Ri 


Q = 3Re{E 1}, 





其 中 8 和 J 表示 为 复数 形式 ( 试 与 859 最 后 一 个 脚注 对 照 ). 将 8 = ZJ 代入 ， 
分 别 将 2 的 实 部 和 虚 部 表示 为 2' 和 2"@: 


Z=2'+i2", (61.7) 
我 们 得 到 

Q= 32 
或 者 利用 实 图 数 J(t)， 

Q = 2'(w) 2, (61.8) 


这 就 给 出 了 所 求 关系 式 . 
我 们 注意 到 , 因 8 必须 取 正 实 秆 , 故 2 也 始终 为 正 : 


Ze (61.9) 


下 面 我 们 来 计算 圆 截面 导线 在 任意 频率 (当然 仍 满 足 准 静态 条 件 ) 情况 
下 的 Z(w), 亦 即 此 时 不 忽略 趋 肤 效应 . 为 此 我 们 再 次 利用 能 量 守恒 定律 , 但 把 
它 写 成 另 一 种 形式 . 

把 功率 8J (8@ 和 J 是 实数 式 ) 分 为 两 项 , 其 中 一 项 表示 导线 外 的 磁场 能 
变化 , 而 另 一 项 表示 导线 内 所 消耗 的 总 能 量 (包括 场 能 变化 以 及 热量 放出 ). 第 

@ 有 时 称 它们 为 有 效 电 阻 和 电抗. 
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二 部 分 可 以 作为 1 s 时间 内 通过 导体 表面 流入 导体 内 的 总 能 量 流 来 计算 . 于 
是 我 们 得 到 

d Ly2 cEH Le .dJ 
~ dt 2c2 A ed 
其 中 L。 是 导线 自 感 的 外 部 部 分 , 和 五 分 别 是 导线 表面 的 电场 强度 和 磁场 
强度 , a 为 导线 半径 , ! 为 导线 长 度 . 磁场 日 与 电流 J 的 关系 为 有 = 一 因此 ， 
用 了 除 上 面 的 等 式 , 我 们 得 到 





1 .4dJ 
eh pd 
< c2 ”dt 


这 个 方程 是 线性 的 , 因此 可 以 化 为 复数 形式 表示 . 于 是 


+ El. 


由 此 得 
Te (61.10) 
在 任意 频率 时 , 必须 将 (60.2) 和 (60.4) 式 内 的 已 和 矿 代 入 上 式 , 于 是 得 

到 
__iW ak Jo(ak) 
i pia 
其 中 忆 =1/(xa?o). 在 弱 趋 肤 效 应 情况 下 , 我 们 利用 展开 式 (60.5), 计算 精确 到 

(o/5)4 阶 项 并 取 实 部 , 我 们 得 到 


Z=R| + 过 ( 信 | = 


(61.11) 











1 /nowa? 2 
1+15 2 a (61.11a) 


在 强 趋 肤 效应 的 相反 情况 下 , 利用 (60.7) 式 , 我 们 得 到 


Q l WwW 
26 acY 2x0’ 


26 WwW lc 
pd yp i pt pig 
S|.+ | $+ ' 


从 (61.11a) 式 看 出 , 当 (rawa2/c2)2 之 12 时 , 可 以 认为 2 = RR, 同时 


(61.12) 





2Z2” wL /nowa? a 1 
Z' CR C2 er 


此 处 的 工 由 (34.1) 式 给 出 . 与 上 面 给 出 的 不 等 式 比较 , 我 们 看 到 , 应 当 使 用 
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(61.5) 式 (不 略 去 其 中 自 感 ) 的 频率 范围 取决 于 比值 且 比 较 狭 冠 . 

但 是 实际 上 , 最 重要 的 情况 是 电路 内 自 感 的 主要 负载 者 为 接 和 人 电路 内 的 
线 图 , 它 的 自 感 比 拉 伸 开 的 导线 的 自 感 大 得 多 (参见 $34). 在 这 种 电路 内 应 当 
使 用 (61.5) 式 ( 亦 即 RR 和 工 为 常量 的 (61.4) 式 ) 的 频率 区 域 是 相当 宽 的 . 

我 们 来 研究 处 于 外 加 交 变 磁场 有 H。 中 的 回路 , 交 变 磁场 可 用 任何 方式 产 
生 . 我 们 采用 EE。 标记 导体 不 存在 时 由 交 变 磁场 也 , 所 感 生 的 电场 . 无 论 是 有 H。 
还 是 , 二 者 在 细 导 线 厚度 范围 内 的 变化 都 非常 小 (不 像 导线 内 流 过 的 电流 
产生 的 自身 磁场 那样 ) 因此 可 以 研究 E。 沿 电流 回路 的 环 量 , 而 不 必 精 确 表 
示 出 回路 通过 导线 的 位 置 . 这 个 环 量 也 即 是 外 加 交 变 磁场 在 回路 内 所 感 生 的 
电动 势 8. 按照 麦克 斯 韦 方程 的 积分 形式 , 我 们 有 


e=¢E. dl= -i /Eu 有 (61.13) 


式 中 65。 是 外 磁场 通过 所 研究 回路 的 磁 通 量 . 把 这 个 表达 式 代 入 方程 (61.4)， 
我 们 得 到 





dJ 1 d9。 
RJ+ DL Sp 


如 果 把 含有 自 感 的 项 移 到 等 式 右 端 方程 可 以 写 为 


ld$e LdJ 1d5 
Nn [ah 


式 中 8 = Be。 十 ET 是 外 磁场 和 电流 自身 磁场 的 总 磁 通 量 . 这 种 形式 的 方程 
表示 整个 电路 的 欧姆 定律 ， 亦 即 在 电路 内 RJ 等 于 总 电动 势 . 
表示 欧姆 定律 的 (61.14) 式 的 表述 方式 , 也 可 以 推广 到 导电 线路 形状 随时 
间 变 化 的 情况 . 这 时 自 感 工 为 时 间 的 函数 , 而 (61.14) 式 应 当 写 成 
1dg。 
cdt. 
从 能 量 守恒 定律 推导 这 个 公式 时 , 还 必须 考虑 到 导体 发 生 形变 所 消耗 的 功 . 
如 果 有 若干 个 互相 靠近 的 电流 为 .Jo 的 回路 , 则 对 每 一 回路 而 言 ，(61.14) 
式 中 的 6。 为 其 余 各 回路 (以 及 外 磁场 , 如 果 存 在 的 话 ) 让 
由 电流 万 所 产生 的 通过 电流 为 J 的 回路 的 磁 通 量 为 Las 字 , 式 中 Fes 是 两 加 
路 的 互感 系数 . 因此 , 我 们 得 到 回路 内 交 变 电流 的 方程 组 为 





RJ=-— 三 王 (ZI 还 (61.15) 


dJ 
oy PE 2D 2 0,. (61.16) 


对 5 求 和 也 包含 了 自 感 项 (5= a), 而 后 为 在 所 研究 的 电流 系统 外 的 场 源 在 第 
个 回路 内 所 产生 的 电动 势 . 
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对 周期 性 电流 ( 单 色 电流 ) 而 言 , 微分 方程 组 (61.16) 变 为 代数 方程 组 : 


DZo0 = &, (61.17) 
b 


式 中 量 | 
Zab = ab Ra 一 Lob (61.18) 


构成 “阻抗 矩阵 ” 和 (61.5) 式 类 似 ，(61.18) 式 是 函数 Zus(w) 展开 为 频率 的 震 
级 数 的 头 两 项 . 

我 们 注意 到 , 在 这 种 近似 下 没有 回路 对 阻抗 实 部 的 相互 影响 .这 种 影响 是 
通过 一 个 导体 内 的 交 变 电流 磁场 在 另 一 个 导体 内 激发 传 科 电 流 从 而 产生 附加 
的 能 量 耗 散 而 实现 的 . 对 线 导体 , 这 种 效应 可 忽略 不 计 . 但 是 在 线 导 体 附近 存 
在 大 块 导 体 时 , 这 种 效应 可 能 很 显著 . 

最 后 , 我 们 来 研究 这 样 一 个 问题 , 即 本 节 所 得 到 的 线性 电路 内 交 变 电流 方 
程 和 任意 导体 内 交 变 磁场 的 普遍 方程 如 何 联系 的 问题 . 我 们 从 一 个 最 简单 的 
电流 的 例子 来 探索 这 种 联系 , 即 跟踪 + 二 0 时 从 电路 内 移 去 恒定 电动 势 @ 所 
产生 的 电流 的 演化 . 从 (61.4) 式 ,我们 有 人 


二 元 


当 
J &0 CC Rh AI > 


我 们 看 出 , 在 电动 势 移 去 以 后 , 电流 按 指数 规律 随时 间 误 减 , 其 衰减 系数 为 

c2R 

TY = 

从 精确 表述 问题 的 观点 看 来 , 这 个 值 是 由 解 给 定 导体 的 精确 方程 (58.10) 所 

得 到 的 ym 值 中 的 最 小 值 . 在 线性 导体 的 ym 值 中 有 一 个 最 小 值 , 量 级 为 其 他 
值 的 1/ In(l/a); 这 也 就 是 (61.20) 的 值 . 


862 准 恒 定 电 流 回 路 内 的 电容 


和 恒定 电流 不 同 , 交 变 电流 不 但 可 以 在 闭合 回路 内 流 过 ,也 可 以 在 断 开 的 
回路 内 流 过 . 我 们 来 研究 回路 两 端 和 电容 器 两 板 连 接 (两 板 间 距离 很 小 ) 的 线 
@ 严格 说 来 , 这 此 公式 池 t 年 非 常 小 时 不 适用 , 这 时 在 函数 的 谱 分 解 式 中 高 频 项 也 
很 重要 , 因而 不 能 使 用 方程 (61.4). 但 是 在 这 个 很 短 的 时 间 间 隔 内 , 电流 7 来 不 及 有 显 
著 改变 , 因而 (61.19) 式 可 以 相当 精确 地 确定 以 后 时 刻 的 电流 值 . 


(61.20) 
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性 回路 . 回路 内 有 交 变 电流 流 过 时 , 电容 右 两 板 将 周期 性 地 充电 和 放电 , 因而 
在 断 开 的 回路 内 起 着 电流 的 “ 源 ” 和 “ 汇 ” 的 作用 . 

由 于 电容 器 两 板 间 距离 很 小 ， 和 前 面 一 样 ， 可 以 令 电流 的 磁 能 等 于 
7.J2/(2c2),， 其 中 工 是 用 一 根 短 导 线 连 接 电 容器 两 板 所 得 到 的 闭合 回路 内 的 
自 感 2. 于 是 (61.4) 式 的 唯一 改变 是 在 电阻 的 电压 降 R IJ 上 加 上 电容 器 两 板 
上 的 电势 差 e/C, 其 中 C 为 电容 器 的 电容 , 而 土 e(t) 则 是 电容 器 两 板 上 的 电荷 . 
站 LdJ 

e 

6@= RJ+ c 十 po 
然而 电流 强度 J 等 于 一 板 上 电荷 的 减少 率 或 另 一 板 上 电荷 的 增加 率 : 
加 de 
#3 
在 前 一 方程 中 将 J 用 e 表示 , 我 们 得 到 

L d2e de e 
这 就 是 所 要 求 的 具有 电容 的 电路 内 交 变 电流 的 方程 . 

如 果 8 是 频率 为 w 的 时 间 周 期 函数 , 则 方程 (62.1) 变 成 8 与 电荷 e 间 的 
代数 关系 式 , 或 者 是 8 与 电流 J = -iwe 间 的 代数 关系 式 . 这 就 是 说 , 我 们 有 
J2Z ==8, 其 中 阻抗 2 由 下 式 决定 : 


Z=R (和 5) (62.2) 


J 





C2 wO 
从 关系 式 J = 8/2 内 取出 实 部 , 我 们 得 到 


ee ( 委 二) (62.3) 
i wr 1 l 
y ( 鹤 二) 
这 个 公式 给 出 了 有 外 加 电动 势 8 = 免 coswt 的 电路 内 的 电流 强度 . 


如 果 8 = 0, 则 电路 内 的 电流 由 自由 电 振 荡 组 成 . 这 些 振荡 的 频率 (复数 
形式 ) 由 条 件 Z = 0 得 出 , 由 此 得 


.Re? | Re? 
WwW 二 Fs 土 LG < (区 (62. 4) 


根据 根 号 前 正 负 号 的 不 同 , 我 们 或 者 得 到 阻尼 振荡 (阻尼 系数 为 Rec2/27), 或 
者 得 到 纯粹 的 非 周期 性 阻尼 放电 . 在 R 一 0 的 极限 情况 下 , 我 们 得 到 非 阻尼 
器 在 这 一 节 内 我 们 栈 到 了 趋 肤 效应 . 
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振荡 , 振荡 频率 由 有 名 的 汤姆 孙 公式 表示 : 





(62.5) 


(W. 汤姆 孙 , 1853). 
方程 (62.1) 可 直接 推广 到 接 有 电容 器 的 若干 个 电感 耦合 电路 系统 上 . 第 
a 个 电路 内 的 电流 J 与 相应 的 电容 器 两 板 上 的 电荷 十 eu 的 关系 为 





0 
WT 
代替 (62.1) 式 , 我 们 得 到 方程 组 : 
1 d2ep de e 
—La 并 a Fe | 2 
2 C2 b dt2 十 丸 dt 本 CO; Ga (62 6) 


对 于 周期 性 ( 单 色 ) 电流 , 这 些 方程 约 化 为 代数 方程 组 : 
> Zab J 去 Ga, (62.7) 


其 中 矩阵 元 Zoo 由 下 式 给 出 ; 


1 jw 
ib = Oab (a 十 去) 区 五 了 oo (62.8) 


电流 系统 的 本 征 频率 由 @ =0 时 方程 (62.7) 的 相 容 性 条 件 给 出 , 也 即 是 由 下 
列 行列 式 等 于 零 的 条 件 给 出 : 
det |Za6| = 0. (62.9) 
如 果 电 阻 有 R 不 为 零 , 则 全 部 “频率 ” 有 非 零 虚 部 , 也 即 电 振荡 是 阻尼 的 . 
我 们 注意 到 , 方程 (62.6) 在 形式 上 与 有 几 个 自由 度 并 作 着 小 阻尼 振荡 的 
系统 的 力学 运动 方程 相同 . 这 时 起 广义 坐标 作用 的 是 电荷 eu, 起 广义 速度 作 
用 的 是 电流 .J = ea. 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


了 
.22 = 》， 人 Es 人》 2 _ 十 》， ea 名 . (62.10) 
二 2c 2Ca £ 





电流 系统 的 磁 能 和 电能 分 别 为 力学 系统 的 动能 和 势能 , 而 名 相应 于 引起 系统 
受 迫 振荡 的 外 力 . 量 R。 包含 在 耗 散 函 数 
多 = 3 5 Ree? (62.11) 


内 . 方程 (62.6) 与 拉 格 朗 日 方程 


do 0% 0O% 
ee (62.12) 





相同 . 
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习 题 
1. 两 个 电感 耦合 电路 分 别 含有 自 感 Ll 和 Ls 以 及 电容 Ol 和 Co, 试 确定 
这 两 个 耦合 电路 内 电 振荡 的 本 征 频 率 (我 们 略 去 电阻 Ri 和 Ro 不 计 ). 


解 : 所 求 的 频率 从 下 列 条 件 给 出 : 
det |Zao| = 2Z11222 一 215 = 0; 





0 LiC1 + LaC2 F [(LiC1 — L202)? 二 4C1C2732]172 | 
和 2C1C2(LiL2 — Li,) 


两 个 频率 都 是 实数 , 这 是 略 去 电阻 RI 和 Ro 的 结果 . 当 L12 一 0 时 ,频率 wi 和 


wz 趋 近 于 c/VLiC1 和 c/VL2C2, 相应 于 两 个 电路 分 别 独立 振荡 的 频率 . 
2. 与 上 题 相同 , 但 电路 由 电阻 尺 、 电 容 0 和 自 感 工 并 联 构 成 . 


解 : 电路 的 三 个 分 路 的 阻抗 等 于 


1 
21= Rh, 42 = 杞 


分 路 内 电流 的 关系 式 为 
Z1] = 2Z22 = Z33 


刀 十 .+wJa=0， 
由 此 得 到 方程 
i 
Zi “5 Z3 es 
这 个 方程 的 解 给 出 
: 2 
i c 1 
二 人 
4R202 





“一 28RC LG 
3. 研究 如 图 37 所 示 的 无 限 个 相同 网 格 依次 连接 而 成 的 电路 内 电 振 荡 的 


传播 , 网 格 的 阻抗 为 
./ Www 1 .1 ww | 
= 下) 五 = (号 


试 求 出 电路 内 电 振 荡 无 衰减 地 传播 的 频率 范围 中 
@ 准 恒 定 态 理论 应 用 于 这 种 周期 电路 的 条 件 是 网 格 线 度 小 于 “波长 "c/w. 
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解 : 我 们 定义 电流 io 为 网 格 a 内 的 回路 电流 (图 37). 第 a 个 回路 的 基 泵 
霍 夫 方 程 为 
Lila 十 Z2(2io 一 4a_1 一 ia+1) 三 他 
这 是 常 系数 的 线性 差分 方程 (对 整数 变数 a 而 言 ). 我 们 寻求 其 形式 为 


ia = Const .9 


的 解 并 得 到 参量 q 的 特征 方程 


Z 
(2+ 肥 je+1=0 (1) 
Z2 


设 -4 21/2Z2 < 0, 这 相应 于 w? 值 处 于 


c2(4/C2 + 1/C1) 

LiC1 4L2+Li 
两 值 之 间 . 因此 方程 (1) 有 模 为 lq| = 1 的 两 个 复数 共 斩 根 . 这 表明 从 电路 的 一 
个 网 格 转 到 下 一 个 网 格 时 , 电流 不 衰减 , 亦 即 电 振荡 在 电路 内 无 衰减 地 传播 . 
在 这 种 情况 下 , 如 果 我 们 令 g=eitl (! 是 电路 内 一 个 网 格 的 长 度 ), 则 天 为 在 电 
路 内 传播 的 电 振荡 的 “ 波 和 拓 ”. 故 可 按照 普遍 法 则 将 电 振 荡 的 传播 速度 以 作为 
导数 以 二 dw/dk 算出 . 

如 果 ww 处 于 上 面 所 指出 的 范围 之 外 , 则 方程 (1) 有 两 个 实 根 g! 和 gq2; 因 

为 q1q2 二 1, 故 其 中 一 个 根 ( 设 为 q1) 的 绝对 值 小 于 1, 而 另 一 根 ( 设 为 qz) 的 绝 
对 值 大 于 1. 容易 看 出 , 这 表明 电 振荡 不 可 能 沿 电路 无 衰减 地 传播 . 为 了 查 明 
其 中 原因 ,我 们 来 研究 一 个 很 大 但 有 限 长 的 电路 . 在 电路 的 起 始 端 注入 初始 振 
荡 脉 冲 , 而 将 电路 末端 用 某 种 方式 闭合 起 来 . 数学 上 描写 电路 末端 的 闭合 性 是 
利用 某 种 边界 条 件 , 借助 这 种 边界 条 件 , 在 通 解 





‘a Ld 4 证 而 后 的 = 


(4 为 电路 未 端的 “坐标 >) 内 , 可 以 求 出 系数 的 比值 ci/@, 当 通 解 取 上 述 形 式 
时 , 这 个 比值 的 数量 级 为 1. 但 这 时 随 着 (4 一 Qa) 的 增加 , 第 二 项 (其 中 |gz| > 1) 
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很 快 地 变 得 比 第 一 项 小 很 多 , 这 样 一 来 , 差不多 在 全 电路 内 , 除了 末端 附近 的 
一 小 段 外 , 解 的 形式 为 


ia = G0 


其 中 |ia| 沿 电路 起 始 端 向 末端 的 方向 减 小 . 

应 该 强调 指出 , 这 种 衰减 不 具有 耗 散 吸收 特征 (由 于 电路 内 无 电阻 , 不 存 
在 产生 它 的 原因 ) ; 可 以 把 它 直 观 地 描写 为 振荡 脉冲 被 电路 每 一 个 后 续 网 格 
反射 的 结果 . 


863 导体 在 磁场 内 的 运动 


在 前 面 的 所 有 叙述 中 ,我们 都 默认 了 导体 在 电磁 场 内 是 静止 的 (相对 于 
定义 了 五 , 了 H 等 量 的 坐标 系 KK). 特别 是 , 电流 与 电场 之 间 的 关系 j= oF, 一 
般 说 来 , 只 适用 于 静止 导体 . 

为 了 求 出 运动 导体 内 电流 和 电场 的 关系 式 , 我 们 从 坐标 系 天 变换 到 另 一 
坐标 系 K', 其 中 导体 (或 者 它 的 某 一 部 分 ) 在 给 定时 刻 是 静止 的 . 在 这 个 坐标 
系 内 , 我 们 有 j = og', 其 中 E' 是 K' 内 的 电场 强度 . 但 是 按照 熟知 的 场 变换 
公式 , B' 可 通过 K 内 的 场 表 示 为 中 


1 
E'=Et-vxB, (63.1) 


式 中 的 wv 为 坐标 系 K' 相对 于 坐标 系 的 速度 , 亦 即 在 现在 情况 下 为 导体 的 
速度 (自然 , 我 们 假定 它 小 于 光速 ). 这 样 一 来 , 我 们 得 到 


1 
j=o (B+ivxB) (63.2) 


这 也 就 是 确定 运动 导体 内 的 电流 与 电场 关系 的 公式 . 对 于 它 的 推导 还 必须 作 
如 下 的 说 明 . 从 一 坐标 系 变换 到 另 一 坐标 系 , 我 们 只 是 变换 了 场 , 而 电流 7 则 
保持 不 变 . 当 v < ec 时 , 电流 密度 的 变换 可 能 导致 出 现 高 阶 小 量 的 附加 项 . 但 
在 (63.2) 式 内 , 由 场 变换 产生 的 第 二 项 , 一 般 说 来 不 小 于 第 一 项 , 虽然 它 包含 
有 因子 v/c. 例如 , 如 果 电 场 是 由 交 变 磁场 的 电磁 感应 而 产生 的 , 则 它 的 数量 
级 与 磁场 比较 将 多 含 一 个 1/c 因子 . 

当 导 体内 有 给 定 电流 流 过 时 , 导体 内 的 能 量 耗 散 当 然 不 可 能 依赖 于 导体 
的 运动 . 因此 , 运动 导体 单位 时 间 内 所 放出 的 焦耳 热 密度 用 电流 密度 的 表示 ， 


@ 参见 本 教程 第 二 卷 824. 电场 强度 和 磁场 强度 的 微观 值 被 它们 的 平均 值 E = 
E,h = B 所 代替 . 
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是 由 和 静止 导体 相同 的 公式 大 /ce 给 出 的 . 但 代替 乘积 j .三 , 我 们 现在 得 到 咏 
Fi (B+ivxB). 
o & 


由 此 可 见 , 在 运动 导体 内 和 式 巨 + +(v x B) 扮演 产生 传导 电流 的 “有效 ” 


电场 强度 的 角色 . 因此 , 作用 于 闭合 线性 电路 C 内 的 电动 势 由 以 下 积分 给 出 : 
1 
8 = 了 ( + ivx B) a (63.3) 


我 们 按 以 下 方式 来 变换 上 式 . 根据 麦克 斯 韦 方程 rot 巨 二 Se 我 们 有 


fas= ropaf= ih /Ba 
C Ss cotJs 


或 者 , 我 们 用 5 标记 通过 覆盖 电流 回路 C 的 9 表面 的 磁 通 量 , 则 


po (过 ) 
候 ot v=0 


带 下 角 标 v = 0 的 时 间 导 数 表示 回路 C 的 位 置 不 变 时 由 磁场 变化 所 引起 的 磁 
通 量 变化 . 

在 (63.3) 式 右 端 第 二 项 内 , 我 们 写 出 v= 0 其 中 du 为 回路 元 的 无 穷 小 
位 移 . 于 是 





f Baf 
fox Ba f eB- 


dt 
其 中 df = du x dl 为 电流 回路 在 时 刻 t 与 时 刻 t 十 dt 时 所 占据 的 两 个 无 限 靠 
近 的 位 置 C 和 0C' 之 间 的 “ 侧 " 面 上 的 面积 元 ( 见 图 38). 因为 通过 任何 闭合 面 
的 总 磁 通 量 等 于 零 , 因而 十 分 显然 , 通过 “ 侧 ” 面 的 磁 通 量 等 于 覆盖 C 和 C' 的 
表面 的 磁 通 量 之 差 . 由 此 可 见 ， 


rxBd=-( 先 ) 人 
C ot B=const 


其 中 对 时 间 的 导数 表示 磁场 不 变 时 由 导体 移动 所 引起 的 磁 通 量 的 变化 率 . 
@ 从 这 公式 看 出 , 当 导 体 在 磁场 内 运动 时 , 导体 在 5t 时间 内 所 放出 的 附加 热 为 
at: /jwx Bav = /sx BaV, 


式 中 6w = v6t 为 5t 时 间 内 的 位 移 . 这 个 量 与 同一 时 间 内 由 体积 力 了 = jx B/c 对 导体 
所 做 的 功 大 小 相等 , 但 符号 相反 , 由 此 可 以 解释 835 节 提 到 的 关于 洛 伦 兹 力 做 功 的 表 观 
矛盾 . 
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Q 


du 


图 38 
把 这 两 项 相 加 , 我 们 最 后 得 到 
1d5 


其 中 对 时 间 的 导数 现在 表示 通过 运动 回路 的 磁 通 量 的 总 变化 率 . 由 此 可 见 ， 
由 (63.4) 式 所 表示 的 法 拉 第 定律 , 对 任何 原因 引起 的 磁 通 量变 化 都 是 适用 
的 一 一 无 论 是 由 磁场 本 身 的 变化 引起 的 (已 在 861 内 讨论 过 , 公式 (61.13)), 或 
者 由 导体 运动 所 引起 的 . 
在 静 磁 场 内 , 磁 通 量变 化 只 可 能 与 回路 移动 有 关 . 如 果 回 路 运动 时 回路 
上 各 点 都 与 磁力 线 平行 移动 , 永远 不 与 磁力 线 相交 , 则 通过 回路 的 磁 通 量 也 不 
会 改变 . 这 种 情况 显然 是 以 下 事实 的 必然 结果 : 通过 任何 闭合 面 的 磁 通 量 为 零 ， 
而 通过 由 运动 回路 所 描绘 出 来 的 “ 侧 ” 面 的 磁 通 量 在 这 种 情况 下 也 恒 等 于 零 
(因为 其 中 Bn, = 0). 这 样 一 来 , 可 以 说 , 要 产生 感应 电动 势 , 无 论 如 何 导 体 都 必 
须 在 运动 中 切割 磁力 线 . 
运动 导体 内 的 电磁 场 由 下 列 方程 组 确定 : 
10B 
rotE= -i 
人 (B+ivxB), (63.5) 
C c c 
divB = 0. 


通过 第 二 个 方程 将 瓦 用 五 表示 , 并 代入 第 一 个 方程 , 我 们 得 到 





oB C2 rotH 
Gr od rot(v Xx B) 一 一 本 rot ( ) (63.6) 


在 电导 率 o 和 磁化 率 为 常数 的 均匀 时 体内, 我 们 有 


oH 人 
一 一 一 万) = 一 -一 人 万 ivH =0. 
rot(v x 五 ) pp » -diy 0 (63.7) 


这 些 方程 推广 了 858 中 得 到 的 方程 . 
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不 过 应 该 指出 , 如 果 只 有 一 个 导体 整体 地 ( 即 没 有 形变 地 ) 在 外 磁场 中 运 
动 , 则 采用 与 导体 刚性 连结 的 坐标 系 可 使 问题 的 解答 大 为 简化 . 在 这 种 坐标 
系 内 , 导体 是 静止 的 , 而 外 磁场 随时 间 按 给 定 规律 变化 ,于 是 我 们 又 回 到 了 8$59 
内 研究 过 的 仁科 电流 类 型 的 问题 . 但 是 这 种 转换 的 可 能 性 与 伽利略 (或 爱 因 
斯 坦 ) 的 相对 性 原理 无 关 , 因为 一 般 说 来 , 新 坐标 系 不 是 惯性 系 . 这 两 个 问题 
的 等 价 性 是 由 于 上 面 所 指出 过 的 电磁 感应 与 引起 磁 通 量变 化 的 原因 无 关 的 结 
果 . 用 纯粹 数学 方法 可 以 证 明 这 一 点 . 为 此 , 我 们 展开 rot(v x B) ,并 考虑 到 
div B = 0, 而 导体 整体 地 运动 时 也 有 divv = 0 (这 个 等 式 表 示 导 体 的 “不 可 压 
缩 性 ”). 于 是 (63.6) 式 左 端 的 形式 为 


+(v:V)B-(B.V)v (63. 8) 


但 是 这 三 项 之 和 不 是 别 的 , 乃 是 B 对 时 间 的 导数 , 它 确定 B 相对 于 转动 物体 
的 变化 . 实际 上 , 头 两 项 之 和 为 对 时 间 的 物质 导数 定 ， 这 个 导数 给 出 B 在 以 
速度 vv 运动 的 点 处 的 变化 . 第 三 项 为 B 的 取向 相对 于 导体 的 变化 : 在 导体 作 
纯粹 平 动 时 (v= 常数 ), 它 等 于 零 , 当 导 体 转动 时 (v = 12 x 7, 其 中 8 为 角 速 
度 ), 它 等 于 -9 x BB. 
最 后 , 我 们 来 研究 磁化 导体 转动 时 所 发 生 的 独特 现象 , 称 为 单 极 感应 现 
象 . 其 实质 是 , 如 果 利 用 两 个 滑动 接头 (图 39 上 的 4 和 B) 将 一 根 静 止 导线 
接 到 转动 磁体 上 , 导线 内 就 会 有 电流 流 过 . 计算 产生 这 种 电流 的 电动 势 并 不 困 
难 . 为 此 , 我 们 首先 变换 到 与 磁体 一 道 转动 的 坐标 系 . 如 果 12 是 磁体 转动 的 角 
速度 , 则 在 新 坐标 系 内 导线 转动 的 角速度 为 -12 (而 磁体 静止 ). 这 样 一 来 , 我 
们 遇 到 的 是 在 由 静止 磁体 所 产生 的 已 知 静 磁 场 B 内 运动 的 导体 ; 导线 本 身 所 
引起 的 场 畸 变 , 我 们 略 去 不 计 . 按照 (63.3) 式 , 作用 在 导线 两 端 间 的 电动 势 由 
以 下 对 导线 长 度 进行 的 积分 
1 1 
-i xB.d- | ,Bx(rx od (63.9) 


C 
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给 出 . 由 这 个 公式 就 可 以 求 出 所 提问 题 的 解 . 
习 题 
1. 试 确定 在 均匀 恒定 磁场 内 均匀 转动 的 导体 球 的 磁 矩 (1 二 1); 并 求 出 作 
用 在 球 上 的 力矩 . 


解 : 设 在 静止 坐标 系 内 (z 轴 沿 角速度 矢量 2 方向 )， 外 磁场 的 分 量 为 
另 c,0, 曙 >. 在 与 球 一 起 转动 的 坐标 系 上 1, z 内 ， 础 声 分 量 为 


He = hrcosft, $= 一 蚊 csin 101， $;. 
或 者 写成 复数 形式 
Fe = Dre st, Fn = iNre 人 $,. 
由 此 可 见 , 沿 & 轴 和 7 轴 有 频率 为 2 的 交 变 场 作 用 并 感 生出 磁 算 : 


Me =V Re{afe} =V$y (0 cos Qt+ oa” sin ft), 
Mr =V Re{afn} = VSz (a sin t+ oa" cos ft), 


式 中 Va 是 859 习题 ] 所 求 得 的 球 的 复数 磁极 化 率 . 在 z 轴 方 向 , 磁场 为 常量 
因而 不 产生 磁 矩 ( 当 风 =1 时 ). 相对 于 静止 坐标 系 磁 给 的 分 量 为 


Mz =Va' hs, My = Va’®s, .UN =0 


因此 , 在 本 题 内 , a' 和 a 分别 确定 导体 球 磁 矩 在 矢量 人 2 和 己 平 面 的 分 量 和 
垂直 于 该 平面 的 分 量 . 
作用 在 球 上 的 力矩 为 KK 二 .NM x 笈 . 相对 于 静止 坐标 轴 的 力矩 分 量 为 


关公 三 Ta Hz, Ky = 一 Va' Hr§z, K; = —Va’ $2. 


按照 859 习题 1 解 的 末尾 所 作 说 明 的 观点 , 我 们 这 里 把 在 磁场 内 转动 的 
球 简 化 为 在 交 变 场 内 的 静止 球 问 题 是 完全 自然 的 . 我 们 注意 到 这 种 类 似 的 一 
个 有 趣 方面 : 当 交 变 场 的 频率 增 大 时 磁场 被 从 球 内 “ 挤 出 ”在 史 一 co 的 极限 
下 ,所 有 的 磁力 线 都 绕 球 通过 而 不 穿 入 球 内 部 ; 重 直 于 转动 轴 的 磁场 也 会 以 类 
似 的 方式 被 “ 挤 出 ”迅速 转动 的 球 外 . 

2. 均匀 磁化 球 绕 与 磁化 方向 相同 的 轴 均 匀 转 动 , 试 确定 均匀 磁化 球 一 极 
和 赤道 间 的 单 极 感应 电动 势 ( 见 图 39). 

解 : 球 绕 其 磁化 方向 转动 时 产生 静 磁 场 ; 考虑 到 球 内 没有 电流 , 我 们 从 
(63.6) 式 得 到 rot(v x B) = 0. 所 以 (v x B) 对 闭合 回路 OACBO( 图 39) 的 积 
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人 因而 (63.9) 中 沿 ACB 路 径 的 积分 可 以 用 穿 过 球 内 AOB 路 径 的 积分 
取代 . 沿 转 动 轴 AO 段 的 积分 ， Pte 而 党 半径 OB 
的 积分 (考虑 到 在 球 内 电 与 1 的 方向 相同 ) 给 


Bo fa? 





e=5/ Bofrdr = 
CJo 


(a 为 球 的 半径 ，Bo 为 球 内 的 磁感应 强度 ). 在 均匀 磁化 球 内 (没有 外 加 磁场 
时 ), 磁感应 强度 和 磁化 强度 的 关系 由 方程 Bo 十 2 一 0 | 与 (3.1) 式 比较 ] 与 
Bo 一 互 = 4nM 确定 ,由 此 得 到 Bo = 8xM/3. 引进 球 的 总 磁 算 NM, 我 们 最 后 
得 到 

NM 
QC 

3. 试 求 (由 任何 原因 引起 的 ) 通过 闭合 线性 电路 内 的 磁 通 量 从 菜 一 定 值 
(@1) 变化 到 另 一 定 值 (到 ) 时 流 过 这 电路 内 的 总 电荷 

解 所 求 总 电荷 为 积分 / dt, 其 中 的 J 人) 为 电路 内 的 感应 电流 . 从 数 
ee 看 来 ， 这 个 积分 正好 是 函数 J(t) 的 频率 为 w 二 0 的 “ 傅 里 叶 分 量 ”". 因 

它 与 电动 势 的 同样 的 分 量 以 关系 式 


) Edt = z0 1 Jdt 


相 联 系 [ 见 (61.3) 式 ]. 代入 2Z(0) = RR (R 为 电路 对 恒定 电流 的 电阻 ) 和 如 = 


一 (1/c)dg/dt 我 们 得 到 
1 
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在 前 一 节 中 研究 导体 运动 时 , 我 们 忽略 了 加 速度 可 能 产生 的 影响 (如 果 这 
影响 存在 的 话 ). 其 实 , 金属 的 加 速 运动 等 价 于 出 现 一 个 作用 在 传导 电子 上 
的 附加 惯性 力 . 如 果 必 Be 速度 , 而 m 是 电子 质量 , 则 这 力 等 于 一 mw. 
它 对 电子 的 作用 与 强度 为 人 的 电场 产生 的 作用 相同 , 其 中 -e 是 电子 电荷 . 
因此 , 作用 在 作 加 速 运动 的 金属 内 的 传导 电子 上 的 “有 效 ” 电场 为 


G 一 


E = B+. (64.1) 


相应 地 , 电流 密度 为 
j=0E' =o(E+T). (64.2) 
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由 (64.1) 式 用 E' 表示 E, 并 代入 方程 


(假定 处 处 j= 1), 于 是 有 
rot BF’' = 一 -一 一 十 rot v. (64.3) 


把 wv 写成 相 加 的 形式 : 
v=U+hxr, 
其 中 心 为 平 动 速度 , 而 82 为 导体 转动 的 角速度 . 对 时 间 取 微 商 , 我 们 求 得 加 速 
度 为 
v=u+Axv+Rxr=u+Rxut+Qx (Nxr)+nxr. 
上 式 右 端 头 两 项 与 7 无 关 , 因而 在 对 坐标 取 微 商 时 等 于 零 . 第 三 项 可 以 改写 为 
fx(1xr)= -58rad( 0 x 7)2， 


因此 , 它 的 旋 度 也 变 为 零 . 最 后 , rot(P x r) = 2 由 , 如 此 一 来 , 把 名 代入 (64.3) 
式 后 , 我 们 得 到 


或 者 
rot 五 = 一 人 (64.4) 


其 中 引入 了 符号 
五 = 五 - 一 1. (64.5) 


因为 8 与 坐标 无 关 , 故而 方程 


4 
rotH= Ee 
C 


仍 保持 其 形式 不 变 , 若 把 其 中 的 五 用 H' 来 表示 : 
rot H’ = Ep. (64.6) 
从 (64.4) 和 (64.6) 式 中 消去 E', 我 们 得 到 五 ' 的 方程 


_ dno oH!’ 


AH'= -二 -页 (64.7) 


它 和 静止 导体 内 五 满足 的 方程 相同 . 
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在 导体 外 , 磁场 满足 方程 A 五 = 0 (假定 波长 大 于 导体 的 尺度 ) ; 而 五 ' 也 
满足 这 一 方程 
最 后 , 在 导体 表面 上 和 万 一 样 , H' 也 是 连续 的 , 不 同 的 只 是 在 无 穷 远 处 
的 条 件 ; 这 时 瓦 趋 近 于 零 , 而 互 ' 趋 近 于 有 限 的 极限 利 -2mes. 
因此 , 求 非 均匀 转动 的 导体 周围 的 交 变 磁场 矿 的 问题 , 与 求 场 强 为 
与 = 一 一 -9 (64. 8) 


的 均匀 外 磁场 内 静止 导体 周围 的 磁场 政 ' 的 问题 完全 等 效 . 由 后 一 问题 的 解 
H' 减 去 邹 , 就 可 得 到 所 求 的 导体 外 的 磁场 HG. 

和 任何 交 变 磁场 一 样 , 这 样 产生 的 磁场 会 在 导体 内 感 生 出 电流 . 在 单 连 
通 导体 内 , 这 种 电流 表现 为 导体 获得 磁 和 矩 . 在 非 均 匀 和 转动 圆 环 内 , 这 种 效应 表 
现 为 产生 电动 势 ( 称 为 斯 图 尔 特 一 托 尔 曼 效 应 ) *. 

(64.8) 式 内 包含 角速度 8 而 不 是 它 对 时 间 的 导数 , 可 能 会 产生 误解 .因此 
必须 提醒 大 家 , 上 面 所 有 讨论 以 及 对 (64.8 环 所 含 物理 量 意义 的 解释 , 只 是 对 
非 均 匀 转 动 而 言 . 实际 上 , 当 8 不 变 时 , 有 H' = 与 恒 满足 (64.7) 式 及 其 所 要 求 
的 无 穷 远 处 边界 条 件 ; 此 时 由 于 (64.5) 式 的 定义 , 我 们 有 及 = 0. 至 于 均匀 转 
动 时 由 于 旋 磁 效应 (836) 而 产生 的 磁场 仅 是 一 个 小 量 , 此 处 不 子 考虑 . 

还 必须 指出 , 在 推导 中 我 们 也 略 去 了 由 于 非 均匀 转动 而 产生 的 物体 形 
变 . 显然 , 考虑 这 种 形变 并 不 对 效应 产生 影响 , 只 要 角速度 改变 的 特征 时 间 远 
大 于 传导 电子 在 形变 时 的 弛 豫 时 间 (已 假定 如 此 ). 实际 上 导体 中 的 电流 是 由 
yp 十 Co/e 之 和 的 梯度 产生 的 , 其 中 p 为 电场 势 , 而 Go 为 传导 电子 的 化 学 势 (参见 
$26). 非 均 匀 形 变 产生 Go 的 梯度 ,但 这 个 梯度 被 热力 学 平衡 条 件 ep 十 Co = const 
产生 的 电场 所 抵消 . 

习 题 

1. 试 确定 非 均 匀 和 转动 球 的 磁 矩 ( 球 半 径 为 a). 假定 转动 速度 很 小 以 致 透 
入 深度 6 六 a， 

解 : 球 在 磁场 钥 (t) (64. 8 内 获得 的 磁 矩 为 

NM = V65, 
式 中 人 @ 为 一 算 符 , 它 对 函数 往 介 的 傅 里 时分 量 的 作用 由 859 习题 1 所 得 到 的 
公式 给 出 . 对 具有 使 得 6 污 a 的 频率 ww 的 分 量 , 我 们 有 
4nxmaso 
15ce 


* 有关 实验 见 : R. C. Tolman; T. D. Stewart (1916). Phys. Rev. 8 (2): 97-116. 朋 道 、 票 
弗 席 效 首先 将 这 个 效应 命名 为 斯 图 尔 特 - 托 尔 曼 效应 . 译 者 注 


M = Va(w)h SS iw 
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这 个 公式 改写 成 





l5ce dt 
的 形式 后 不 显 含 w, 因而 对 未 作 侍 里 叶 级 数 展开 的 函数 Q(t) 和 M(t) 也 是 适 
用 的 (假定 它们 的 展开 式 内 主要 只 包含 满足 上 述 条 件 的 频率 ). 

2. 假设 细 圆 环绕 与 环 面 重 直 的 轴 均 匀 转 动 , 试 确定 均匀 转动 停止 时 细 圆 
环 内 流 过 的 总 电荷 . 

解 : 在 863 习题 3 所 得 到 的 公式 中 应 当 把 $ 理解 为 磁场 舟 (64.8) 的 通 量 
于 是 角速度 从 有 变化 到 零 时 流 过 细 圆 环 的 总 电荷 为 


2mc moV 


——— Nnb? = 12 
i eRc i 2Te 


其 中 心 为 圆 环 半径 , Y 为 导线 体积 . 
3. 试 确 人 生 的 电流 . 
从 通过 圆 环 的 总 磁 通 量 不 变 条 件 [参见 (54.5) 式 ], 我 们 得 到 





2mc? » ,» mcebn 
a 





( 工 的 取 值 公 式 见 854 的 第 三 个 脚注 ). 





865 流体 在 磁场 中 的 运动 方程 


如 果 导 电 的 液体 (或 气态 ) 介质 处 于 磁场 中 , 则 在 介质 作 流 体 动力 学 运动 
时 在 介质 中 会 感应 出 电场 并 产生 电流 . 然而 , 处 于 磁场 中 的 电流 会 受到 力 的 作 
用 , 从 而 可 以 极 大 地 影响 流体 的 运动 . 从 另 一 方面 看 , 这 些 电流 又 改变 着 磁场 
本 身 . 于 是 就 产生 了 一 幅 磁 现象 与 流体 动力 学 现象 相互 作用 的 复杂 图 像 , 必须 
在 电磁 场 方程 和 流体 运动 方程 的 联 立 方程 组 的 基础 上 进行 研究 . 

磁 流体 动力 学 的 应 用 领域 涉及 从 液态 金属 到 宇宙 等 离子 体 的 极为 多 样 的 
对 象 . 我 们 将 不 讨论 存在 于 不 同 具体 对 象 之 中 的 专门 的 条 件 , 只 是 指出 , 真正 
的 磁 流体 动力 学 应 用 所 必需 的 , 不 言 而 喻 , 是 所 研究 的 运动 的 特征 距离 和 特征 
时 间 间 隔 远 大 于 相应 的 电流 载 流 子 (电子 、 离 子 ) 的 平均 自由 程 和 平均 自由 时 
间 . 然而 在 某 些 情况 下 , 要 用 与 理想 磁 流 体 动力 学 方程 完全 相同 的 方程 来 描写 
具有 很 大 平均 自由 程 的 介质 的 运动 . 例如, 这 样 的 情况 出 现在 电子 温度 远大 于 
离子 温度 的 非 平衡 等 离子 体 中 (参见 本 教程 第 十 卷 838). 

在 磁 流 体 动力 学 中 实际 上 提 到 的 介质 的 磁 导 率 与 1 差别 很 小 , 这 种 差别 
对 我 们 此 处 研究 的 现象 没有 意义 . 因此 本 章 中 我 们 将 处 处 假设 j= 19， 

我 们 首先 在 可 以 略 去 所 有 耗 散 过 程 的 条 件 下 , 亦 即 对 于 理想 流体 , 构建 流 
体 动力 学 方程 组 . 这 意味 着 既 不 考虑 如 黏 性 和 热传导 那样 的 过 程 , 也 不 考虑 介 
质 电导 率 o 的 有 限 性 , 而 把 它 看 作 是 任意 大 . 

在 磁 流体 动力 学 文献 中 , 这 些 条 件 下 的 磁场 经 常 表示 为 B, 以 此 强调 这 里 指 的 
是 平均 微观 磁场 强度 无 = BB. 但 是 , 为 了 与 本 书 研究 非 磁 性 介质 的 其 他 章 的 用 法 统一 ， 
我 们 这 里 仍 使 用 符号 五 来 表示 磁场 
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在 方程 (63.7) 中 令 o 一 co, 我 们 可 以 写 出 


divH =0, (65.1) 
= rot(v x H). (65.2) 
流体 动力 学 方程 包括 连续 方程 
0 + div(pv) = (65.3) 
(其 中 p 为 流体 密度 ) 以 及 欧 拉 方程 
Ov 


1 天 
P 
了 二 (VD = 一 -V 忆 十 一， 


其 中 了 为 外 力 的 体积 密度 , 在 现在 的 情况 下 就 是 电磁 力 密度 . 根据 (35.4) 式 ， 
我 们 有 
f= 2 xH= 去 Got 可 x 五 . 
如 此 一 来 , 流体 运动 方程 的 形式 为 
+ Vo -iP -HxrotH. (65.4) 
还 应 当 将 联系 流体 压强 、 密 度 和 温度 相互 关系 的 状态 方程 
P=P(p,T), (65.5) 


以 及 反映 无 耗 散 时 运动 绝热 性 的 炉 守 便 方 程 


ds _0 
二 = 训 +o Vs=0 (65.6) 
与 前 面 的 那些 方程 结合 起 来 , 上 式 中 s 是 单位 质量 流体 的 箭 , 而 
d_ 6 
二 三 可 十 0 V 


则 用 来 表示 与 流体 运动 粒子 一 起 迁移 的 物理 量 的 变化 的 “物质 ”导数 . 方程 
(65.1) 一 (65.5) 就 构成 了 理想 流体 磁 流 体 动力 学 的 完备 方程 组 . 
众所周知 , 欧 拉 方程 可 以 写 为 表示 动量 守恒 的 形式 (利用 了 连续 方程 ) 
Opvi _ Olix 


ot OZ 
其 中 lLix 为 动量 流 密 度 张 量 (参见 本 教程 第 六 卷 87). 没有 外 力 时 











(65.7) 


ip = DOUiUK + POix. 
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借助 等 式 
HxrotH = a3vH” —-(H:.V)H 
变换 (65.4) 式 中 的 最 后 一 项 , 并 考虑 到 div HH = 9H/0zxp = 0, 我 们 求 得 , 在 磁 
流体 动力 学 中 
1 | 
Tig = DOUiU 十 Poir 一 a (Hm 一 BH ) (65.8) 


这 样 就 理所当然 地 在 张 量 14x 中 加 进 了 麦克 斯 韦 应 力 张 量 . 
在 普通 流体 力学 中 , 能 量 守恒 定律 由 方程 

0 2 2 

去 (等 +p) =—divg, q=pv (5 + 
表述 , 其 中 < 与 w=e+P/p 分 别 为 单位 质量 流体 的 内 能 和 炊 , 它们 由 本 教程 
第 六 卷 86 中 的 运动 方程 自动 给 出 . 在 导电 介质 中 存在 磁场 时 应 在 能 量 密度 中 
加 上 磁 能 及?2/(8n), 而 在 能 流 密 度 中 加 上 坡 印 亭 矢量 5 = cE x 五 /(4r). 现在 
情况 下 在 这 个 矢量 中 应 当 按照 公式 


1 
E=--vxH (65.9) 


是 当 o 一 00 ( 且 7 有限 ) 时 从 (63.2) 推 得 的 中 .由 
此 , 磁 流 体 动力 学 中 表示 能 量 守 恒 的 方程 是 


0 pu? 2 _ 
元 (入 十 pe 十 下 =—divg, (65.10) 
其 中 能 流 密度 为 
en a 下 (65.11) 
人 4 


通过 直接 计算 不 难 验 证 这 一 方程 . 
我 们 写 出 的 磁 流 体 动力 学 方程 组 是 基于 在 麦克 斯 韦 方 程 中 忽略 了 位 移 电 
流 , 这 意味 着 我 们 事先 假设 了 


1|90E 
|< lr (65.12) 
根据 (65.9) 式 用 五 表示 EB, 我 们 由 此 得 到 条 件 
vl 
pr (65.13) 





@ 这 一 表示 与 (63.1) 式 相 对 应 , 该 式 的 含义 是 : 在 和 给 定 流体 体 元 一 起 运动 的 坐标 
系 中 , 电场 E' 等 于 零 , 亦 即 在 理想 导电 介质 中 电场 被 完全 屏蔽 . 
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其 中 1 和 7 分 别 为 给 定 运 动 的 特征 长 度 参数 和 特征 时 间 参 数 . 从 (65.2) 我 们 估 
计 出 LJT~ vw, 从 而 由 (65.13) 得 出 条 件 v < ec, 即 运动 必须 是 非 相对 论 的 (这 正 
是 我 们 一 开始 就 假定 的 ). 由 (65.4) 式 我 们 有 估计 值 pu/r ~ H2/1l, 它 与 (65.13) 
综合 起 来 给 出 了 磁场 取 值 的 条 件 : 


H? < pc2. (65.14) 


我 们 注意 到 , 在 方程 (65.10) 的 左 端 没有 电场 能 B2/(87), 而 在 方程 (65.7) 
的 左 端 又 缺少 电磁 场 动 量 S/c?. 这 些 是 忽略 位 移 电 流 的 必然 结果 . 电场 能 比 
侯 场 能 小 对 应 于 不 等 式 EB ~vH/c < 远 H; 而 S/e? ~ EH/c~vH2/e 比 pv 小 则 
对 应 于 不 等 式 (65.14). 

回 到 方程 (65.2) 来 ; 可 以 给 这 个 方程 一 个 非常 重要 的 直观 解释 (H. 阿尔 
文 , 1942). 将 方程 右 端的 旋 度 项 展开 , 并 考虑 此 时 divH = 0: 


| = dy 


按照 连续 方程 (65.3), 将 
100 vw 


divv 一 jp SS 7 -Vp 
代入 上 式 , 简单 重组 各 项 后 , 我 们 得 到 
0 H dH H 
| en . 
(+ v)3 (2 )* (65.15) 


另 一 方面 , 我 们 来 研究 “流体 线 ”, 即 与 组 成 它 的 流体 点 一 起 移动 的 线 . 令 
5l 为 此 一 线 的 长 度 元 , 现在 我 们 来 确定 其 随时 间 的 变化 . 假定 v 为 在 长 度 元 
8L 一 端 上 点 的 速度 , 则 在 另 一 端 上 的 速度 必 为 v 十 (SL.V)v. 因此 , 长度 元 8 
经 过 时 间 dt 后 改变 了 dt(51: V)v, 也 就 是 说 


d 
T= (6: V)u. 


我 们 看 到 , 矢量 8! 和 五 /p 随时 间 的 变化 由 同样 的 方程 确定 . 由 此 得 出 ， 
如 果 初 始 时 刻 这 两 个 矢量 方向 相同 , 则 它们 后 来 就 一 直 平 行 , 它们 的 长 度 也 相 
互 成 比例 地 改变 . 换 句 话说 , 如 果 两 个 无 限 接近 的 流体 点 在 同一 条 磁力 线 上 ， 
则 它们 今后 也 将 在 同一 条 磁力 线 上 , 物理 量 五 /p 将 正比 于 它们 之 间 的 距离 
变化 . 

将 无 限 接近 的 两 点 转换 为 相互 处 于 任何 有 限 距 离 的 两 点 , 我 们 得 出 的 结 
论 是 , 每 条 磁力 线 都 与 处 于 它们 上 面 的 流体 点 一 起 移动 . 可 以 说 ,在 o 一 co 时 
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磁力 线 是 “冻结 ” 在 与 它们 一 起 移动 的 流体 物质 上 了 . 物理 量 瑟 /po 在 每 一 点 
上 都 正比 于 该 点 对 应 的 “流体 线 ” 的 伸 长 而 变化 . 如 果 可 把 运动 流体 当 作 不 可 
人 则 p = const, 此 时 磁场 强度 本 身 正 比 于 磁力 线 的 伸 长 而 变化 . 

这 些 结果 还 有 另 一 个 直观 的 方面 . 从 这 些 结果 可 知 , 如 果 某 一 流体 封闭 
回路 随时 间 移 动 , 这 个 回路 绝 不 会 切割 磁力 线 . 这 表明 (参见 863) 穿 过 覆盖 这 
一 回路 的 任何 曲面 的 磁 通 量 不 随时 间 改 变 . 
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在 通常 的 流体 动力 学 中 , 耗 散 过 程 取决 于 三 个 物理 量 : 两 个 黏 性 系数 和 
一 个 热传导 系数 . 在 磁 流体 动力 学 中 , 这 个 数目 显著 增加 . 这 既是 因为 出 现 了 
新 的 具有 电 本 质 的 物理 量 , 也 是 因为 在 每 一 点 上 存在 特殊 的 方向 , 亦 即 互 的 
方向 , 这 个 方向 的 存在 破坏 了 流体 的 各 向 同性 . 不 过 , 我 们 仅 限于 研究 最 简单 

的 情况 , 亦 即 介质 中 的 所 有 动 理学 系数 均 可 认为 是 常量 , 特别 是 , 它们 不 依赖 

于 磁场 的 大 小 和 方向 . 这 样 在 通常 的 黏 性 系数 小 6 和 热传导 系数 x 之 外 , 只 增 
加 了 一 个 量 一 一 电导 率 o9. 

动 理 学 系数 与 磁场 无 关 的 假设 意味 着 满足 一 些 特定 的 条 件 , 与 理想 流体 
的 磁 流 体 动力 学 相 比 , 这 些 条 件 大 大 缩小 了 方程 的 适用 范围 . 确切 地 说 , 载 流 
子 的 平均 自 由 程 必须 比 其 在 磁场 中 运动 轨迹 的 曲率 半径 4 小 得 多 ; 换 句 话说 , 碰 
撞 频 率 必 须 远 大 于 载 流 子 的 拉 葛 频率 . 这 一 条 件 在 特别 稀薄 的 介质 或 特别 强 
的 磁场 内 会 被 破坏 @. 

计 及 黏度 和 电导 率 后 , 方程 (65.2) 被 完整 方程 (63.7) 所 替换 : 


9 2 
TT =rot(v x H)+ EAH, (66.1) 
i 斯 托 克 斯 方程 
型 二 (ovju= -3vP+ 2Av+ = (C+ 1) vdivo — zi wr 


我 们 注意 到 , 方程 本 1) Se 1 0 一 oo ee 吉 的 性 质 在 黏 
性 理想 导电 介质 中 依然 保留 . 
绝热 方程 (65.6) 现在 换 成 了 传 热 方程 . 在 普通 流体 中 , 其 形式 为 


忆 在 热力 学 非 均匀 但 处 处 各 向 同性 的 介质 中 ,电流 与 电场 的 联系 还 包括 温差 电 系 
数 a (826). 但 如 果 这 个 系数 为 常数 , 它 将 不 在 运动 方程 中 出 现 . 

加 关于 这 些 条 件 被 破坏 情况 下 的 等 离子 体 磁 流体 动力 学 方程 问题 , 在 本 教程 的 另 
外 一 卷 中 讨论 (参阅 本 教程 第 十 卷 858、859). 
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( 见 本 教程 第 六 卷 849). 方程 左 端的 表达 式 代表 流动 流体 元 在 单位 时 间 内 生成 
的 热量 (相对 于 单位 体积 ), 而 右 端 的 表达 式 则 是 在 相同 时 间 内 同一 体积 中 被 
耗 散 的 能 量 . 其 中 第 一 项 与 条 度 有 关 , c4 为 黏 性 应 力 张 量 


1 Ov; OvUEk 2 。 : 
Oik = 1 (六 十 Oz > 了 9 div " + COik div v. 





第 二 项 给 出 与 热传导 有 关 的 耗 散 . 在 导电 流体 中 , 这 里 必须 加 上 焦耳 热 . 相对 
于 单位 体积 的 焦耳 热 等 于 


22 2 
J € 
和 


因此 , 磁 流 体 动 力学 中 的 传 热 方 程 为 


Os Ou; C 
7 | 一 三 二 各 二 一 2 
p (+» vs) ik By 二 x T+ 6m (rot H)”. (66.3) 
在 动量 流 密 度 张 量 中 加 上 黏 性 应 力 张 量 : 
Tip = pvivk + POik 一 ak 一 一 (Bi = dae) (66.4) 
47 2 
热流 密度 现在 由 表达 式 
a )_xvT+ LHx(wxH) -HxrotH (66.5) 
q=pv 可 tw — (vo')— x PE v ) TG ro .5 


给 出 (其 中 (vo') 是 分 量 为 cxwk 的 矢量 ). 这 里 增加 了 既 与 黏 性 和 热传导 有 关 ， 
又 与 导电 性 有 关 的 项 . 后 一 项 是 将 (63.2) 式 中 的 电场 强度 吾 代 和 人 坡 印 亭 矢量 
后 得 到 的 : 


EE - 1 
p=i--vxH= 7 "tH--vxH. (66.6) 
[o 6 4no 


如 果 将 运动 流体 当 作 不 可 压缩 流 休 , 上 述 方程 和 得 到 某 些 简 化 . 连续 性 
方程 归结 为 divw = 0, 而 方程 (66.2) 中 倒数 第 二 项 消失 . 我 们 再 一 次 将 相应 
的 方程 组 写 出 (此 时 借助 于 已 知 的 矢量 分 析 公 式 方便 地 变换 了 方程 (66.1) 和 
(66.2) 中 的 rot(v x 五 ) 项 和 五 xrot 互 项 ) : 


dy 0 (66.7) 
2 
2 +(v.:V)H=(H.V)v+ pm (66.8) 
Ov 
Vy -3 (P+ 疝 二 V)H+vAv (66.9) 


(其 中 v= n/p 为 运动 学 黏度 ). 至 于 方程 (66.3), 如 果 我 们 不 是 专门 对 流体 内 温 
度 分 布 有 兴趣 的 话 , 则 解 不 可 压缩 流体 的 问题 时 完全 用 不 着 它 . 
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众所周知 , 在 普通 流体 动力 学 中 引入 了 表征 与 对 流 项 相 比 黏 性 项 在 运动 
方程 中 作用 的 雷诺 数 : R = wl/v, 其 中 1 和 ~/r 为 流体 在 给 定 运动 中 的 特 
征 长 度 和 特征 速度 . 与 这 个 数 类 似 , 在 磁 流 体 动力 学 可 引进 磁 雷 诺 数 


ul C2 


Rm = 一 


ni 
Zn” 47r0” 


以 表征 方程 (66.1) 中 电导 项 的 作用 ; 这 一 项 与 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 中 的 vAw 
项 类 似 , 物理 量 xm 扮演 磁场 的 “扩散 系数 ”的 角色 . 当 Rw > 1 时, 这 一 项 看 
起 来 可 以 忽略 不 计 . 但 是 , 对 于 究竟 在 哪些 情况 下 才 可 以 忽略 流体 中 的 耗 散 过 
程 这 个 问题 ,并 没有 一 般 的 答案 , 因为 相应 的 条 件 极 大 地 依赖 于 运动 的 具体 特 
征 ; 例如 , 对 于 定常 和 非 定常 运动 条 件 就 完全 不 一 样 . 

在 导电 性 很 差 的 流体 这 个 相反 极限 下 , R < 1, 磁 流体 动力 学 方程 组 可 
极 大 地 简化 (C. . 布 拉 金 斯 基 , 1959). 

原因 在 于 , 这 种 情况 下 磁场 受 流体 运动 的 扰动 很 小 . 如 果 未 扰动 场 入 与 
时 间 无 关 (下 面 将 作 此 假设 ), 则 其 在 运动 流体 中 的 变化 五 ' 可 以 通过 令 方 程 
(66.1) 右 端 的 两 项 相等 来 估计 : 


(66.10) 


rot (vx) ~ vmAH, 


由 此 可 得 H' ~ Rag, 并 且 在 Ra < 1 时 确 有 五 ' 之 5. 忽略 这 一 改变 , 可 以 认 
为 磁场 五 与 外 源 在 真空 中 建立 的 磁场 驻 相同 . 此 时 , 鉴于 与 为 常量 , 我 们 有 
rot 媚 = -cr-10 往 /8t 三 0, 即 电场 为 势 场 : 巨 = 一 Vyp. 电势 的 方程 可 由 在 略 去 位 
移 电 流 情 况 下 一 致 满足 的 等 式 div7 = 0 (也 就 是 借助 于 方程 rot H = 4r7/o) 
得 到 . 代入 电流 密度 
j=0(-ve+ivx5), 

并 注意 到 对 于 未 扰动 磁场 rot 往 = 0, 在 o = const 的 情况 下 我 们 得 到 方程 

Aop = 15 .rot v. (66.11) 
第 二 个 方程 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 


号 +o Vo svP+vAv+ (66.12) 
(我 们 将 它 写成 针对 不 可 压缩 流体 的 形式 ), 其 中 外 力 的 体 密度 为 
f=7jx5= |5x Vp+ 5 x (5 xo)|. (66.13) 


方程 (66.11) 一 (66.13) 便 是 所 要 寻求 的 方程 组 . 
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867 平行 平面 之 间 的 磁 流 体 动力 学 流 


黏 性 导电 介质 磁 流 体 动 力学 运动 最 有 教 益 的 例子 是 两 个 平行 固体 平面 
之 间 的 定常 流动, 其 中 在 垂直 于 平面 的 方向 上 施加 有 均匀 五 场 呈 (1. 哈 特 
1937). 这 个 运动 是 普通 流体 动力 学 中 泊 肃 叶 流 的 最 简单 的 类 比 . 

人 们 自然 会 假定 流体 速度 的 方向 处 处 相同 (我 们 取 它 沿 xz 方向 ) ; 这 一 速 
度 只 依赖 于 垂直 于 固体 平面 方向 的 坐标 z. 因 流 体 运 动 而 产生 的 纵向 磁场 H， 
也 有 同样 的 性 质 . 而 压强 PP 还 依赖 于 zx, 因为 在 运动 方向 存在 支持 定常 流 的 
压强 梯度 . 方程 divv = 0 恒 满足 , 而 由 方程 div 瑟 = 0 得 出 Hs = const = 5. 
方程 (66.9) 的 z 分 量 表明 以 下 两 项 之 和 


9 
PpP i 
证 


仅 为 z 的 函数 . 但 由 于 Hs 并 不 依赖 于 z, 故 压强 梯度 dP/dz 只 可 能 是 zx 的 函 
数 , 实际 上 (由 于 沿 z 轴 的 均匀 性 ) 它 等 于 一 个 常量 -AP/H (AP 为 在 长 度 1 上 
的 压强 降 ). 

进而 , 方程 (66.8) 一 (66.9) 的 z 分 量 给 出 : 





dv ce d2H; 
+0 (67.1) 
5 dH AP 
2 67.2 
0 1 7 (8562) 





国体 表面 的 边界 条 件 要 求 黏 性 流体 的 速度 等 于 零 , 也 要 求 磁 场 强 度 切 向 分 量 
连续 : 

v=0，Hz==0 ( 当 z= 士 co 时 ) 
其 中 2a 为 两 固体 平面 间 的 距离 , 平面 z=0 处 于 两 固体 平面 正中 间 ， 方 程 
(67.1) 一 (67.2) 的 满足 这 些 条 件 的 解 为 


_ cosh(a/6) — cosh(z/0) 
UT oh $y 
(z/a) sinh(a/0) 一 sinh(z/6) 


(67.3) 
和 
PT cosh(a/6)—1 


恒定 不 变 的 vo 是 流体 在 中 间 平 面 z = 0 上 的 速度 . 将 (67.3) 式 代 入 (67.2) 式 
后 , 可 得 到 它 与 压强 梯度 的 关系 . 按 横 截面 平均 的 流体 速度 为 


T= A vdz = 2 (om 2 ;) . (67.4) 
7 
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物理 量 
i (67.5) 
6 cVn 


可 以 作为 比较 磁场 与 香 性 对 流动 影响 程度 的 判 据 (这 个 量 被 称 为 哈 特 曼 数 
(Hartmann number), G 安 1 时, 有 


2 _ APa’ 
Vv 三 wo | 1— 3 2) 一 二 (67.6) 
a 


也 就 是 通常 的 泊 肃 叶 流 . 但 如 果 G > 1, 则 有 


v = vo [ — exp ( -| ， 三 5 和 (67.7) 
磁场 的 增 大 使 得 在 截面 上 大 部 分 区 域 的 速度 剖面 更 为 平缓 , 从 而 减 小 了 平均 
运动 速度 (在 给 定 压强 梯度 下 ); 主要 的 速度 下 降 发 生 在 靠近 固体 平面 厚度 ~ 5 
的 层 内 . 

流体 运动 导致 y 轴 方 向 出 现 电 场 . 由 于 运动 的 定常 性 , rot B= 0, 从 而 
Ey = const. 流体 中 的 电流 密度 为 





SAC) 


但 通过 流体 横 截 面 的 总 电流 必须 为 零 ; 实际 上 , 由 于 有 j= (c/n)(rot H),， 
故而 


° C OHz C 
fe = J Bd 鞠 [azto) — Hz(—0)] = 0. 


所 以 , 我 们 有 


:Q 


jydz 一 2acb, = | vdz = 0， 
Q C —a 


由 此 得 到 
BE, = -$. (67.8) 


868 平衡 位 形 
在 恒定 磁场 中 静止 的 理想 导电 流体 (为 明确 起 见 , 我 们 这 里 指 等 离子 体 ) 
的 平衡 由 方程 


1 
VP= -jxH, (68.1) 
a 
7 7 
divH =0 (68.3) 


rot H, (68.2) 
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描写 . 这 些 方程 中 的 第 一 个 实际 上 是 v = 0 的 方程 (65.4), 并 为 了 直观 引进 了 
电流 密度 , 它 通过 麦克 斯 韦 方程 (68.2) 与 磁场 相 联 系 . 本 节 中 我 们 将 研究 作为 
这 些 方程 最 后 结果 的 平衡 位 形 的 若干 一 般 性 质 , 完全 不 介入 关于 这 些 位 形 的 
稳定 性 的 复杂 而 又 多 样 的 问题 ©. 

将 方程 (68.1) 标 乘 五 或 j, 我 们 求 得 


(H.V)P=0, (j;.V)P=)0, (68.4) 

亦 即 压强 沿 磁力 线 的 导数 和 沿 电流 线 的 导数 等 于 零 . 换言之 , 电流 和 磁场 处 于 
P(x,Yy,z) = const (68.5) 

的 表面 上 , 这 些 面 称 为 磁 面 . 原则 上 , 每 一 个 磁 面 都 可 以 是 平衡 位 形 的 边界 四 . 


如 果 从 写 为 动量 守恒 形式 的 方程 (65.7)，(65.8) 出 发 , 平衡 方程 (68.1)， 

(68.2) 也 可 以 表示 为 

OTix 

OZ 

的 形式 . 将 这 些 方程 乘 以 zk, 并 在 被 一 封闭 曲面 包围 的 某 一 体积 内 对 其 积分 . 
分 部 积分 并 注意 到 9zk/6zi = 5Six, 我 们 得 到 人 





1 1 
=0, lix = Poix — 4 (Hm 过 Ss ) (68.6) 


| HadV = ¢ lnzydfi. (68.7) 


将 (68.6) 式 中 的 ILx 代入 后 , 上 式 具 有 以 下 形式 : 


f(r) 


(S. 钱 德 拉 塞 卡 , E. 费 米 , 1953). 

令 等 离子 体 占据 某 一 有 限 空 间 , 其 外 部 的 压强 P= 0, 并 令 其 外 部 没有 任 
何 给 定 的 场 源 (带电 流 的 刚性 导线 ). 此 时 在 远离 等 离子 体 处 磁场 以 1/73 的 方 
式 训 减 , 如 果 将 积分 扩展 到 全 空间 , 则 面积 分 等 于 零 . 然而 显然 为 正 的 物理 量 
3 忆 二 万 2/(8&r) 的 积分 不 可 能 为 零 . 由 此 得 出 的 结论 是 : 不 可 能 存在 没有 外 源 


@@ 有 关 这 个 问题 的 基本 结果 (在 磁 流 体 动力 学 框架 内 ) 可 以 在 B. B. 卡 多 姆 采 夫 的 
论文 “等 离子 体 的 磁 流 体 稳定 性 ”中 找到 , 该 文 刊 于 文集 Bompocar Teopumu rasMpI，B. 
2. 一 M.: 1963，( 英 译文 见 : Reviews of Plasma Physics (Ed.by M.A. Leontovich), V.2, p153, 
Consultant Bureau N.Y. (1966) ) 

@ 由 方程 (68.1)，(68.2) 确定 的 压强 尸 只 准确 到 相差 一 个 可 加 常量 . 因此 任何 一 个 
磁 面 都 可 以 是 P=0 的 表面 . 

@ 这 个 结论 与 有 名 的 位 力 定理 的 结论 相似 ,参见 本 教程 第 二 卷 834. 
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产生 的 磁 场 支持 的 有 限 空 间 的 平 衡 位 形 ; 当 这 些 外 源 存在 时 6, 钥 静 种 
端 归结 为 对 这 些 外 源 表面 的 积分 ,原则 上 条 件 可 以 得 到 满 足 (B.A. 沙 弗 兰 诺 
夫 , 1957 ). 

让 我 们 来 研究 最 简单 的 非 局 战 位 形 一 一 无 限 长 柱 形 ”等 离子 体 绳 (或 等 离 
子 体 憩 缩 @), 它 沿 长 度 方向 均 匀 ; 在 z 轴 沿 绳 轴 的 柱 面 浴 术 下 , 所 有 物 
理 量 只 ”依赖 于 径 向 坐标 ?7. 磁 顽 黎 分 最 7 必须 等 于 零 , 否则 由 于 方程 


1 d 
i 
7 dr 7 


HH 在 + 一 0 时 趋 于 无 穷 大 . 因为 可 直接 从 方程 (6 &) 推 得 方程 di jv= 0, 故 
方 也 和 玖 一 样 等 于 零 . 
将 (6 8 吕 ) 式 写 为 分 量 形 式 , 得 到 








,cadaH, ed 
Ip A a Cie 
从 第 二 个 等 式 , 我 们 有 
过 2 J(r) = /am dr. (6 轩 ) 
cr Jo 


于 是 , 方程 (6 8.1) 取 以 形 式 : 
PT: 
dr 2xc2r? dr 8dr 

这 里 可 能 存在 两 种 极为 不 同 的 特 殊 情 况 . 其 -中 被 称 为 z 夭 缩 ) 有 H, = 

0,jo = 0. 将 方程 (6 &0) 乘 以 x? 并 将 其 从 0 到 绳 半径 对 ”积分 (边界 条 件 

为 P(a 六 0), 我 们 得 到 平 衡 条 件 的 形 式 为 





(6 8.10) 





a 2 
/ P(r) :2rrdr = 有 (6 8.11) 
0 C 


式 中 J (a ) 为 通 ”过 强 的 总 电 别 昌 特 , 1 930. 在 这 种 情况 下 平 衡 位 形 的 
维持 依靠 纵向 电 流 实现 . 

另 一 种 情况 ( 称 作 9 短 缩 8) 是 : 五 。 = 0, js = 0. 这 种 情况 下 由 (6 80) 式 
有 


H? $2 
Pe 1 
机 Bn Br (6 8.12) 


其 中 与 为 绳 外 纵向 磁 场 . 等 离子 体 约束 靠 外 部 纵向 磁 场 实现 . 


@ 这 个 术语 来 源 于 英文 词 to pinch. 
@ 这 个 名 称 来 源 于 通常 用 9 表示 的 柱 坐 标 中 的 角度 . 
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在 任意 的 局 部 空间 的 轴 对 称 位 形 中 , 径 向 分 量 瓦 和 方 可 以 不 为 零 (在 
环 位 形 中 ). 除 此 之 外 , 物理 量 现在 可 以 不 仅 依 赖 于 7, 也 依赖 于 z. 
将 方程 (68.1) 一 (68.3) 用 分 量 写 出 , 它们 的 形式 为 : 


. . oP . oP . 
JoH: 一 JzHo 一 Cr jrHy Ee ye = 0 jadllr = jr Hz;, (68.13) 











,coH, ee . Cc /oH. QH; 

J Mn de pp 22 A ( az Or 几 WD 
1 0 oH, 
ort (0 


显然 可 以 看 出 (其 实 从 方程 (68.1) 的 矢量 形式 已 可 看 出 ) 这 些 方程 的 结果 : 
如 果 电 流 密度 沿 角 向 分 布 (j = js = 0, jp 关 0), 则 磁场 沿 经 向 分 布 (Hs = 0). 
如 果 磁 场 沿 角 向 , 还 可 作出 更 强 的 结论 : 不 仅 电 流 密 度 沿 经 向 分 布 , 而 且 整 个 
平衡 位 形 只 能 是 z 箱 缩 (= 0, Hos 和 js 不 依赖 于 z) ; 从 (68.13) 式 的 头 两 个 
方程 中 消去 已 后 , 使 用 剩 下 的 方程 很 容易 证 实 这 个 结论 . 

方程 组 (68.13) 一 (68.15) 可 以 归结 为 一 个 方程 (B. AI. 沙 弗 兰 诺 夫 , 1957; 
H. 格雷 德 , 1958). 为 此 我 们 引进 物理 量 


V(r,z) = Hz :2nxrdr, J(r,z)= / jz * 27rdr (68.16) 
0 0 


分 别 为 通过 垂直 于 z 轴 半 径 为 > 的 圆 的 磁 通 量 和 总 电流 . 从 这 些 定义 以 及 方 
程 div 巨 =0 与 divj = 0, 我 们 求 得 磁场 和 电流 密度 的 经 向 分 量 为 : 





1 Ov Te 

时 2rr Oz 27r Or 
(68.17) 

0 

内 2 2， 和 二 287 Or 


这 些 表达 式 表 明 , y 和 J 的 梯度 分 别 与 磁力 线 和 电流 流 线 正 交 . 回想 在 本 节 开 
头 时 所 讲 过 的 磁 面 (68.5) 式 , 由 此 可 以 得 出 结论 : y 和 J 这 两 个 量 在 磁 面 上 是 
常量 , 从 而 y,J,P 这 三 个 量 中 的 每 两 个 都 可 以 只 表示 为 第 三 个 量 的 函数 . 特 


别 是 ， 


P= P(Y), J = J(). (68.18) 
借助 于 方程 (68.14), 通过 和 J 表示 的 磁场 和 电流 的 角 向 分 量 分 别 为 : 
2 : O22 ， 16/ O02 
We 0 


最 后 将 所 得 表达 式 代 人 方程 (68.13) 中 的 第 一 个 方程 , 我 们 就 得 到 了 所 要 
求 的 方程 


Or> ror 08z2 dy ec? dy 








Op 15 P_ Sm dn 
y_ 1 Ow _ ion _ ST dy (68.20) 
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给 出 具体 的 (任意 选取 的 ) 依赖 关系 P(w) 和 7(V) 并 解 这 个 方程 之 后 , 我 们 就 得 
到 某 个 在 原则 上 可 能 的 平衡 位 形 ; 其 中 的 磁场 和 电流 分 布 分 别 由 公式 (68.17) 
和 (68.19) 确定 , 而 磁 面 则 由 外 (7,z) = const 给 出 . 
作为 具体 实例 , 我 们 引入 表达 式 
多 _1,p2 ,2,2 021 
ue 十 7 )z“ 十 8 
这 一 表达 式 是 方程 (68.20) 在 dP/dw = const 和 d.J2/dw = const 时 的 解 , 其 中 
wo,a,b, 民 是 常量 ， 同时 
RS 8 4 
16r 可 = 一 QV0， 可 
这 个 解 描写 的 是 环 位 形 , 由 相互 退 套 的 环形 磁 面 w= const 组 成 ; 其 中 任 一 
个 磁 面 可 以 取 为 等 离子 体 边 界 已 = 0. 最 靠 内 的 磁 面 退化 为 一 条 线 一 一 一 个 
r= 忆 ,zz=0 的 圆周 (这 个 圆周 称 为 磁 轴 ). 靠近 磁 轴 处 
W 1 2 1p2 本 
例如 , 如 果 5 十 1 > 0,a > 1, 则 靠近 磁 轴 的 磁 面 的 横 截 面 是 椭圆 . 在 远离 磁 轴 
时 区 增 大 , 而 压强 下 降 . 在 P=0 的 磁 面 (等 离子 体 边界 ) 之 外 , 支持 平衡 所 
必需 的 磁场 由 右 端 为 零 的 方程 (68.20) 确定 , 边界 条 件 为 函数 多 及 其 法 向 导数 
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我 们 来 研究 小 扰动 在 均匀 导电 介质 中 的 传播 , 介质 处 于 均匀 恒定 磁场 Ho 
中 . 此 时 我 们 将 流体 看 作 理 想 流体 , 即 忽 略 其 中 的 所 有 耗 散 过 程 @. 

我 们 从 磁 流 体 动力 学 方程 组 (65.1) 一 (65.4) 出 发 . 绝热 方程 (65.6) 仅 表 
明 , 如 果 未 扰动 介质 是 均匀 的 , 则 在 扰动 后 的 介质 中 将 有 s = const, 亦 即 运动 
是 等 灼 ， 

我 们 令 


(r2 一 R?2)?, (68.21) 





= —bR?wo. 


H= Hot+h, p=po+p, P=DR+P, 
其 中 带 下 标 “0” 的 量 表示 该 量 的 恒定 平衡 值 , 而 h,p', P' 为 这 些 量 在 波 中 的 小 
变化 . 平衡 时 为 零 的 速度 v 也 属于 同 量 级 的 小 量 . 由 于 运动 是 等 粹 的 , 密度 变 
化 和 压强 变化 相互 之 间 由 等 式 
P’ 2 wap 
@ 允许 略 去 这 些 过 程 的 条 件 是 波 的 阻尼 系数 很 小 , 本 节 的 习题 将 计算 这 个 系数 . 
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相 联系 , 其 中 由 = (9P/6p)s 为 该 介质 中 通常 声速 的 平方 . 略 去 方程 (65. 1) 一 
(65.4) 中 高 于 一 阶 的 小 量 , 我 们 得 到 以 下 线性 方程 组 : 


/ 
divh = 0, oh = rot(v x H), a 十 pdivw = 0， 
i 下 (69.1) 
OA 
可 有 x rot h). 


此 处 和 后 面 , 为 了 标记 简单 , 我 们 将 去 掉 标记 物理 量 平衡 值 的 下 标 “0”. 
我 们 来 寻求 这 些 方程 的 形 如 平面 波 ~ ek"-%0 的 解 . 此 时 方程 组 (69. 
化 为 代数 方程 组 


—wh=kx(vx H), wp =pk.:y, 
(69. 2) 





1 
H 
Tr x (kxh) 


(由 方程 divh =0 导出 的 等 式 k.h 二 0 自动 满足 , 可 不 必 单独 研 究 ). 

(69.2) 中 的 第 一 个 方程 表明 , 矢量 与 方向 沿 > 轴 的 波 矢 大 垂直. 我 们 
将 通过 友和 互 的 平面 选 作 zy 面 此 外 , 引进 波 的 相 速度 w = w/k. 借助 第 
二 个 方程 消去 第 三 个 方程 中 的 ov, 并 将 方程 改写 为 分 量 形式 ,我 们 得 到 以 下 方 
程 组 : 


2 
Www 十 加 po = 
p 


H: 
uhs = —vzHz, uvz = 一 一 一 几 z， (69.3) 
47p 
Hz 
uhy = vzHy — vy Hr, uvy = a 


(69. 4) 
sO 
C ) Vz 一 pe 
我 们 这 里 把 方程 分 成 了 两 组 , 其 中 第 一 组 只 含 变 量 hs,v, 而 第 二 组 只 含 


hy,vz,vy， 由 此 得 出 , 这 两 组 变量 的 扰动 相互 独立 地 传播 . 密度 扰动 p' 以 及 与 
之 相 联 系 的 压强 扰动 与 扰动 hy,v;,vy 一 起 传播 , p' 与 vs 相 联 系 的 关系 式 为 





0 一 Cv. (69.5) 
(69. 3) 式 中 两 个 方程 的 相 容 条 件 给 出 
4 一 A 三 WA (69. 6) 


(下 面 我 们 将 认为 H; > 0, 去 掉 式 中 的 取 绝 对 值 号 ). 在 这 些 波 中 , 垂直 于 波 传 
播 方向 和 恒定 磁场 五 方向 的 磁场 分 量 hs 发 生 振 动 . 速度 wv 与 hs 一 起 振动 ， 
它 与 hs 通过 关系 式 

(69. 7) 
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相 联 系 . 
公式 (69.6) 给 出 的 w 与 上 之 间 的 关系 (色散 关系 ) 
1 


极 大 地 依赖 于 波 矢 的 方向 . 波 传播 的 物理 速度 是 群 速度 一 一 导数 9w/Ok. 在 
当前 情况 下 它 等 于 


Ow H 
区- J (69.9) 


且 不 依赖 于 的 方向 .被 理解 为 群 速度 方向 的 波 的 传播 方向 与 磁场 五 的 方向 

相同 . 这 个 波 称 为 阿尔 文 波 (HH. 阿尔 文 , 1942), 而 速度 (69.6) 称 为 阿尔 文 速度 . 
我 们 回 到 方程 (69.4) 所 描述 的 波 ; 它们 被 称 作 磁 声波 . 构建 方程 (69.4) 的 

行列 式 并 令 其 等 于 零 后 , 我 们 得 到 w? 的 二 次 方程 , 方程 的 根 为 : 


L/S 
1| 五 2 H? 2 HH? 
A 2 人 汪 


这 样 一 来 , 我 们 又 得 到 两 种 类 型 的 波 : 与 公式 (69.10) 中 “4” 号 和 “-” 号 对 应 
的 波 分 别称 作 快 磁 声 波 和 慢 磁 声波 . 

在 极限 情况 下 , 当 HH? 之 4xpu8 时 , 我 们 有 wr swvo, 而 从 方程 (69.4) 得 出 
vy < vs. 换 句 话说 , 快 磁 声 波 在 此 极限 下 转变 成 以 速度 wo 传播 的 普通 声波 . 
波 中 的 微弱 的 横向 磁场 通过 关系 式 


与 vz 相 联系 . 在 同样 的 极限 下 , 慢 磁 声 波 速度 与 阿尔 文 速度 us 相同 . 此 时 
hy 


vz TO0, vy i 
如 同 第 一 种 类 型 的 波 一 样 , 不 过 具有 男 一 种 偏振 : v 和 户 在 通过 大 和 互 的 平 
面 上 , 而 不 是 处 在 垂直 于 它 的 平面 . 
在 不 可 压缩 流体 (形式 上 对 应 于 wo 一 co 的 极限 ) 中 , 总 共 只 剩 下 一 种 类 
型 的 波 具有 两 个 独立 偏振 的 阿尔 文 波 . 这 些 波 的 色散 关系 由 公式 (69.8) 
给 出 , 矢量 v 和 户 垂 直 于 波 矢 并 以 关系 式 
h 


1 (69.11) 


也 三 一 





相 联 系 . 
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纵向 磁场 存在 时 流体 的 横向 位 移 在 其 中 以 波 的 形式 传播 , 可 以 直观 地 解 
释 这 一 事实 . 由 于 磁力 线 冻结 , 流体 点 的 横向 位 移 导 致 磁力 线 的 弯曲 , 从 而 导 
致 其 伸 长 或 在 某 些 地 方 的 压缩 . 然而 , 作用 于 磁场 中 的 力 (用 麦克 斯 韦 应 力 张 
量 表示 的 ) 的 特征 是 磁力 线 似乎 趋向 于 缩短 但 又 同时 相互 推 挤 . 因此 在 它 
们 弯曲 时 出 现 了 使 它们 重新 变 直 的 准 弹 性 力 , 这 就 产生 了 振动 . 
我 们 再 重新 回 到 公式 (69.4) 和 (69.10), 来 研究 相反 的 极限 情况 8? > 
4npu8. 此 时 , 在 一 级 近似 下 ut 为 
H 
uf 二 a 
由 于 这 个 表达 式 不 依赖 于 &, 故 群 速度 与 ur 数值 相同 并 指向 方向 . 在 这 个 
波 中 , 矢量 v 垂直 于 五 ( 见 图 40), 有 旦 其 绝对 值 与 n= |hy| 以 关系 式 
h 














Ea V4np 
相 联 系 . 在 这 种 情况 下 , 对 于 ws, 我 们 有 
oe Hz 
Vs 一 20 万 
本 
H 
Ve 
h y 
图 40 
此 时 群 速度 为 
Ow _ H 
Bk = 40 方 : 
在 这 个 波 中 w 与 五 反 平 行 , 而 其 绝对 和 值 以 
H? 
Cr 
与 h 相 联 系 . 





O 事实 上 , 令 磁 力 线 与 z 轴 重 合 . 此 时 纵向 应 力 [zs(65.8) 含 负 项 -HH2/(8n), 而 横向 
应 力 mr Iyy 含有 正 项 H?2/(8n). 
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当 H? 与 pwué 之 间 的 关系 为 任意 时 , 无 论 是 ur 还 是 ws 都 依赖 于 波 矢 的 方 
向 . 在 有 与 五 间 夹 角 增 大 时 , wr 单调 上 升 , 而 ws 单调 下 降 . 容易 看 出 , 以 下 不 
等 式 始终 成 立 : 


Us SUA SU UU Us Uo. (69.12) 


如 果 五 , 则 wz 和 ws 相应 地 等 于 量 wo 和 wa = 五/V4rp 中 的 较 大 者 和 较 小 


者 . 如 果 上 五, 我们 有 
H? 


而 ua 和 ws 趋 于 零 , 亦 即 仅 余 下 快 磁 声波 . 

最 后 , 让 我 们 研究 磁 流 体 动力 学 方程 的 两 个 精确 解 , 它们 具有 任意 振幅 
(不 必 是 小 振幅 ) 的 平面 波形 式 . 

其 中 之 一 是 以 速度 wa 在 不 可 压缩 流体 中 传播 的 平面 阿尔 文 波 , 也 就 是 
仅 以 组 合 z 一 wat 的 形式 出 现 的 z 和 上 + 上 的 函数 . 实际 上 , 让 我 们 来 看 精确 方 
程 组 (65.1) 一 (65.4). 不 可 压 流 体 中 的 连续 方程 (65.3) 归结 为 divv = 0, 由 此 
vz 二 const; 不 失 一 般 性 , 可 以 令 w = 0, 这 归结 为 选择 适当 的 参考 系 . 由 方程 
div 了 及 =0 得 出 及; = const. 用 hh 表示 五 的 横向 分 量 , 由 方程 (65.2) 和 (65.4)， 
我 们 得 到 

OP ov ov Dr on 
ot Or’ Ot V4np or 
这 表明 , 精确 方程 自动 约 化 为 描写 具有 相 速 度 (69.6) 而 且 wv 和 hh 以 关系 式 
(69.11) 相 联系 的 平面 波 的 线性 方程 ; 波 的 轮廓 , 亦 即 函数 依赖 关系 h(x 一 wat) 
任意 . 对 于 (65.4) 的 x 分 量 , 我 们 有 
10P 1 Oh 


-一 十 一 hh:. 一 一 0， 


p or 4rp Oz 





从 而 
尼 千 全 const, (69.14) 
这 个 公式 确定 了 波 中 压强 的 变化 . 

另 一 种 情况 是 垂直 于 磁场 传播 的 简单 波 (C. A. 卡 普兰 , K. II. 斯 坦 纽 科 
维 奇 , 1954). 令 磁 场 方向 沿 y 轴 ; x 轴 如 同 前 面 一 样 在 波 的 传播 方向 上 . 此 时 
Hs 二 0, Hy 二 日 且 方 程 div 互 =0 自动 满足 . 方程 (65.2) 一 (65.4) 给 出 

OH 2 (viH) 








训 P=0, (69.15) 
Op  O(vzp) a 
+=0, (69.16) 
z Ov 1 OH? 10P 
WR TS (69.17) 








Or 8p Oz p Or 
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容易 确认 , 从 头 两 个 方程 可 得 关系 式 有 H/p = 5 满足 方程 


或 db/dt = 0, 此 处 的 全 导数 表示 给 定 流体 元 移动 时 物理 量 的 变化 率 . 由 此 可 
推 得 , 如 果 在 开始 时 刻 流 体 是 均匀 的 , 即 "在 其 中 是 常量 , 则 在 随后 的 所 有 时 
刻 也 将 有 = const. 将 五 = pb 代入 第 三 个 方程 , 我 们 得 到 
Ovz Ovz 1 0 02 
Be 0 (P+ 7 ) : (69.18) 
这 样 一 来 , 从 方程 中 消去 了 磁场 , 问题 归结 为 求解 方程 (69.16) 和 (69.18). 然而 
这 些 方程 与 普通 流体 一 维 运动 方程 的 差别 只 在 于 气体 状态 方程 的 改变 : 真正 
的 压强 P= P(p) (在 炉 给 定 的 情况 下 ) 应 当 用 以 下 压强 代替 
b? 

PO = PO 
这 使 得 我 们 可 将 普通 流体 动力 学 的 所 有 结果 都 照搬 到 我 们 正在 研究 的 磁 流 体 
动力 学 中 来 . 特别 是 , 将 一 维 行 波 精确 解 的 公式 ( 歼 曼 解 简单 波 , 参见 本 
教程 第 六 卷 8101) 搬 过 来 , 不 过 其 中 声速 的 角色 将 由 











扮演 , 这 与 公式 (69.13) 一 致 . 
习 题 

试 确定 不 可 压缩 流体 中 阿尔 文 波 的 吸收 系数 (假定 这 个 系数 很 小 ). 

解 : 波 的 吸收 系数 定义 为 有 
@ 
20 
其 中 @ 为 单位 时 间 内 在 单位 体积 中 所 耗 散 能 量 的 (时 间 ) 平均 值 , 而 可 为 波 
的 平均 能 流 密 度 ; 波 的 振幅 随 波 的 传播 与 e-77 成 比例 地 减 小 , 耗 散 @ 由 方 
程 (66.3) 的 右 端 给 出 ; 在 不 可 压缩 流体 中 , 对 于 沿 x 轴 传 播 的 波 (与 此 相应 


vs 二 0), 我 们 有 
PE Lh NN 
一 7 Ox 16n20 \ oz / 


在 能 流 密度 (66.5) 中 , 我 们 略 去 很 小 的 耗 散 项 , 得 到 


三 


1 
dz 三 一 一 万 -Pu 
4 
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利用 公式 (69.6) 和 (69.11), 我 们 得 到 最 后 结果 


ww2 7 2 
了 一 2 p 4roc/ 


870 间断 面 上 的 条 件 


如 同 在 普通 流体 中 一 样 , 理想 磁 流 体 动力 学 介质 的 运动 方程 也 允许 间断 
流 . 为 了 对 在 间断 面 上 必须 满足 的 条 件 作 出 解释 ,我 们 来 研究 间断 面 上 的 任 一 
面 元 并 采用 与 该 面 元 一 起 运动 的 坐标 系 @. 

首先 , 在 间断 面 上 物质 流 必须 是 连续 的 : 从 间断 面 的 一 侧 流入 的 流体 量 
必须 等 于 从 男 一 侧 流 出 的 流体 量 . 这 意味 着 


DO1V1m = Pp2V2n,) 


其 中 下 标 “1” 和 和 “2” 分别 表示 间断 面 的 两 侧 , 而 下 标 “mn” 则 表示 矢量 垂直 于 
间断 面 的 分 量 . 下 面 我 们 将 用 化 括号 来 表示 间断 面 两 侧 某 一 物理 量 取 值 之 差 . 
因此 

{pvn} = 0. 


其 次 能 流 必须 连续 . 使 用 表达 式 (65.11), 我 们 得 到 
v2 由 2 
{qn} 3 {em (5 让 o) zzbenH 一 Hn(v H)] = 0 


动量 流 也 必须 连续 . 这 个 条 件 意味 着 {lxnn} = 0, 其 中 ix 为 动量 流 密度 张 
量 , n 为 垂直 于 间断 面 的 单位 矢量 . 借助 于 (65.8) 式 , 我 们 得 到 方程 


1 
P 2+—(H?2—H?)»=0 
{ + pvn + si t 2 ; 
i =0 
OUVm Vi 4 nli:? = U, 


其 中 下 标 “tr 表示 矢量 在 间断 面 切 向 的 分 量 . 
最 后 , 磁场 的 法 向 分 量 和 电场 的 切 向 分 量 必须 连续 . 当 介 质 的 电导 率 为 无 
穷 大 时 , 感应 电场 百 = _o x 及 /c. 因此 条 件 {Et} =0 给 出 


{Hnv: — Hivn} = 0. 


@ 这 些 条 件 仪 固定 了 坐标 系 的 垂直 于 间断 面 方向 的 速度 ,其 切 向 速度 还 可 以 再 增 
加 一 个 任意 常 矢量 . 
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以 下 使 用 流体 比 容 V = 1l/po 代 蔡 流体 密度 常常 更 为 方 使 . 我 们 用 了 7 表示 
通过 间断 面 的 质量 流 密度 : 





J (70.1) 
考虑 到 7 和 Hi 的 连续 性 后 , 余下 的 边界 条 件 可 以 写 为 以 下 形式 : 
;2V2 2 VH? 万， 
je+ 7 + 二 (70.2) 
{P}+72{7} 十 (8 = 0， (70.3) 
Hn 
j{v} = 7 {Hy), (70.4) 
Hn{vi} = j{V Hi}. (70.5) 


这 就 是 描写 磁 流体 动力 学 中 的 间断 的 基本 方程 组 . 
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大 家 知道 , 在 普通 流体 动力 学 中 可 以 有 两 类 不 同 的 间断 激 波 与 切 向 
间断 . 这 两 类 间断 的 产生 在 数学 上 与 某 些 边 界 条 件 可 以 表示 为 两 个 因子 的 乘 
积 等 于 零 有 关 ; 令 每 一 个 因子 分 别 等 于 零 , 我 们 就 得 到 两 个 独立 解 . 

在 磁 流 体 动力 学 中 , 方程 (70.2) 一 (70.5) 没有 这 样 的 形式 , 根据 这 点 似乎 
可 以 认为 , 这 里 只 有 包括 所 有 特殊 情况 的 唯一 的 一 类 间断 . 但 实际 情况 是 , 这 
里 存在 着 不 同类 型 的 间断 , 其 中 的 一 类 间断 并 不 是 男 一 类 间断 的 特例 (F. 起 
夫 曼 , E. 特 勒 , 1950). 

我 们 首先 来 研究 7 =0 的 那些 间断 . 这 意味 着 win = v2n = 0, 亦 即 流体 平 
行 于 间断 面 运动 . 如 果 此 时 五 ;, 关 0, 则 从 方程 (70.2) 一 (70.5) 可 以 看 出 , 速度 、 
压强 和 磁场 必须 是 连续 的 . 密度 (同样 还 有 人 、 温 度 等 ) 可 以 经 受 任意 的 跃 变 . 
这 类 间断 被 称 作 接 触 间 断 , 它 是 具有 不 同 密度 和 温度 的 两 种 静止 介质 之 间 的 
分 界面 . 

如 果 在 7= 0 时 也 有 到, = 0, 则 (70.2) 一 (70.5) 四 个 方程 中 立即 有 三 个 恒 
成 立 ; 由 此 已 经 清楚 这 是 一 个 特殊 情况 . 因此 , 我 们 找到 一 类 间断 , 像 在 普通 流 
体 动 力学 中 一 样 可 以 叫 作 切 向 间断 . 在 这 类 间断 上 速度 和 磁场 与 间断 面相 切 
并 在 大 小 和 方向 上 经 受 任意 跃 变 : 

j=0, Hn=0, {vi} #0 {Hi}#0. (71.1) 
密度 的 跃 变 也 是 任意 的 , 不 过 压强 的 跃 变 与 Hi 的 跃 变 通过 方程 (70.3) 


{V} #0, {P+ 和 于} =0 (71.2) 
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相 联 系 . 其 他 热力 学 量 ( 和 、 温 度 等 ) 的 路 变 借助 流体 状态 方程 由 VV 和 P 的 路 
变 决 定 . 

另外 一 类 间断 是 密度 不 经 受 路 变 的 间断 , 鉴于 物质 流 7 = vn/V 的 连续 
性 , 由 不 存在 密度 跃 变 可 立即 推出 速度 的 法 向 分 量 也 是 连续 的 : 


j#0 {V}=0, {vn}=0. (71.3) 


其 次 , 在 方程 (70.5) 右 端 将 V 从 花 括 号 中 提出 , 并 令 方 程 (70.5) 和 (70.4) 相互 
逐 项 相 除 , 我 们 得 到 
7 二 (71.4) 





此 后 方程 (70.4) 或 (70.5) 给 出 


{v:} = Ve (71.5) 


在 方程 (70.2) 中 , 我 们 把 w 写 为 w =e 二 PV; 考虑 到 V 的 连续 性 , 按照 (71.4) 
式 代 换 瓦 , 并 重新 组 合式 中 各 项 , 我 们 将 这 个 方程 改写 为 


2 
. Ue 疏 二 


由 于 等 式 (70.3), 上 式 中 的 第 二 项 等 于 零 , 而 第 三 项 由 于 (71.5) 式 也 为 零 , 结 
剩 下 {s} = 0, 亦 即 除 密度 连续 外 , 内 能 也 是 连续 的 . 但 是 , 一 旦 s 和 TY 这 两 
个 量 给 定 后 , 所 有 的 其 他 热力 学 量 也 就 单 值 确定 了 . 所 以 ,所 有 的 其 他 热力 学 
量 都 是 连续 的 , 包括 压强 在 内 . 此 时 由 方程 (70.3) 得 出 平方 项 H? 也 是 连续 的 ， 
即 矢量 FH; 的 绝对 值 是 连续 的 : 
{P}=0, {Hi}=0. (71.6) 

Hi 和 HH;, 同时 连续 表明 , 矢量 五 的 总 绝对 值 以 及 它 与 间断 面 法 线 所 形成 的 
角度 也 是 不 变 的 . 

公式 (71.3) 一 (71.6) 确定 了 所 研究 间断 的 一 切 性 质 . 在 这 些 间断 上 , 流体 


的 热力 学 量 连续 , 而 磁场 绕 间 断面 法 线 方向 旋转 , 保持 其 大 小 不 变 . 根据 (71.5) 
式 , 速度 的 切 向 分 量 与 矢量 有 Hi 一 起 经 受 跃 变 , 而 法 向 分 量 v= jV 连续 并 且 


有 
/ TY 五 
n 一 太志 一 一 一 站 的 
4r V4np WE 


这 一 类 型 的 间断 称 作 旋转 间断 或 阿尔 文 间断 . 
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我 们 注意 到 , 通过 相应 的 坐标 系 选择 , 总 可 以 做 到 在 旋转 间断 面 两 侧 流体 
的 速度 平行 于 磁场 . 为 此 转换 到 相对 于 初始 坐标 系 以 等 于 


V V 
D1t tiV 27 = V2t H2ty 让 


的 速度 运动 的 新 坐标 系 即 可 ( 见 870 第 一 个 脚注 ). 在 这 个 新 坐标 系 里 , 间断 两 
侧 的 wv 的 三 个 分 量 与 五 的 相应 分 量 的 比例 是 一 样 的 : 


/IV ER 
v1= Hi pt 二 五 > je (71.8) 


换 句 话说 , 速度 与 磁场 一 起 旋转 , 保持 其 大 小 及 与 间断 面 法 线形 成 的 角 不 变 . 

取 相 反 符 号 的 速度 v 同时 是 间断 相对 于 流体 的 传播 速度 . 它 与 阿尔 文 
波 的 相 速 度 (wa) 一 致 . 对 任何 旋转 间断 都 出 现 这 种 速度 相同 的 事实 , 在 现 有 
认识 的 程度 上 还 是 偶然 的 , 但 在 间断 面 上 的 量 仅 有 小 跃 变 时 却 是 必然 的 . 实 
际 上 , 这 样 的 间断 本 身 就 是 弱 扰 动 , 其 中 速度 v 和 磁场 五 得 到 了 垂直 于 过 五 
和 间断 面 法 线 n 的 平面 的 小 增 量 . 这 一 扰动 正好 属于 具有 相 速 度 vA 的 那 种 
类 型 . 小 扰动 峰 面 传播 的 物理 速度 是 群 速度 在 其 法 线 上 的 投影 , 亦 即 在 波 矢 
方向 的 投影 . 但 由 于 w 与 & 之 间 的 线性 关系 , 我 们 有 





所 以 上 述 投 影 与 相 速 度 w/k = wa 一 致 . 

尽管 切 向 间断 和 旋转 间断 是 不 同类 型 的 间断 , 但 存在 这 样 的 间断 , 它们 同 
时 具有 两 种 类 型 间断 的 性 质 . 在 这 些 间 断面 上 w 和 五 都 是 切 向 的 , 二 者 只 
动 而 不 改变 大 小 . 

我 们 知道 ,普通 流体 动力 学 中 切 向 间断 对 于 无 穷 小 扰动 是 不 稳定 的 ,这 些 
小 扰动 导致 它们 很 快 被 汇 人 满 流 区 . 磁场 会 对 导电 流体 的 运动 表现 出 致 稳 的 
影响 , 因此 在 导电 流体 中 切 向 间断 可 以 是 稳定 的 . 这 种 情况 是 以 下 事实 的 自 
然后 果 : 扰动 时 流体 的 横向 位 移 (相对 于 磁场 方向 ) 与 “冻结 ” 磁力 线 的 拉 伸 有 
关 , 从 而 引起 了 趋 于 恢复 未 扰动 运动 的 力 的 产生 

下 面 来 解释 不 可 压缩 流体 中 切 向 间断 的 稳定 性 条 件 (C. IH. 瑟 罗 瓦 茨 基 ， 
1953). 我 们 写 出 


v=v12+Y, P=P2+P', H= H+H, 


其 中 v1,2, PP 2, Hi1,z 分 别 为 间断 面 每 一 侧 的 恒定 未 扰动 量 的 值 , 而 v', P', HH' 为 
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这 些 量 的 小 扰动 值 . 代入 方程 (66.7) 一 (66.9) 后 , 对 于 理想 流体 我 们 得 到 : 


divu =0,， divv’ = 0, (71.9) 
/ 
We (wT) (ov) (71.10) 
Ov 1 
(Vv.V)v =—-VP—uxrotwu 
Br + (VY) . 


业 
Ed (71.11) 


为 简洁 起 见 , 这 里 和 以 下 我 们 略 去 下 标 1, 2 并 引进 符号 w= 及 /V47p. 对 方程 
(71.11) 作 散 度 运算 并 考虑 到 (71.9), 我 们 得 到 


A(P'+pu:uw) = 0. (71.12) 


令 zZ=0 为 间断 平面 , 矢量 wv 与 % 与 该 平面 平行 . 在 zx>0 和 xz<0 的 每 一 
个 半空 间 内 , 我 们 来 寻求 v',w 和 等 量 的 正比 于 exp{i(k .7 一 wt) 十 xz} 的 解 ， 
其 中 为 yz 平面 上 的 二 维 矢 量 . 由 方程 (71.12) 求 得 和 2 = 和 ,因此 在 z<0 一 
侧 应 当 使 x =, 而 在 x > 0 一 侧 应 使 x = 一 k. 其 次 , 从 方程 (71.10) 一 (71.11) 
的 z 分 量 中 消去 v 并 求 得 





wa ml k.v)?— (kw)’] (71.13) 


己 ' 十 pu WU/ = 
(我 们 对 方 括号 中 的 表达 式 等 于 零 的 情况 不 感 兴 趣 , 因为 此 时 w 为 实数 , 而 不 
稳定 性 仅 与 w 为 复数 的 情况 有 关 ). 
令 LC(z,y,z) 为 扰动 时 间断 面 沿 x 轴 的 位 移 , 在 位 移 后 的 间断 面 上 必须 满 
足 条 件 (71.1) 一 (71.2): 


{PEP 十 ou+a ~ {P+pu-:u’}=0, 
Un + Win T Viz — (U1 V)C = 0, 
Uzn t+ Us Tugs 一 (2 V)C=0 
(在 此 情况 下 无 流体 质量 流通 过 间断 面 的 条 件 自动 满足 ). 令 


C = const .et(er 一 


并 从 上 面 写 出 的 三 个 方程 中 消去 4, wi;, wsz, 我 们 得 到 确定 可 能 的 w 值 的 方 
程 : 


(wk.v) + kv) = (kw) + (k.w). 
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如 果 
2(K .ui)2 十 2(R .ua)2 一 (Ru)2 >0 
或 
[2u1iuig 十 2ua2iu2k — Vivk] kike > 0， 
(其 中 v= vw 一 vi 为 速度 在 间断 面 的 跃 变 ), 则 确定 w 的 二 次 方程 没有 复数 解 . 


如 果 方 括号 内 的 二 秩 张 量 的 迹 和 行列 式 为 正 , 则 上 面 的 二 次 型 是 正定 的 . 
由 此 可 得 到 所 求 的 稳定 性 条 件 包 


十 万 2 > 2rpov2， (Hi x Ho)* >2rp[( Bi x v) +(H2 xv)]. (71.14) 





但 是 , 由 于 在 流体 中 实际 上 存在 很 小 但 仍 是 有 限 的 黏 性 和 电阻 , 即使 条 件 
(71.14) 得 以 满足 , 切 向 间断 也 不 可 能 在 无 限 长 时 间 内 始终 保持 下 去 . 尽管 此 
时 没有 发 生 滑 流 , 但 一 个 逐渐 扩张 的 过 渡 区 将 代替 陡峭 的 间断 ,在 这 个 过 渡 区 
内 速度 和 磁场 平缓 地 由 一 个 取 值 改变 到 男 一 个 取 值 . 

i ts isd 
实 . 选 收 间断 面 的 法 向 为 zx 轴 . 假设 所 有 的 物理 量 只 依赖 于 坐标 x (也 可 能 
依赖 于 时 间 ), 写 出 这 些 方程 的 横向 分 量 : 


oH c2 OOH: Ov O2vr 

Bio’ HH "or 
(我 们 假定 流体 是 不 可 压缩 的 ). 如 果 设 运动 为 定常 运动 , 则 这 些 方程 的 左 端 换 
为 零 . 不 过 那 时 在 z 一 十 co 时 有 限 的 唯一 解 是 Hi = const, vt = const, 与 这 些 
量 取 值 存在 路 变 的 假设 相 了 矛盾. 因此 , 切 向 间断 不 可 能 ( 像 弱 激 波 那样 ) 具有 
恒定 的 宽度 .方程 (71.15) 具有 热传导 方程 的 形式 . 由 热传导 理论 可 知 , 这 一 方 
程 所 描写 的 物理 量 的 间断 随 着 时 间 的 流逝 将 扩展 到 过 渡 区 , 过 渡 区 的 宽度 以 
正比 于 时 间 平 方 根 的 方式 增加 . 鉴于 (71.15) 中 两 个 方程 的 系数 的 差别 , 速度 
和 磁场 变化 区 域 的 宽度 5 和 6 将 会 不 同 : 





(71.15) 


bu ~ (vt)!/2, 6 过 
YY 5 H~ (71.16) 


至 于 旋转 间断 , 它们 在 任何 磁场 取 值 下 相对 于 盛 限 小 扰动 都 是 稳定 的 ( 瑟 

罗 瓦 茨 基 , 1953). 但 是 , 如 同 切 向 间断 一 样 , 他 们 也 不 可 能 具有 恒定 的 宽度 , 并 
且 在 介质 黏 性 和 电阻 的 影响 下 随时 间 扩 展 (见习 题 ). 

@ 如 果 间 断面 两 侧 的 不 可 压缩 流体 的 密度 不 同 , 则 在 这 些 条 件 里 的 p 应 换 作 


2p1p2/(p1 + p2) 
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习 题 


试 求 旋转 间断 随时 间 扩 展 的 规律 . 

解 : 假定 所 有 的 物理 量 都 只 依赖 于 z 坐标 (和 时 间 ), 从 方程 divuw = 0 和 
div 刀 = 0 求 得 vs = const, Hs = const. 令 坐 标 系 选择 得 使 间断 面 两 侧 ( 亦 即 
远离 过 渡 区 ) 的 wv 和 万 取 值 以 关系 式 (71.8) 相互 联系 ; 此 时 vz 二 Uz (采用 方 
程 (71.9) 一 (71.11) 中 同样 的 符号 wu) 从 (66.8) 一 (66.9) 式 , 对 于 横向 分 量 ut 
和 vi 我 们 有 方程 





(1) 





因为 在 zz= 士 co 时 , 由 于 关系 式 (71.8), 差 值 vt 一 wi 趋 于 堆 , 故而 它 在 过 渡 层 
内 与 和 值 vi 十 Ut 相 比 是 小 量 . 把 方程 (1) 中 的 两 个 式 子 相 加 , 我 们 因此 可 以 
略 去 带 vi 一 ut 的 项 并 得 到 


0 1/e O02 
(vt 二 wt) 一 5 ( 专 + (ut 十 Wi). 


由 此 可 见 间 断 的 宽度 按 以 下 规律 变化 : 
js | (a 
872 激 波 
我 们 现在 转 到 以 下 类 型 的 间断 , 其 中 


j#0, {V}A0. (72;1) 


同 在 普通 流体 动力 学 中 一 样 , 这 类 间断 称 为 激 波 . 激 波 的 特征 是 存在 密度 跃 变 
和 流体 通过 间断 面 (un 和 wns 不 等 于 零 ). 磁场 的 法 向 分 量 一 般 不 等 于 零 , 但 
在 特殊 情况 下 也 可 能 有 HH,, = 0. 

比较 方程 (70.4) 和 (70.5), 我 们 看 到 , 在 豆 , 关 0 时 , 矢量 Hio 一 Hel 和 
V2Hiz 一 ViHii 平行 于 同一 个 矢量 wa 一 va, 因此 它们 互相 平行 . 由 此 同样 地 
得 出 Hil 和 Hiz 共 线 , 亦 即 Hn, Ht 和 间断 面 的 法 线 处 于 同一 平面 上 , 这 与 
切 向 间断 及 阿尔 文 间 断 不 同 , 在 后 两 种 间断 中 一 般 说 来 Hi,n 平面 和 五 2,m 
平面 并 不 相同 . 这 一 结果 在 及 = 0 的 情况 下 也 正确 , 此 时 由 (70.5) 式 中 得 出 
ViHa = Hiz (我 们 将 在 本 节 的 最 后 对 此 进行 更 为 详细 的 研究 ). 


872 激 波 . 305 ， 





牙 变 Vt2 — Vt1 与 Hi, H; 处 于 同一 平面 . 不 失 普 遍 性 ， 可 以 认为 V1 和 v2 
也 在 同一 平面 上 , 因此 激 波 中 的 运动 本 质 上 就 是 平面 运动 . 况且 容易 看 出 , 通 
过 相应 的 坐标 变换 (在 万 ;, 关 0 时 ) 可 以 确保 在 间断 面 两 侧 矢量 w 和 玉 都 共 
线 . 为 此 必须 转换 到 相对 于 初始 坐标 系 以 速度 

Vt 一 7 一人 一 于 

运动 的 新 坐标 系 中 去 (鉴于 边界 条 件 (70.5), 上 式 两 端的 物理 量 的 取 值 在 间 
断面 两 侧 是 一 样 的 ). 不 过 在 以 下 的 公式 中 , 我 们 并 不 假设 这 一 特殊 的 坐标 系 
选取 . 

我 们 引进 在 磁 流 体 动 力学 激 波 中 起 通常 流体 动力 学 的 于 戈 尼 奥 绝热 线 作 
用 的 关系 式 . 从 (70.4), (70.5) 两 个 方程 式 中 消去 {v4}, 我 们 得 到 关系 式 


H: 


PVE) = 各 (ji (122) 


我 们 这 里 用 Hi 替代 Hi, 已 经 考虑 到 Hi 和 Hiz 的 共 线 性 @. 为 要 从 方程 
(70.2) 消去 vi, 我 们 将 这 个 方程 恒 等 地 改写 为 以 下 形式 : 


j2 1 万 
{w} 十 pu 一 7 ( 和 下 孔 ) | 十 
1 
{VAH?} - ga {HE?} =0; 
其 中 第 三 项 由 于 方程 (70.4) 变 为 零 , 从 而 方程 中 不 再 有 ve. 利用 方程 (72.2)， 
将 六 代入 最 后 一 项 , 利用 (70.3), 将 六 代入 第 二 项 , 也 即 是 


亲民 PB -P+(Hg— HA)/Sn 


72. 
习 二 记 (72.3) 





经 简单 计算 , 最 后 得 到 
1 
(sa 一 si1) 十 3B 十 已 )( 公 一 卫 ) 十 Text — Vi)(Hiz 一 Hau)? =0. (72.4) 


这 便 是 所 要 求 的 磁 流 体 动力 学 中 激 波 绝热 线 方程 . 它 与 通常 流体 动力 学 的 差 
别 表 现在 第 三 项 上 . 
我 们 这 里 还 要 再 次 写 出 方程 (70.4) : 
Hn, 
Anj 
@ 但 是 , 此 时 Hs 和 Hz 既 可 以 指向 同一 方向 也 可 以 指向 相反 方向 . 正 是 在 这 个 
意义 上 , El 和 Hiz 可 以 有 相同 的 正 负 号 或 者 不 同 的 正 负 号 . 只 是 在 今后 (873) 从 另外 
的 考虑 出 发 ,我 们 才 得 知 这 些 正 负 号 必须 相同 . 


Vt2 一 Vil = (Hi — Hui), (72.5) 
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它 确定 以 Hi 的 跃 变 表 示 的 vi 的 跃 变 . 方程 (72.2) 一 (72.5) 构成 描写 激 波 的 完 
备 方程 组 . 以 下 我 们 约定 用 下 标 1 表示 激 波 传播 所 指向 的 介质 ; 换 句 话说 , 流 
体 本 身 从 激 波 之 前 的 1 侧 通过 激 波 到 它 之 后 的 2 侧 . 此 外 我 们 也 要 记 住 , 我 们 
约定 使 用 这 样 的 坐标 系 , 在 其 中 给 定 间 断面 面 元 静止 不 动 , 而 流体 穿 过 面 元 . 

在 普通 的 流体 力学 中 , 曾 普 伦 定理 成 立 (参见 本 教程 第 六 卷 887). 根据 该 
定理 , 激 波 中 的 密度 和 压强 增加 : 


PbP> 万 ， p2 > pi1; (72.6) 
换 句 话说 , 激 波 是 压缩 波 . 此 时 假设 
省 
(起 ) > 0 (72.7) 
尽管 这 个 不 等 式 不 是 热力 学 不 等 式 ,但 实际 上 它 总 是 得 到 满足 . 曾 普 伦 定 理 是 
和 增 加 定律 的 结果 . 
容易 看 出 在 磁 流 体 动力 学 中 对 于 弱 激 波 , 仅 在 一 个 (72.7) 条 件 下 , 曾 普 伦 


定理 依然 正确 . 在 弱 激 波 中 , 所 有 物理 量 的 跃 变 都 是 小 量 . 将 方程 (72.4) 按压 
强 和 精 的 跃 变 的 震级 数 展 开 , 我 们 得 到 





1 7 832 区 
re -= 二 (让 (已 PP) 
1 oV 
167 ( 竺 ) (B — PRP)(Hw — Hi)’; (72.8) 


其 中 第 一 项 与 普通 流体 力学 对 应 (参见 本 教程 第 六 卷 886). 因为 根据 热力 学 
不 等 式 之 一 有 一 (9V/9P)。 > 0, 故 根据 ss 一 sl > 0 的 要 求 , 由 (72.8) 式 得 出 不 
等 式 户 > 已 以 及 相应 的 V2 < i. 

如 果 除 了 (72.7) 之 外 , 热膨胀 系数 也 是 正 的 , (9V/6T)p > 0, 则 磁 流 体 动 
力学 中 的 曾 普 伦 定理 可 像 在 普通 流体 动力 学 中 那样 加 以 证 明 , 不 需要 所 有 物 
理 量 的 跃 变 是 小 量 的 假设 (P. B. 波 洛 温 , I. H. 柳 巴 尔 斯 基 , 1958; C. B. 约 当 
斯 基 , 1958). 

令 已 , WV 为 气体 的 给 定 初 态 , 并 令 s 为 无 磁场 情况 下 给 定 人 W 值 时 的 末 
态 炉 . 把 磁场 存在 时 取 同 样 ,Vi, VW 秆 的 末 态 记 为 s 弛 ) 在 普通 流体 动力 
学 中 , 由 仿 > 到 得 出 s%) < s1, 这 表明 不 可 能 有 稀 朴 波 . 我 们 将 要 证 明 , 在 上 
述 条 件 下 sy < s 刀 ,当然 更 有 s4? < s1; 从 而 证 明 在 磁 流体 动力 学 中 也 不 可 
能 有 稀 蚊 波 . 

在 Ww 取 常数 条 件 下 将 方程 (72.4) 对 到 取 微 商 . 利用 等 式 (9e/9P)v = 
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T(6s/9P)v, 我 们 得 到 


ss 多) 1 60 
. ( 敬 TO (器 ) Re (72.9) 
其 中 使 用 了 记号 
Q= (WV(Ha - Hi). 
由 于 热力 学 关系 式 





二), -到 (小 ),。， (站),--( 磷 ), (二) 
Os jy Co \OTy wy \OT hy oOV jr \oT)p. 
(72.9) 式 的 第 一 项 与 (9V/9T)p 的 正 负 号 相同 , 且 按 假定 为 正 ， 因 此 , 如果 
人 > 太 , 则 (868/6 忆 )v。 < 0. 磁场 的 存在 导致 @ 增加 (无 磁场 时 , Q = 0, 有 磁场 
时 QQ > 0), 并 因此 引起 在 给 定 WW 情况 下 已 减 小 . 因为 按照 假设 (0s/9P)v > 0， 
故 由 此 也 得 出 所 要 证 明 的 sy) < s). 

最 后 , 我 们 来 研究 在 本 节 开 头 已 经 提 到 的 间断 面 两 侧 的 磁场 均 位 于 与 其 
相 切 的 H, = 0 的 平面 上 (垂直 激 波 ) 的 情况 . 在 这 种 情况 下 , 由 (72.5) 式 我 们 
有 wz = vt, 亦 即 速 度 的 切 向 分 量 依然 是 连续 的 . 所 以 , 通过 相应 的 坐标 系 选 
择 永 远 可 以 做 到 使 间断 面 两 侧 w = 0, 也 就 是 气体 垂直 于 间断 面 运动 ; 我 们 将 
假定 这 已 经 做 到 . 由 方程 (72.2), 我 们 有 


V2H2 = ViHi. 


注意 到 这 个 关系 式 , 容易 确认 方程 (72.3)，(72.4) 可 以 写 为 以 下 形式 : 





j= J 
全 一 他 
下 
etto(B +P)W -WA) =0, 


这 种 形式 的 方程 与 无 磁场 时 通常 的 激 波 方程 的 区 别 仅 在 于 状态 方程 的 改 谈 ; 
应 当 用 方程 P* = P*(V,s) 取代 真正 的 状态 方程 已 = P(V, s), 其 中 

D2 
十 Fe EH 
而 字母 代表 恒定 乘积 HV. 与 此 相应 , e* 必须 这 样 来 确定 , 以 使 得 热力 学 关 
系 式 (6e*/6V), = -P* 得 以 满足 , 由 此 


天 
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373 激 波 的 可 演化 性 条 件 


流体 动力 学 间断 可 以 真实 地 存在 的 条 件 是 : 它 相 对 于 分 解 为 两 个 或 多 个 
间断 必须 是 稳定 的 . 也 可 以 把 这 个 条 件 另 外 表述 为 : 对 初始 状态 的 任何 无 限 小 
扰动 仅 导致 间断 的 无 限 小 改变 , 满足 这 个 要 求 的 间断 叫 作 可 演化 间断 . 我 们 
在 此 强调 , 可 演化 性 与 稳定 性 这 个 词 的 通常 意义 完全 不 相同 . 通常 的 不 稳定 性 
指 的 是 初始 小 扰动 的 逐渐 增长 , 导致 原 有 运动 方式 的 最 终 破坏 ; 但 是 , 即使 扰 
动 在 指数 增长 ( 即 eYt,y > 0), 在 足够 短 的 时 间 间 隔 内 (t < 1/Y), 它 仍 是 很 小 
的 . 在 非 演化 性 间断 中 , 扰动 立即 变 大 (尽管 当 t 很 小 时 它 仅 占据 很 小 的 空间 
区 域 ). 图 41 描述 了 这 一 情况 , 其 中 密度 p(z) 的 一 个 跃 变 分 裂 成 相继 的 两 个 路 
变 ; 扰动 5p 并 不 小 , 虽然 在 二 很 小 时 (两 个 间断 尚未 显著 分 开 时 ) 它 只 占 了 很 
小 的 区 间 8z. 

可 以 通过 统计 两 个 数目 的 办 法 来 获得 可 演化 性 准则 ,一 个 是 决定 间断 的 
任意 初始 (t = 0) 小 扰动 所 需 独立 参量 的 数目 , 男 一 个 是 这 些 参量 必须 满足 的 
方程 (间断 上 的 线性 化 边界 条 件 ) 的 数目 . 如 果 两 个 数目 是 一 样 的 , 则 间断 是 
可 演化 的 ; 此 时 边界 条 件 单 值 地 确定 扰动 后 来 的 发 展 , 对 于 小 的 上 > 0, 扰动 依 
然 是 小 的 名 ,如 果 方 程 数目 大 于 或 小 于 独立 参量 数 日 , 则 关于 间断 的 小 扰动 
问题 完全 无 解 或 者 有 无 穷 多 个 解 . 这 二 者 都 是 不 可 能 的 , 这 种 情况 表明 初始 假 
设 (t 小 时 的 扰动 也 小 ) 的 不 合理 性 ; 间断 是 非 演化 性 的 . 





— Pp(7) — Pl7) 


0 
50 


图 41 


在 普通 的 流体 动力 学 中 , 与 箭 增加 条 件 相 比 , 激 波 的 可 演化 性 要 求 不 导 
致 任何 附加 限制 : 曾 普 伦 定 理 允 许 的 激 波 自 动 是 可 演化 的 (参见 本 教程 第 六 
卷 888). 在 磁 流 体 动力 学 中 情况 并 非 如 此 , 可 演化 性 要 求 对 激 波 中 物理 量变 
化 的 特征 有 新 的 重要 限制 (A. H. 阿 希 泽 尔 , 工 . HI. 柳 巴 尔 斯 基 , P. B. 波 洛 温 ， 
1958). © 

@ 此 时 波 既 可 以 是 不 稳定 的 (如 果 在 方程 本 征 频 率 中 有 带 正 虚 部 的 复数 ), 也 可 以 
是 稳定 的 (如 果 不 存在 那样 的 频率 ). 

@ 至 于 其 他 磁 流 体 动力 学 间断 (接触 间断 、 切 向 间断 、 阿 尔 文 间断 ), 它们 永远 是 
可 演化 的 . 
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实际 解释 磁 流 体 动力 学 激 波 的 演化 性 条 件 之 前 , 我 们 首先 来 计算 间断 面 
上 的 任意 小 扰动 必须 满足 的 方程 的 数目 . 我 们 将 把 激 波 想象 为 平面 的 并 选择 
其 平面 为 yz 平面 . 将 z 轴 的 正 向 选 为 气体 穿 过 间断 面 运动 的 方向 . 令 间 断 两 
侧 未 扰动 场 Hi, 五 。 和 未 扰动 气体 速度 wi,v2 都 在 zy 面 上 . 

间断 面 两 人 出 有 七 个 量 受 到 扰动 : 流体 的 三 个 速度 分 量 (vj,v,vs), 磁场 的 
两 个 分 量 (可, 也), 密度 p = 1/V 和 炉 s. 余下 的 热力 学 量 (Pw) 的 扰动 取决 
于 p 和 5s 的 扰动 . 由 于 方程 div 五 = 90Hj/0x = 0, 磁场 纵向 分 量 Hj 沿 zx 轴 为 
常量 并 不 受 扰动 . 除 此 之 外 , 激 波 本 身 的 传播 速度 也 受到 扰动 , 亦 即 相对 于 所 
选 坐标 系 (间断 面 在 其 中 静止 ) 传播 速度 中 出 现 了 一 个 小 速度 (我 们 将 它 记 为 
6U). 但 是 , 这 个 速度 可 以 立即 由 穿 过 间断 面 的 质量 流 密度 连续 条 件 通过 扰动 
p 和 wz 表示 出 来 . 实际 上 , 气体 相对 于 间断 面 的 速度 为 


vzo + 9uz — OU, 


其 中 vzo 为 未 扰动 速度 , 5v; 为 速度 扰动 ; 同样 写 出 p = po + 5p, 将 边界 条 件 
{站 ==0 线性 化 并 在 此 之 后 去 掉 未 扰动 量 的 下 标 0, 我 们 得 到 


{07} = {pve} + {v6p} — 8U{p} = 0, 


由 此 确定 5U. 
动量 流 分 量 I 和 电场 分 量 马 , ( 亦 即 方程 (70. 3 一 (70.9 的 z 分 量 ) 的 

连续 性 边 条 件 的 线性 化 给 出 两 个 方程 

1 


C2 三 A =0, {Hz8v; — vsdHs}=0 


( 记 住 未 扰动 量 v= 0, 及 = 0). 这 些 方程 中 只 含有 两 个 量 的 扰动 : 





5vs, 8H,. (73. 1) 


能 流 gz、 动量 流 11sz, 11yz 分 量 以 及 电场 的 Bs ( 亦 即 方程 (70. 2 六 (70. 3) 以 及 
方程 (70 4) 和 (70.5) 的 y 分量) 等 量 的 连续 性 边界 条 件 给 出 四 个 线性 方程 , 其 
中 包括 的 扰动 量 为 
Svz, Svy, SH,, 90， 6s; (73.2) 
我 们 就 不 在 此 写 出 这 些 方 程 了 . 
现在 我 们 来 计算 确定 激 波 扰动 的 参量 数目 . 以 e 这 方式 依赖 于 时 间 的 扰 
动 以 三 种 形式 的 磁 流 体力 学 波 (阿尔 文 波 、 快 磁 声 波 与 慢 磁 声波 ) 以 及 焙 波 的 
形式 在 间断 面 两 侧 传 播 ; 其 中 最 后 一 种 波 代 表 了 焙 的 小 扰动 由 于 气流 的 绝热 
性 与 气体 一 起 以 气体 速度 的 转移 . 此 时 所 有 这 些 波 当 然 必须 是 出 射 波 一 一 从 
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间断 面向 左 或 向 右 传播 . 在 每 一 个 波 中 所 有 量 的 改变 都 以 确定 的 关系 (如 在 
$69 中 所 证 明 的 ) 相互 联系 ; 所 以 每 一 个 波 只 皮 决 于 一 个 参量 一 一 任 一 个 量 的 
振幅 . 

人 磁 声 波 和 烂 波 转移 (73.2) 式 所 列 出 的 扰动 , 而 阿尔 文 波 则 转移 (73. 1) 式 
所 列 出 的 扰动 . 由 于 这 两 组 扰动 的 方程 是 相互 分 开 的 , 故 每 一 组 扰动 演化 性 条 
件 必须 分 别 得 到 满足 ( 瑟 洛 瓦 获 基 , 1958); 这 种 情况 进一步 加 强 了 所 要 产生 的 
限制 ， 

我 们 先 米 研究 相对 于 阿尔 文 扰动 的 演化 性 条 件 . 这 个 条 件 要 求 出 射 波 的 
数目 等 于 方程 数 2. 阿尔 文 波 相对 于 间断 面 的 相 速度 可 以 等 于 


Uzl 土 UAl， Vz2 土 UA2， 


其 中 wa 为 波 相 对 于 气体 的 相 速 度 (69.6). 按照 z 轴 方 向 选择 的 约定 , 气体 的 
速度 vz1,vz2 > 0. 在 间断 面前 的 1 区 , 如 果 波 相对 于 间断 面 的 相 速 度 为 负 , 波 
离开 间断 面 出 射 ; 而 在 间断 面 后 的 2 区 , 只 有 波 的 相 速 度 为 正 , 波 才 离开 间断 
面 出 射 . 具有 速度 vsi 二 wai 的 波 任何 时 候 也 不 会 满足 这 个 条 件 ( 它 永远 是 和 人 
射 波 ), 而 速度 为 ul 一 wai 的 波 当 wzl < uai 时 是 出 射 波 . 类 似 地 , 具有 速度 
vz2 十 UA2 的 波 永远 是 出 射 波 , 而 速度 为 we 一 waz 的 波 当 wz > uaz 时 才 是 出 
射 波 . 内 此 , 相对 于 阿尔 文 波 存在 两 个 演化 区 : 


1) VUzl > UAl, Vzr2 > UA2, 


2) Vzrl < UAl, Vzr2 < UA2. 
这 些 区 域 在 图 42 中 用 竖 直 画 线 标 出 ; 该 图 的 绘制 计 及 了 不 等 式 
Us < WA < ur (73.3) 


相对 于 磁 声 扰动 和 炳 扰动 的 可 演化 性 条 件 要 求 出 射 波 数 目 等 于 4 个 .与 
气体 一 起 移动 的 出 射 依 波 永 远 存在 ,但 仅 从 2 侧 出 射 . 因此 出 射 磁 声 波 的 数 日 
必须 等 于 3. 与 上 述 对 阿尔 文 波 所 作 的 判断 类 似 的 推论 得 出 , 对 于 我 们 现在 研 
究 的 这 组 扰动 , 存在 图 42 中 用 水 平 划 线 标 出 的 两 个 演化 区 ， 

两 套 划 线 相交 决定 了 相对 于 所 有 扰动 的 两 个 演化 性 区 域 ，(1) 快 激 波 , 对 
于 这 种 波 

Vnl > Ufl, Uf2 > Vn2 > UA2, (73. 4) 

(2) 慢 激 波 , 对 于 这 种 波 

UA1 > Unl > Usl, Us2 > Vn2 (73.5) 


O 我 们 注意 到 , 对 于 两 组 扰动 中 的 每 一 个 , 在 非 演 化 性 区 内 存在 参量 数 或 者 大 于 ， 
或 者 小 于 方程 数 的 情况 . 
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(代替 wz, 我 们 重新 将 气体 速度 的 法 向 分 量 表示 为 ww). 在 弱 波 强 极限 (所 有 量 
的 跃 变 很 小 ) 情况 , 快 激 波 和 慢 激 波 相应 地 以 速度 wrz swf 和 wso 六 usi 传播 
我 们 用 刚 得 到 的 可 演化 性 条 件 来 解释 磁场 在 激 波 中 的 变化 . 从 等 式 (72.2) 


H2 Hi 1 

A 一 4 一 一 二 fw 五 

人 寺 0 } 人 
H? H2 

(和 去 om) Hui = Ce 一 wa) Hi2 (73.6) 

出 发 . 注意 到 有 2/(4np) = 汶 , 可 将 其 男 写 为 以 下 形式 

U21 一 0 U2 — v2 

Hua = ee He. (73.7) 


考虑 到 不 等 式 (73.4), (73.5), 由 (73.7) 可 见 , 激 波 两 侧 的 切 向 磁场 不 仪 共 线 , 而 
且 指 向 同一 方 问 . 
在 间断 面 两 侧 的 慢 激 波 中 
Un < Ha 一 vA 


4r7 Un 


我 们 同样 发 现 , 从 质量 流连 续 有 pivni = p2vn2, 并 由 不 等 式 pl < pa 得 出 
Vnl > Vn2) (73.8) 


我 们 由 (73.6) 式 断定 Hio。< Ha, 亦 即 在 慢 激 波 中 切 向 磁场 减弱 . 而 在 快 激 波 
中 vw > H2/(47j), 并 从 (73.6) 式 得 出 已 2 > Hu, 亦 即 在 快 激 波 中 切 向 磁场 
增强 . 

我 们 注意 到 激 波 的 一 种 特殊 情况 , 在 这 种 激 波 中 间断 面 两 侧 的 磁场 平行 
于 间断 面 的 法 线 . 如 在 872 开头 时 所 述 , 永远 可 以 通过 选择 坐标 系 使 得 间断 面 
两 侧 的 矢量 w 和 及 相互 平行 . 此 时 我 们 所 研究 的 情况 中 将 有 


Hi= Hiw=0, v= v2=0 
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(平行 激 波 ). 对 于 这 种 激 波 , 边界 条 件 一 般 不 包含 磁场 , 也 就 是 说 , 与 普通 流体 
力学 激流 的 边界 条 件 相 同 . 然而 , 磁场 的 存在 导致 在 参量 的 确定 取 值 范围 内 波 
的 可 演化 性 条 件 被 破坏 , 从 而 这 样 的 波 不 再 可 能 存在 (见习 题 1). 

至 于 在 前 一 节 未 尾 研究 过 的 垂直 激 波 , 则 所 有 这 样 的 压缩 波 都 是 可 演化 
的 , 而 且 它们 是 快 波 . 从 本 =0 时 有 wa=w=0 即 可 看 出 它们 是 快 波 . 

研究 过 磁 流 体 动力 学 中 不 同类 型 的 间断 之 后 , 我 们 还 要 详细 谈 一 下 这 些 
类 型 之 间 过 渡 情况 存在 可 能 性 的 问题 , 亦 即 有 无 可 能 存在 这 样 的 间断 , 它们 同 
时 具有 两 种 类 型 间断 的 性 质 . 这 样 的 可 能 性 强烈 地 受到 可 演化 性 条 件 所 提出 
的 要 求 的 限制 . 

首先 , 阿尔 文 间 断 不 可 能 连续 地 过 渡 到 激 波 . 事实 上 , 在 激 波 内 间断 面 的 
法 线 与 间断 面 两 侧 的 磁场 在 一 个 平面 上 . 仅 当 其 中 的 磁场 矢量 五 转 180? 时 ， 
这 样 的 激 波 可 以 与 阿尔 文 间断 重合 . 但 这 样 做 磁场 的 切 向 分 量 要 改变 正 负 号 
然而 在 可 演化 激 波 中 它 不 变 号 . 

快 激 波 和 慢 激 波 之 间 仅 当 Hi = Hiz = 0 才 有 可 能 连续 过 渡 , 因为 在 快 
激 波 中 磁场 五, (如 其 不 为 零 ) 要 增强 , 而 在 慢 激 波 中 如, 要 减弱 ; 换 句 话说 , 仅 
在 平行 的 快 激 波 和 慢 激 波 之 间 才 能 有 连续 过 渡 . 然而 , 这 些 波 的 可 演化 区 仅 在 
ual = Uo1 时 才 会 接触 , 此 时 慢 激 波 消失 (见习 题 1). 因此 可 知 , 不 可 能 有 快 激 
波 和 慢 激 波 之 间 的 连续 过 渡 . 

由 于 不 等 式 (73.4), 快 激 波 不 可 能 连续 地 转 为 切 向 间断 . 

如 此 一 来 , 有 可 能 连续 过 渡 的 只 有 以 切 向 间断 为 一 方 和 以 接触 间断 、 阿 
尔 文 间断 或 慢 激 波 为 男 一 方 之 间 的 过 渡 . 


习 ” 丁 


1. 试 求 出 在 热 容 比 为 cp/cs = 5/3 的 单 原子 理想 (在 热力 学 意义 上 ) 气体 
中 破坏 平行 激 波 可 演化 性 的 v1 的 取 值 范围 . 

解 : 题 中 所 涉 气体 的 烩 由 = 5P/(2p), 且 边 界 条 件 方程 组 (70.1) 一 (70.3) 采 
取 以 下 形式 : 


pivi = p2v2, 已 十 pl 一 肠 十 0202， 


P 已 
v7 十 5 一 = 好 十 5 一 . 
pl p2 


由 此 我 们 求 得 
pA 2 
vo 四 V1 十 3211 





4v1 
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(其 中 wo = (5P/3p)L2 为 通常 的 声速 ) 以 及 : 
wn = /un = | 十 3u0l ， 
v1 
Ve 


4v1 
ufl = max(uo1, VA1), Usl = min(wWo1, uA1), 


Al， 





102 一 


WUf2 = max(uo02, UA2), Us2 = min(wo2, UA2). 
当 wal < ol 时 可 演化 性 条 件 永 远 满足 , 而且 激 波 是 快 激 波 . 图 43 中 绘 
出 下 这 种 情况 下 v2 (v1) ( 粗 实 线 ) 和 UA2 (V1), Urz (v1) 一 Uo2 (v1) 的 函数 关 系 示意 
图 ; 倾 针 的 破 折线 为 直角 角 平 分 线 . 








上 AL Ufl™ UOl Wi 





图 43 图 44 





图 44 绘 出 了 对 于 wal > ul 情况 的 类 似 的 示意 图 . 图 中 的 细 实 线 为 ua2(v1) 
和 uo2(v1) 的 函数 关系 ; 在 这 些 线 的 不 同 段 上 示 出 了 是 哪个 速度 (Wiz 或 Us2) 与 
eM tes ond og ite Wnt sag 
波 , 右 段 对 应 于 快 激 波 . 图 中 的 粗 虚 线 表 示 不 可 演化 段 , 它 所 占据 的 区 间 为 


uAl < vi < V 4 — 3ud1; 

这 一 区 间 的 右 端点 为 v2 一 Uaz 9， 

2. 激 波 前 的 切 向 磁场 Fi = 0, 而 在 激 波 后 Hiz 关 0 (这 种 激 波 称 作 开 
闸 激 波 ). 试 求 出 这 样 的 激 波 在 具有 上 题 所 述 热力 学 性 质 的 气体 中 可 以 拥有 的 
vnl 取 值 区 间 ， 

解 : 由 (72.2) 式 得 出 , 在 Hii 一 0 时 激 波 相 对 于 其 后 气体 的 速度 为 

ER 
ye 

而 相对 于 其 前 面 的 气体 的 速度 为 


p2 站 = 
Unl 一 一 Un2 一 UAl/ 一 > UAl. 
pl pl 


中 关于 线段 BB 的 含义 , 参见 习题 2. 
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这 个 激 波 是 快 激 波 ; vn1 与 vn2 的 相互 关系 为 四 wunliun? 二 U21. 
对 于 处 于 具有 上 述 热 力学 性 质 的 气体 中 的 开 闸 激 波 , 由 边界 条 件 可 以 得 
到 
H. 
or 三 3 (oh uA1) (duAl ss 3udl Vai): 
由 于 等 式 的 右 端 必须 为 正 并 因为 v1 > ual, 故而 我 们 可 以 看 出 , 在 开 阅 激 波 
中 wni 的 可 能 取 值 限制 在 区 间 


WAL < Vnl < V 4u2] > B01 


内 . 从 这 些 不 等 式 可 以 看 出 , 仅 当 wa1 > uo1 时 开 阅 激 波 才 是 可 能 的 . 在 图 44 
中 , 标 有 BB 的 一 段 细 实 线 与 这 些 波 对 应 . 


874” 满 动 发 电机 


导电 流体 的 汕 流 运动 具有 一 个 奇特 的 性 质 : 它 可 以 导致 相当 强 的 磁场 的 
自发 产生 . 这 种 现象 称 作 灌 动 发 电机 . 在 导电 流体 中 始终 存在 由 流体 本 身 运动 
之 外 的 因素 引起 的 小 扰动 , 它们 伴随 着 非常 弱 的 电场 和 磁场 (例如 , 扰动 可 能 
与 流体 转动 区 域 的 磁 机 械 效 应 乃至 与 温度 涨 落 有 关 ). 问题 在 于 这 些 扰动 之 后 
的 行为 它们 在 平均 上 随时 间 是 被 注 流 运动 加 强 还 是 减弱 ? 

偶尔 产生 的 磁场 扰动 随时 间 的 变化 取决 于 不 同 物理 因素 的 博弈 . 磁力 线 
伸 长 的 独特 磁 流体 动力 学 效应 倾向 于 使 磁场 增强 . 在 865 中 曾 指 出 过 , 在 具 
有 足够 大 电导 率 的 流体 运动 时 , 磁力 线 就 像 “冻结 ”在 流体 中 一 样 也 随 之 移动 ， 
而 且 磁 场 强度 正比 于 磁力 线 在 每 一 点 的 伸 长 变化 . 然而 在 清流 运动 时 , 流体 中 
任意 两 个 相近 的 粒子 随 着 时 间 流 逝 在 平均 上 都 会 分 离开 来 . 结果 磁力 线 拉 长 ， 
磁场 增强 . 

以 感应 电流 产生 的 焦耳 热 形 式 出 现 的 磁 能 耗 散 倾向 于 使 磁场 衰减 . 由 于 
能 量 耗 散 正 比 于 (rot 瑟 )2, 亦 即 磁场 空间 导数 的 平方 , 那么 很 清楚 , 对 于 场 发 
生变 化 的 空间 尺度 足够 大 的 运动 , 耗 散 很 小 . 这 完全 不 意味 着 场 在 这 样 的 尺度 
上 增强 . 实际 情况 是 , 刚才 提 到 过 的 磁力 线 伸 长 伴随 着 它们 的 “纠缠 ”, 结果 导 
致 空间 尺度 的 缩小 . 所 以 可 能 出 现 的 情景 是 , 场 在 其 给 定 尺度 上 不 会 增强 , 而 

@ Hu 关 0, Hz =0 的 激 波 叫 作 关 闭 激 波 , 它 属于 慢 激 波 ; 其 速度 为 
Vnl = UAl, Vn2 一 Vp1/p2uA2 < UA2;, Vn1vn2 = U2 2. 
对 开 闸 激 波 和 关 疗 激 波 的 可 演化 性 可 能 产生 疑问 ; 例如 , 在 开 闸 激 波 中 vi > wa1, 因此 
似乎 只 可 能 有 一 个 扰动 的 阿尔 文 波 以 向 后 速度 wa 十 wa2 = 2uaAs 离开 它 . 但 是 不 要 忘 
记 , 在 施加 扰动 时 切 向 磁场 变 得 不 再 为 零 . 
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会 产生 从 大 尺度 满 流 脉 动向 较 小 尺度 满 流 脉 动 的 能 量 流动 . 一 直到 脉动 尺度 
足够 小 时 , 能 量 被 耗 散 掉 . 

发 生 在 流体 运动 速度 v 处 处 平行 于 同一 平面 zy 的 二 维 注 流 中 的 正 是 这 
种 情景 ( 抽 . B. 泽 尔 多 维 奇 , 1956); 我 们 在 此 强调 , 并 没有 假定 此 时 产生 的 磁场 
瑟 是 二 维 的 . 下 面 我 们 来 证 明 这 点 . 

首先 我 们 来 研究 与 流体 运动 垂直 的 磁场 分 量 Hs。 的 演化 ， 考虑 到 等 式 
qiv 互 =0 和 divv =0 (本 节 中 假定 流体 是 不 可 压缩 的 ), 方程 (66.1) 的 > 分 量 


的 形式 为 
OH; 


ot 
方程 中 只 含 囊 ;. 方程 右 端 的 第 一 项 描写 给 定 五 。 得 与 其 所 在 的 流体 元 一 起 的 
迁移 . 第 二 项 描写 在 流体 不 同 点 上 五: 值 的 “扩散 ” 致 匀 . 显然 , 无 论 何 种 效应 
都 不 会 引起 Hs 的 增加 . 如 果 初 始 扰 动 有 ; 占据 某 一 有 限 空间 区 域 , 那么 随 着 
时 间 的 流逝 它 将 因 “ 扩 散 ” 而 衰减 . 

在 证 明 磁 场 分 量 及,, Hy 的 衰减 时 , 可 以 令 甩 ; = 0, 因为 我 们 必须 排除 五 。 
衰减 后 这 些 分 量 继续 留 下 来 的 可 能 性 名. 我 们 在 所 有 物理 量 (五 和 w) 都 不 依 
赖 于 坐标 z 的 附加 限制 情况 下 来 做 到 这 点 @, 此 时 矢量 rot H 在 z 轴 方 向 ; 矢 
量 v x 万 也 同样 , 因此 (从 表达 式 (66.6) 可 以 看 出 ) 电场 巨 也 在 z 轴 方 向 .在 
这 种 情况 下 , 可 以 借助 指向 z 轴 且 与 坐标 z 无 关 的 矢量 势 4 来 描写 电磁 场 : 





a —(v V)H; 直 vmAH:;z; (74.1) 














0D4: 04， 1904;, ; _ 0A: | 
Se Hy -Bz 2 div 4 = By = 0. 
将 这 些 表达 式 代入 (66.6) 式 后 , 经 简单 变换 , 我 们 得 到 4 的 方程 : 
=—(v:V)A; + vnAA;, (74.2) 


其 形式 与 方程 (74.1) 完全 一 样 . 由 此 再 一 次 得 出 随 着 时 间 的 流逝 扰动 A 以 
及 与 之 相关 的 有 H;, H, 统统 衰减 的 结论 . 
因此 , 消 动 发 电机 本 质 上 是 三 维 现象 . 为 了 演示 这 点 , 我 们 给 出 以 下 的 一 

个 运动 实例 , 它 不 改变 磁场 的 空间 尺度 但 增强 磁场 . 我 们 来 研究 冻结 在 流体 
环 内 部 的 闭合 磁力 线 集合 (图 45,a). 令 在 流体 运动 时 环 的 长 度 被 拉 长 了 两 倍 
(图 45,b) ; 环 的 横 截 面 减 小 为 原来 的 二 分 之 一 , 磁场 大 小 也 增 大 同样 倍数 . 其 
次 , 令 在 运动 中 环 发 生 扭 转 (图 45,c), 然后 拧 成 相互 重 又 的 螺 圈 (图 45,d). 结 
果 得 到 大 约 与 初始 同样 尺度 的 位 形 , 但 环 内 的 磁场 值 增加 了 两 倍 . 显然 , 这 样 
的 运动 原则 上 是 三 维 的 . 

Q 以 下 的 论证 不 排除 磁场 在 过 程 初始 阶段 增长 的 可 能 性 . 

Q@ 这 里 作 这 个 假定 只 是 为 了 简化 证 明 , 并 没有 任何 原则 上 的 意义 .即便 没有 这 个 
限制 条 件 也 可 以 用 稍微 复杂 一 点 的 论证 得 出 同样 结果 . 
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(a) (b) (0) (qd) 


图 45 


当然 这 个 实例 并 非 注 动 发 电机 实际 存在 的 证 明 ; 还 存在 比 场 的 尺度 更 小 
规模 的 运动 . 为 了 解释 这 个 问题 有 必要 对 导电 流体 满 流 相对 于 磁场 小 扰动 的 
稳定 性 作 直 接 的 考察 . 这 方面 的 发 展 强 烈 地 提示 , 在 足够 大 的 磁 雷 诺 数 下 确实 
会 有 磁场 产生 包 这 里 我 们 将 不 叙述 这 些 相当 复杂 的 研究 , 只 是 对 满 动 发 电机 
存在 设想 中 已 建立 的 磁 流体 动力 学 注 流 图 像 进行 一 般 性 的 描述 . 

众所周知 , 满 流 运动 可 以 看 作 是 从 基本 的 “外 ”尺度 1 到 最 小 的 “内 ”尺度 
Xo 的 各 种 尺度 满 流 脉动 的 集合 . 第 一 个 尺度 与 决定 满 流 运动 发 生 区域 尺 度 的 
特征 长 度 相 同 , 而 第 二 个 尺度 决定 能 量 耗 散 变 得 重要 的 距离 的 数量 级 (参见 本 
教程 第 六 卷 833). 所 谓 定常 满 流 , 我 们 是 指 平均 特征 量 取 常量 的 满 流 ,平均 是 
对 相应 的 脉动 周期 量 级 的 时 间 间 隔 进 行 的 , 这 个 时 间 间 隔 当然 比 所 有 的 观察 
时 间 都 小 : 我 们 将 用 下 标 和 来 区 分 尺度 为 入 的 脉动 的 平均 特征 量 ; 例如 w, H、 
是 速度 和 磁场 在 距离 ~ 入 上 的 平均 变化 . 


关于 汗 动 发 电机 存在 的 断言 表明 , 在 基本 尺度 上 存在 磁场 Hi,, 其 能 量 密 
度 琵 /(8r) 可 与 流体 的 动能 密度 pw?/2 相 比 . 换言之 , 磁场 HH 中 的 阿尔 文 
速度 

Hi 
wn ~ (74.3) 


可 与 流体 动力 学 速度 wv 三 4 (在 距离 ~ 1 上 的 平均 速度 变化 ) 的 基本 尺度 相 比 . 
对 于 入 1 的 尺度 ,磁场 H、 < 瓦 @ 

我 们 马上 要 强调 指出 磁 流 体 动力 学 满 流 与 通常 满 流 的 区 别 . 在 通常 滑 流 
中 基本 尺度 的 运动 并 不 对 小 尺度 脉动 的 性 质 产生 重要 的 影响 , 它 仅 以 对 流 方 
式 传送 小 尺度 脉动 . 相反 , 在 磁 流体 动力 学 情况 , 基本 尺度 的 磁场 影响 所 有 小 





G@ 参见 Baiinwmeiin C. H. // KITE. 1980. T. 79. C. 2175; 1982. T. 83. C. 161. 

@ 我 们 这 里 感 兴趣 的 是 空间 变化 特征 尺度 <1 的 满 动 磁 场 的 产生 . 原来 只 有 当 注 
流 运动 的 平均 特征 量 是 相对 于 空间 反 演 的 不 变量 (我 们 这 里 不 研究 此 情况 ) 时 , 特征 
尺度 六 ! 的 “大 尺度 " 场 的 产生 才 有 可 能 . 对 相关 理论 的 叙述 可 在 C. HH. 瓦 因 斯 坦 、FH. 
B. 泽 尔 多 维 奇 和 A. A. 鲁 效 麦 金 的 专著 以 及 H. K. 莫 法 特 的 著作 中 找到 : Batiinwmeiin 
C. H., 3envooeur A. Bb., Pyamaiixun A. A. Typ6yneHTHOe 上 XHHaMO B acThogu3nure. 一 M.: 
Hayka, 1980; H K Moffatt, Magnetic field generation in electrically conducting fluids, Cambridge 
University Press, 1978. 
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尺度 的 运动 . 
因为 对 于 入 < ! 的 尺度 , 可 以 认为 磁场 有 是 局 域 均匀 的 , 而 H、<< 到, 那 
么 这 种 情况 下 的 小 尺度 运动 不 是 别 的 , 正 是 具有 波 矢 k ~ 1/ 入 和 速度 ~ wa 的 
小 振幅 磁 流 体 动 力学 波 的 集合 . 根据 (69.11) 式 , 在 这 些 波 中 流体 的 动能 和 磁 
能 是 一 样 的 . 换 句 话 说, 在 小 尺度 脉动 中 磁 能 和 动能 之 间 的 对 等 分 布 以 很 高 的 
准确 度 得 以 保持 : 
py ~ 了 (74.4) 


这 个 关系 式 可 以 按 数 量 级 外 推 到 基本 尺度 , 给 出 ~ wa, 这 与 假设 一 致 . 
我 们 来 研究 尺度 和 的 取 值 范围 


(> AAS No. (74.5) 


应 当 注 意 到 , 一 般 而 言 , 黏 性 耗 散 与 焦耳 耗 散 是 在 不 同 的 入 取 值 时 成 为 
主要 耗 散 的 , 在 这 个 意义 上 , 在 磁 流 体 动力 学 淇 流 中 可 以 存在 两 个 内 部 尺度 : 
在 (74.5) 式 中 的 Xo 指 的 是 其 中 较 大 的 那 一 个 , 因此 在 (74.5) 式 所 示 出 的 范围 
( 称 为 惯性 区 ) 内 没有 任何 耗 散 . 

如 同 在 通常 的 注 流 理论 中 那样 ,我们 引入 单位 时 间 内 单位 质量 流体 耗 散 
的 平均 能 量 (用 s 表示 ). 这 个 能 量 肥 自 大 尺度 运动 , 由 此 逐步 传递 到 所 有 更 
小 的 尺度 , 直到 最 后 耗 散 到 尺度 为 入 < Xo 的 脉动 中 . 显然 , 在 没有 耗 散 的 惯性 
区 , 量 s 同时 也 是 向 尺度 减 小 方向 流动 的 恒定 (不 依赖 于 入 ) 的 能 流 . 在 通常 的 
纯 流 体 动 力学 滑 流 中 可 以 确认 , 满 流 的 局 域 ( 亦 即 在 长 度 入 和 < ! 上 的 ) 性 质 必 
须 仅 取决 于 p, s 以 及 距离 和 本 身 , 而 不 到 决 于 满 流 总 体 尺寸 1 和 速度 的 尺度 
u; 这 对 于 从 量 纲 分 析 找 出 v、 对 入 的 依赖 关系 已 经 足够 . 而 在 磁 流 体 动力 学 
满 流 中 局 域 性 质 还 可 能 依赖 于 磁场 Hi (或 者 等 价 地 , 依赖 于 速度 ua). 如 此 一 
来 , 量 纲 分 析 就 不 够 用 了 , 必须 将 能 流 建立 的 实际 机 制 牵 扯 进来 . 

由 运动 方程 中 的 非 线 性 项 所 描写 的 小 振幅 磁 流 体 动力 学 波 之 间 的 相互 
作用 便 是 这 个 机 制 . 所 以 能 流 s 必须 展开 为 小 振幅 w 的 震级 数 , 而 且 这 个 展 
开 式 必须 以 高 于 二 阶 的 高 阶 项 开始 (平方 项 对 应 于 这 里 并 不 存在 的 通常 的 耗 
散 ). 三 阶 项 依赖 于 相互 作用 波 的 相位 并 在 对 这 些 无 规 相位 作 平均 时 消失 . 因 
此 sc v4. 现在 已 经 可 以 由 量 纲 分 析 (s 的 单位 是 er g/ (g.s) =cm?/s3) 确定 这 
个 比例 系数 为 : 

e ~ v4/ (uaN), (74.6) 


或 
vA ~ (wAEAJL4 (74.7) 
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(R. H. 克 雷 奇 南 , 1965). 这 个 关系 式 替 代 了 通常 流体 动力 学 满 流 的 科 尔 英 戈 
罗 夫 - 奥 布 霍 夫 定律 (v、 ~ (ea 和)!3). 将 (74.6) 式 外 推 至 基本 尺度 , 我 们 得 到 = 
的 估计 值 为 
e~ ut/(val) 一] 

与 通常 流体 动力 学 中 是 一 样 的 . 

从 把 小 尺度 脉动 当 作 大 尺度 磁场 HH 背景 上 的 磁 流 体 动 力学 波 的 概念 出 
发 , 可 以 估计 满 流 的 内 部 尺度 和 0. 介质 的 黏 性 和 导电 性 导致 这 些 波 的 吸收 ; 相 
应 的 吸收 系数 7 已 在 869 的 习题 中 求 得 . 当 吸 收 长 度 1/7 可 与 波长 亦 即 尺 度 
入 相 比拟 时 , 耗 散 成 为 主要 的 . 由 于 磁 流 体 动力 学 波 以 速度 wa (与 波长 无 关 ) 
传播 , 则 其 频率 w ~ wa/ 和 . 我 们 对 吸收 系数 的 估 值 为 


2 十 Lm 
入 21A 


当 入 ~ Xo 时 从 条 件 y ~ 1/ 和 我 们 求 得 内 部 尺度 为 





"pm 


V+ Vm V+ Lm 
Ua 

如 果 了 六 pz 则 Ao ~v/u~1/R, 其 中 R~ wl/v 为 基本 运动 的 雷诺 数 . 类 似 
地 , 当 zw 六 过 时 我 们 有 Xo ~ 7/ Rm. 

最 后 我 们 还 要 指出 强 导 电介质 满 流 运动 的 一 个 有 趣 性 质 : 磁场 从 滑 流 区 
被 排出 . 事实 上 , 我 们 来 钱 究 被 湛 流 占据 的 一 个 有 限 区 域 , 在 该 区 域外 有 磁场 . 
这 个 场 的 磁力 线 一 旦 进入 满 流 区 , 由 于 冻结 , 它们 就 在 其 中 发 生 纠缠 ; 磁场 的 
方向 变 得 随机 . 这 表明 磁场 五 的 时 间 平 均值 趋 于 零 , 并 且 介 质 导 电 率 越 高 , 趋 
于 零 的 精确 度 越 高 (有限 导电 率 导 致 磁力 线 滑 移 , 所 以 场 并 不 变 得 完全 随机 ). 
换 名 话说, 当 施加 不 太 强 的 磁场 于 (在 有 限 区 域 ) 滑动 的 流体 时 , 流体 表现 得 
如 同 具 有 小 磁 导 率 (1 < 1) 的 抗 磁性 介质 , 磁 导 率 越 小 , 磁 雷 诺 数 越 大 . 

足够 强 的 磁场 不 可 能 不 深入 流体 . 然而 , 这 并 不 意味 着 强 磁场 必定 完全 压 
制 满 流 . 二 维 淇 流 可 能 存在 于 任意 强 的 均匀 外 磁场 (指向 z 轴 ) 中 , 其 中 流体 
速度 处 处 平行 于 zy 平面 , 并 不 依赖 于 z 坐标 . 实际 上 , 在 这 种 情况 下 


No~ (74.8) 





rot(v x H)=(H.V)v=0 
而 且 由 (65.2) 式 得 出 流体 运动 不 扰动 外 磁场 , 场 依然 是 均匀 的 . 所 以 , 此 时 并 
不 产生 电流 , 从 而 洛 伦 效力 等 于 零 . 可 以 说 , 二 维 运动 一 般 感 觉 不 到 均匀 磁场 . 
强 磁场 中 的 满 流 正 是 退化 到 这 样 的 二 维 湛 流 . 
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我 们 在 $58 中 曾 写 出 过 金属 中 的 交 变 电磁 场 方程: 
rotH = op, rotE= | 
这 些 方程 仅 当 场 的 变化 足够 缓慢 时 才 是 正确 的 : 场 的 频率 必须 使 得 静态 情况 
下 的 j 与 巨 以 及 B 与 了 H (如果 B 与 了 H 的 区 别 重 要 的 话 ) 的 依赖 关系 仍然 保 
持 正确 号. 
现在 我 们 转 而 研究 介 电 体 中 交 变 电磁 场 的 类 似 问 题 , 并且 表述 出 电磁 场 
在 某 些 频率 下 的 方程 ,在 这 些 频率 下 万 与 瑟 之 间 以 及 互 与 瑟 之 间 的 关系 仍 
然 如 同 在 静电 场 和 静 磁 场 中 那样 . 如 果 这 种 关系 像 通常 一 样 归结 为 简单 的 比 
例 关系 , 那么 上 述 条 件 意味 着 可 以 假定 


(75.1) 


D=eEk, B=H, (75.2) 


其 中 。 和 取 静 态 值 . 

在 可 以 与 物质 的 电极 化 或 伐 极 化 出 现 相 关 的 分 子 或 电子 振动 的 本 征 频率 
相 比拟 的 频率 下 , 以 上 关系 式 遭 到 破坏 (或 者 , 如 人 们 常 说 的 那样 ,= 和 出现 
色散 ). 这 些 频率 的 数量 级 随 物 质 种 类 而 不 同 , 并 在 非常 宽 的 界限 内 变化 . 对 于 





@ 条 件 1 < 和 与 方程 (75.1) 的 适用 性 无 关 . 这 个 条 件 对 于 第 7 章 中 所 人 研究 问题 的 作 
用 在 于 , 它 允 许 忽 略 导 体外 部 场 中 的 延迟 效应 . 
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电 现 象 或 磁 现 象 , 这 些 频率 的 数量 级 也 可 能 是 完全 不 同 的 ©. 
通过 将 精确 的 微观 麦克 斯 韦 方程 中 的 e 和 h 直接 用 它们 的 平均 值 巨 和 
巨 代 换 , 得 到 方程 
divB = 0， (75.3) 


因此 这 些 方程 在 任何 条 件 下 都 适用 , 不 必修 改 . 至 于 方程 
div = 0， (75.5) 


则 可 通过 对 精确 的 微观 方程 dive = 4rp 求 平 均 , 并 仅 使 用 物体 中 总 电荷 等 于 
零 的 条 件 得 到 (参见 86). 显然 , 这 一 推导 与 86 中 所 假设 的 场 的 静态 性 毫 无 关 
联 , 所 以 方程 (75.5) 在 交 变 场 内 依然 适用 . 

还 有 一 个 方程 应 当 通 过 对 精确 微观 方程 


10 4 
roth = - 一 pv (75.6) 
求 平均 而 得 到 . 直接 平均 方程 (75.6) 得 到 
10 4nx_ 
rot B= cz 二 ow (75.7) 


但 是 , 在 与 时 间 有 关 的 宏观 场 情况 下 , 建立 平均 值 5 与 先前 引进 的 量 之 间 的 
关系 相当 困难 . 简单 一 些 的 办 法 , 是 不 直接 进行 所 要 求 的 平均 而 采用 以 下 更 为 
形式 化 的 途径 . 
我 们 暂时 假定 , 在 介 电 体 中 引入 体 密 度 为 pex 的 外 电荷 . 这 些 电荷 在 运动 
时 产生 外 电流 jex, 而 这 些 电 荷 的 守恒 表示 为 连续 性 方程 
Opex 
ot 





十 div jex = 0. 
代替 方程 (75.5), 我 们 有 
div D = 4npex 


(参见 (6.8) 式 ). 将 此 式 对 时 间 求 导 并 利用 连续 性 方程 , 我 们 有 


六 Opex NN 
去 divD = 4nx 去 —47 div Jex 

外 例如 ,在 金刚 石 中 电极 化 起 源 于 电子 的 振动 ,e 的 色散 仅 在 光谱 的 紫外 波段 才 开 
始 出 现 . 而 在 像 水 那样 的 极 性 液体 中 , 极 化 与 具有 固定 偶 极 矩 分 子 取 向 有 关 , 故 而 es 的 
色散 在 频率 w ~ 1011 时 ( 亦 即 在 厘米 波 波 段 ) 出 现 . 铁 做 性 物质 中 必 的 色散 则 开始 的 
更 早 
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或 


div (党 十 one] =0. 


由 此 得 出 , 在 散 度 符号 “div” 后 的 矢量 , 可 以 表示 为 某 一 其 他 矢量 (我 们 将 之 
标记 为 c 五 ) 的 旋 度 “rot” 的 形式 ; 于 是 
10D 


4 
tH=—7 一 一 一 . 
ro Jex 十 -到 (75.8) 


在 物体 之 外 , 这 个 方程 应 当 与 真空 中 场 的 麦克 斯 韦 精确 方程 相同 , 与 此 相应 矢 
量 及 与 做 场 强 度 相 同 . 在 物体 内 部 , 静态 情况 下 电流 jox 以 方程 


4 
rotH = 好 
c 


与 磁场 相关 , 其 中 五 为 在 829 中 引进 的 与 平均 磁感应 强度 B 有 确定 关系 的 
物理 量 . 由 此 得 出 , 在 频率 趋 于 零 的 极限 下 方程 (75.8) 中 的 矢量 五 与 静态 
值 态 (B) 相同 , 而 我 们 这 里 所 假定 的 场 变 化 的 “缓慢 ”意味 着 对 于 这 些 交 变 场 
五 (B) 的 苞 数 关系 依然 保持 . 如 此 一 来 , 五 成 为 完全 确定 的 物理 量 , 取消 辅助 
物理 量 Jex 后 , 我 们 最 后 得 到 方程 

10D 


了 ; 
rot 7 (75.9) 


量 D/(4r) 称 为 位 移 电 流 . 

对 于 介 电 体 , 这 个 方程 取代 了 描写 金属 中 场 的 方程 (75.1) 的 第 一 个 方程 . 
也 许 会 产生 这 样 的 想法 , 即 在 金属 中 对 于 交 变 场 应 当 考 虑 带 有 导数 0E/6t 的 
项 , 也 就 是 将 (75.1) 中 的 第 一 个 方程 写 为 含 常 系数 < 的 


4 
rot H = 一 0 五 十 -一 一 . (75.10) 
C C 


然而 对 于 良 导 体 (真正 的 金属 ) 而 言 , 引入 这 类 项 毫 无 意义 . 方程 (75.10) 右 端 
的 两 项 实质 上 代表 了 场 按 频率 震级 数 展开 的 前 两 项 . 由 于 假设 了 后 一 项 足够 
小 , 所 以 考虑 这 一 项 充其量 也 不 过 是 引入 了 一 个 小 修正 . 其 实 , 它 甚至 连 这 点 
意义 也 没有 , 因为 事实 上 金属 中 早 在 频率 修正 出 现 之 前 , 场 的 空间 非 均 匀 性 影 
响 引 起 的 修正 就 已 很 显著 ( 见 859 第 二 个 脚注 ). 

不 过 有 一 类 特殊 的 物体 (不 良 导体 ), 对 于 它们 方程 (75.10) 可 能 有 意义 . 出 
于 特殊 的 原因 (半导体 中 传导 电子 太 少 , 电解 质 溶液 内 离子 迁移 率 太 低 ), 这 些 
物体 的 传导 率 反 常 地 低 , 因此 在 仍 可 将 e 和 当 作 常量 的 频率 下 , 方程 (75.10) 
右 端 第 二 项 可 与 第 一 项 相 比 或 者 已 经 超过 了 第 一 项 . 在 单 色 场 中 第 二 项 与 第 
一 项 的 比值 为 ew/ krc). 如 果 这 个 比值 很 小 , 物体 表现 得 如 同 电导 率 为 co 的 
通常 导体 . 而 当 频 率 w > 4ro/s 时 , 它 则 表现 得 像 介 电 常 量 为 e 的 介 电 体 一 样 . 
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在 e 和 为 常量 的 均匀 介质 中 , 方程 (75.3) 一 (75.5) 和 (75.9) 的 形式 为 
divE=0, divH =0, (75.11) 
eo Es DN (75.12) 
‘ 和 本 
以 通常 的 方式 从 这 些 方程 内 消去 EE (或 五 ), 我 们 得 到 
< 0 HE 02H 
rotrot H = -3 Tt -2 2 
由 于 rotrot 瑟 = graddiv 理 一 和 AH = 一 AH, 结果 我 们 求 得 波动 方程 


由 此 可 见 , 电磁 波 在 均匀 介 电 体 中 的 传播 速度 为 

VE 
能 流 密 度 由 电磁 场 能 流 和 运动 物体 直接 携带 的 能 流 相 加 而 成 . 在 (我 们 所 研 
究 的 ) 静止 介质 中 后 一 部 分 不 存在 , 故而 介 电 体 中 的 能 流 密度 由 公式 (30.20) 
给 出 : 


(75.13) 


S= xH, (75.14) 
与 在 金属 中 一 样 . 通过 计算 div 5, 很 容易 证 实 这 点 . 利用 方程 (75.4) 和 (75.9)， 
我 们 得 到 
| c 1 oD aB OU 
divS = ztHrotE-E.rotH) (ze TD 十 五 . 训 = (75.15) 


与 在 给 定 密度 与 粹 时 介 电 体 的 内 能 微分 表达 式 
1 
dV= (EB.dD+H.dB) 


大 家 知道 , 所 有 封闭 系统 (当前 情况 下 是 电磁 场 中 的 介 电 体 ) 的 四 维 能 
量 -动量 张 量 的 对 称 性 要 求 导 致 系统 的 能 流 密度 和 空间 动量 密度 (精确 到 c 
因子 ) 相等 (参见 本 教程 第 二 卷 832 和 894). 因此 后 者 等 于 
1 


—ExH. sl 
4nc V0) 


在 交 变 场 中 确定 作用 于 介 电 物质 上 的 力 时 , 特别 应 当 考虑 这 种 情况 . 作用 力 f 
(相对 于 单位 体积 ) 可 以 以 


_ Ooik 
OZ 





fi 
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的 方式 从 应 力 张 量 算出 . 但 是 此 时 必须 考虑 到 oik 是 动量 流 密度 , 它 既 包含 了 
物质 的 动量 变化 也 包含 了 电磁 场 的 动量 变化 . 如 果 把 f 理解 为 只 是 作用 于 介 
质 上 的 力 , 则 应 从 上 面 写 出 的 表达 式 中 减 去 单位 体积 内 场 的 动量 的 变化 : 
ox 工 

Oxk Ot4dnc 
在 恒定 场 内 上 式 右 端 第 二 项 等 于 零 , 所 以 以 前 没有 发 生 过 这 个 问题 . 

由 于 场 的 变化 缓慢 , 故 可 使 用 以 前 得 到 的 对 于 恒定 场 的 应 力 张 量 表达 式 . 
例如 , 对 于 液态 介 电 体 , 其 应 力 张 量 oi 即 由 电场 部 分 (15.9) 式 和 磁场 部 分 
(35.2) 式 之 和 给 出 . 

但 是 , 在 将 这 些 表 达 式 对 坐标 求 导 时 应 当 考 虑 到 , 我 们 现在 用 方程 (75.12) 
代替 了 恒定 场 (无 电流 存在 时 ) 中 的 方程 rot B= 0,rot 瑟 =0. 这 导致 出 现 新 
的 项 


fi (Ex H);. (75.17) 


一 二 古 xrotEh— LH x rot H, 
4 4 
这 些 项 现在 不 等 于 零 , 而 是 等 于 


0 
4nc 4nc 


因此 , 所 求 的 力 : 


E? H? 
=-VR(pT)- ve- 
f vo(p, T) i Ve V+ 


vo (Ee) +(e) 到] 
PF Bp) Bn POp)r Br 


上 式 右 端 最 后 一 项 称 作 亚伯拉罕 力 (M. 亚伯拉罕 , 1909). 
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介质 的 运动 导致 电场 和 磁场 相互 作用 现象 的 产生 . 对 于 导体 中 的 这 些 现 
象 , 我 们 已 在 863 中 进行 了 研究 , 现在 我 们 转 过 来 研究 介 电 体 中 的 这 一 问题 . 
事实 上 我 们 关注 的 是 存在 外 电场 或 外 磁场 时 发 生 在 运动 介质 中 的 现象 . 我 们 
特别 强调 , 这 些 现象 与 由 于 介质 本 身 运动 所 引起 的 场 产生 现象 (这 些 现象 已 在 
836, 864 中 研究 过 ) 毫 无 共同 之 处 . 

863 的 出 发 点 是 从 一 个 参考 系 到 另 一 个 参考 系 转换 时 的 场 变换 公式 . 那 
时 我 们 只 要 知道 真空 中 电场 强度 和 磁场 强度 的 通常 变换 公式 即 已 足够 , 这 些 
公式 的 平均 直接 给 出 巨 和 B 的 变换 公式 . 介 电 体 中 这 一 问题 要 复杂 得 多 ， 
为 描写 电磁 场 要 用 相当 大 数目 的 物理 量 . 


EN 一 19 
mE x H). (75.18) 
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在 宏观 物体 的 运动 中 通常 涉及 的 速度 比 光速 小 得 多 . 然而 , 根据 对 于 任 
何 速度 都 正确 的 精确 的 相对 论 公 式 来 得 到 相应 的 近似 变换 公式 要 简单 得 多 . 

众所周知 , 在 真空 内 场 的 电动 力学 中 , 电场 和 磁场 强度 矢量 e 和 h 的 分 
量 实际 上 是 反对 称 二 秩 四 维 张 量 的 分 量 (参见 本 教程 第 二 卷 823). 由 于 瑟 和 
5 是 e 和 hh 的 平均 值 , 它们 也 应 有 同样 的 关系 . 因此 , 存在 具有 以 下 分 量 的 四 
维 张 量 ,2: 


= 0 PB E, DB。 0 -BB, 
-RE 三 B, B; 0 E. -B, B, 0 
(76.1) 
借助 于 这 一 张 量 , 第 一 对 麦克 斯 韦 方程 
. 190B 
divB=0，rot 忆 = -= 到 (76.2) 


可 写 为 如 下 的 四 维 形式 : 
DFA OF , OF 
DZzz Ox Oxzt 
由 此 显示 了 这 些 方程 的 相对 论 不 变性 . 我 们 强调 指出 , 方程 (76.2) 本 身 对 运动 
物体 的 适用 性 显而易见 , 因为 这 些 方程 是 将 精确 的 微观 麦克 斯 韦 方 程 中 的 e 
和 hh 用 它们 的 平均 值 EE 和 BB 直接 代 换 而 得 到 的 . 
第 二 对 麦克 斯 志方 程 





=0. (76.3) 


10D 
i 一 0 tH=-— . 
divD 5 DE (76.4) 


在 运动 介质 中 也 保持 自己 原 有 的 形式 . 从 前 一 节 进 行 的 讨论 中 可 明显 地 看 出 
这 点 , 因为 在 这 些 讨论 中 只 使 用 了 诸如 总 电荷 等 于 零 这 样 的 物体 性 质 , 而 运动 
物体 和 静止 物体 一 样 也 具有 这 些 性 质 . 但 是 , 这 时 吃 与 巨 之 间 以 及 B 与 H 
之 间 的 关系 , 与 在 静止 物体 中 的 关系 不 再 相同 . 

对 于 静止 物体 和 运动 物体 都 适用 的 方程 (76.4) 应 当 在 洛 伦 兹 变换 下 保持 
自己 的 形式 不 变 . 对 于 在 真空 中 的 场 , 矢量 D 和 五 分别 与 和 BB 相同 . 第 
二 对 麦克 斯 韦 方 程 的 相对 论 不 变性 显示 在 它们 可 以 借助 同一 张 量 忆 ,, 写成 四 
维 形 式 : 9FM/9zxr = 0 (参见 本 教程 第 二 卷 830). 因此 十 分 清楚 , 为 保证 方程 
(76.4) 的 相对 论 不 变性 , 必须 使 矢量 D 和 五 的 分 量 实际 上 如 同 构造 得 像 已 v 


本 市 中 四 维 张 量 的 取 和 值 为 0, 1, 2, 3 的 下 角 标 一 律 用 希腊 字母 ,nv 表示 . 
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似 的 四 维 张 量 的 分 量 那样 变换 , 我 们 将 这 个 张 量 记 为 Hy: 


0 DD D, D, 0 .= D...SD "=D 
这 过 =D 0 =H 轧 ed D。 0 -H, HH, 
~” |-p, H. 0 -H,|: D, H, 0 -下 
-D, -H, Hs 0 Da 1H,. Hs ‘0 
(76.5) 
借助 于 它 , 方程 (76.4) 改写 为 以 下 形式 : 
OH 


阐明 物理 量 瓦 忆 、 互 、 互 的 四 维 矢量 特征 后 , 我 们 从 而 也 弄 清 了 这 些 量 
从 一 个 参考 系 转换 到 另 一 个 参考 系 的 变换 规则 . 但是, 我 们 所 感 兴 趣 的 与 其 说 
是 这 个 变换 的 规律 , 不 如 说 是 在 运动 介质 中 这 些 量 之 间 的 关系 , 这 些 关系 推广 
了 适用 于 静止 物体 的 关系 式 DD=eE 和 B=1H. 

我 们 用 wr 来 标记 介质 速度 的 四 维 矢量 ; 它 的 分 量 与 三 维 速 度 v 借助 


RR 
" (i 
相 联 系 . 我 们 由 这 个 四 维 矢 量 以 及 四 维 张 量 Fw 和 Hm 构成 这 样 的 组 合 ， 
它们 在 静止 介质 中 转换 为 媚 和 万 . 这 样 的 组 合 是 四 维 矢量 FNMw, HMwj. 当 
v =0 时 ,它们 的 时 间 分 量 为 零 , 而 空间 分 量 分 别 为 五 和 万. 因此 很 清楚 , 等 
式 万 =e 五 的 四 维 推广 是 呈 
HM = eu (76.7) 
使 用 类 似 的 方式 我 们 确信 , 关系 式 B = 1H 的 四 维 推广 是 四 维 等 式 
Ppuv t+ Fvus tt Fuadp = M(Hapuy + Hpvua + Huauyp). (76.8) 
从 四 维 表示 重新 问 到 三 维 表示 , 我 们 从 上 两 个 方程 得 到 矢量 关系 式 @: 


1 1 
D+ivxH=e(E+ivxB), 
c 
有 1 (76.9) 
B+ipxv-n(H+iDxo) 
6 





梯度 可 能 性 有 关 的 弱 效 应 (例如 旋 磁 效应 : 参见 836). 
@ 如 果 在 静止 介质 中 关系 式 DD=eEB 和 B=jH 中 的 任何 一 个 不 成 立 , 则 相应 的 
关系 式 (76.9) 将 被 等 式 两 端的 矢量 和 之 间 的 一 个 不 同 的 函数 关系 所 替代 . 


@ 应 当 注 意 , 在 写 出 只 包含 速度 局 域 值 的 关系 式 时 ,我 们 已 经 略 去 了 与 存在 速度 
应 


. 326 - 第 九 章 电磁 波 方程 





闵可夫 斯 基 得 到 的 这 两 个 公式 (H. 闵可夫 斯 基 , 1908) 在 尚未 对 速度 的 大 小 作 
出 任何 假设 的 意义 上 是 精确 的 . 假设 比值 v/c 很 小 , 精确 到 该 比值 的 一 阶 项 ， 
解 关 于 D 和 B 的 这 两 个 方程 , 我 们 得 到 





D=eB+ tivxH, (76.10) 
二 让 
B=uH+ tt -Exv. (76.11) 


这 些 公式 与 麦克 斯 韦 方程 (76.2) 和 (76.4) 一 起 构成 了 运动 介 电 体 电动 力学 的 
基础 . 

麦克 斯 韦 方程 的 边界 条 件 也 要 经 受 某 些 变化 . 由 方程 divD = 0,divB = 
0, 和 以 前 一 样 , 得 出 感应 强度 法 向 分 量 的 连续 性 条 件 : 


Dn1 一 Dn2, Bn1 = Bn2. (76.12) 


得 到 场 强 切 向 分 量 条 件 的 最 简单 的 办 法 , 可 通过 从 静止 参考 系 KK 转换 到 随 给 
定 物体 表面 面 元 一 起 运动 的 参考 系 K' 来 实现 ; 我 们 将 后 者 的 速度 ( 沿 法 线 方 
向 ) 标记 为 vn. 在 K' 参考 系 中 通常 的 El 和 五 ! 连续 性 条 件 成 立 . 根据 相对 论 
变换 公式 , 这 些 要 求 等 价 于 矢量 


1 1 
E+-vxB, H--vxD 
C 


的 切 向 分 量 的 连续 性 条 件 . 将 这 两 个 矢量 投影 到 垂直 于 n 的 平面 上 , 并 考虑 
到 等 式 (76.12), 我 们 得 到 所 求 的 边界 条 件 : 


nx(E2— Pi)= 二 (Ba 一 万 1)， 
和 (76.13) 
nx (万 > 二 万 1) 一 -= (Ds = Di). 


如 果 把 (76.10) 一 (76.11) 代入 上 式 并 略 去 vc 的 高 阶 项 , 我 们 得 到 


人 
nx (E,» 五 1) 一 记 (k2 = nL) Hi, 


(76.14) 
nx (五 > 五 1) 一 -这 (2 — el1)E:. 


在 此 一 近似 中 , 等 式 右 端 可 以 不 区 分 界面 两 侧 的 五 和 五 的 取 值 . 

如 果 物 体 运 动 时 其 表面 在 垂直 于 自身 的 方向 没有 移动 (例如 , 物体 绕 轴 
转动 ), 则 vw, = 0. 只 有 在 这 种 情况 下 边界 条 件 (76.13) 或 (76.14) 才 归 结 为 通常 
的 BE 和 Hi 的 连续 性 条 件 . 
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习 题 


1. 真空 中 的 介 电 球 在 恒定 磁场 男 中 转动 , 试 确 定 球 周 围 产 生 的 电场 . 
解 : 计算 所 产生 的 电场 时 , 应 取 与 球 静 止 时 同样 的 磁场 值 , 因为 计 及 磁场 
改变 的 反作用 带 来 高 次 小 修正 . 球 内 磁场 均匀 且 等 于 


; 3 
(i) 一 
人 
(与 (8.2) 式 比 较 ). 
由 于 转动 是 稳 恒 的 ;, 故 所 产生 的 电场 为 恒定 场 ,如 所 有 的 恒定 电场 一 样 具 
有 电势 : 马 二 一 Vw. 在 球 外 电势 满足 方程 Ap(le) = 0, 而 在 球 内 电势 满足 方程 


AwG) =24 9.H0, (1) 
其 中 2 为 转动 角速度 (由 含 v 二 由 xr 的 表达 式 (76.10) 求 得 吃 , 代 入 divD=0 
后 即 得 到 这 个 方程 ). 万 的 法 向 分 量 在 球 表面 的 连续 性 条 件 为 


(e) 
afQ.HO-(Q.Nn)(HO.n)}= 2 


7 一 Q y= 











pg 号 一 1 
Or C 


(a 为 球 的 半径 , ni 为 7 方向 的 单位 矢量 ). 
由 于 球 的 对 称 性 , 所 求 电 场 全 由 两 个 党 矢量 钥 和 人 2 确定 . 由 它们 的 分 量 
可 以 组 成 与 入 和 有 成 线性 的 标量 男 . 及 及 对 角 项 之 和 ( 迹 ) 为 零 的 张 量 


Hif2k + Hf2i 一 805 .12 
与 此 相应 , 我 们 在 球 内 寻求 形 为 


1 oO? 1 1 nin 
(e) 一 = ek 
Pp Zi 8zi8z (1 ) Dix (3) 





其 中 Dix 为 常 张 量 (同时 Dii = 0) ; Dik 是 球 的 电 四 极 给 张 量 (参见 本 
程 第 二 卷 841). 在 ple) 中 不 可 能 有 const/r 形式 的 项 , 因为 这 样 的 项 给 出 的 
ee 量 不 等 于 零 (而 球 并 未 带电 ). 我 们 所 要 寻求 的 球 内 电热 的 形 
式 为 
oO) = 二 Diknain 十 2 8 .万 4(r2 — a2). (4) 
上 式 右 端 第 一 项 为 齐 次 方程 Ap=0 的 解 , 其 中 系数 的 选择 保证 在 球 表面 上 
电势 (同样 还 有 有 到) 的 连续 性 . 将 (3) 式 和 (4) 式 代 入 (2) 式 , 我 们 求 得 


as 3(ep—1) 


PT 








(5:0 二 $f2i — 区 ， 2 (5) 


. 328 . 第 九 章 ”电磁波 方程 





因此 , 旋转 球 周 围 产生 具有 四 极 矩 特征 的 电场 ,同时 球 的 四 极 矩 由 公式 (5) 给 
出 . 特别 是 , 如 果 球 绕 外 磁场 方向 (z 轴 ) 旋转 , 则 Dik 只 有 对 角 项 
a5 4(ey—1) 
c (3+2e)(2+h) 
类 似 地 , 在 均匀 电场 中 旋转 的 球 周 围 产 生 四 极 算 磁 场 . 此 时 球 的 磁 四 极 
矩 可 由 公式 (5) 变 号 并 将 其 中 的 e,1, 务 分别 改换 为 J,e,F 后 得 到 . 
2. 一 磁化 球 在 真空 中 均匀 地 绕 其 自身 平行 于 磁化 方向 的 轴 转 动 , 试 确定 
球 周 围 产生 的 电场 外. 
解 : 球 内 部 的 磁场 均匀 并 按照 方程 万 人 十 2 百 9 =0 (与 (8.1) 式 比较 ) 和 
BY 一 及 中 = 4n1M 通过 恒定 的 磁化 强度 1M 表达 , 由 此 


BO_SrM po 4rM 
3 ， 





1 
D3 一 与 .812， Dos = Dyy = 一 5Dzz 


在 当前 情况 下 公式 (76.9) 中 的 第 二 式 不 适用 (因为 对 于 静止 铁 磁体 , 公式 B= 
/1 瑟 不 成 立 ), 而 由 第 一 式 , 在 球 内 我 们 有 


E 47(2 J 
0 I 2 SI Os A sR TO +y, 
全 C C 


在 球 外 所 产生 的 电场 的 势 满足 方程 Aple) = 0, 而 在 球 内 , 电势 满足 方程 


xM. 








,)) 8n(2e ++1) 
(i) 一 M 
Ayp 了 12. 
在 球 表 面 上 , Dn 的 连续 性 边界 条 件 为 : 
(i) (e) 
过 | Uy sin2 0 = 2 
Or |,-。 3c Or 


其 中 日 为 法 线 见 与 网 与 M 的 方向 (z 轴 ) 之 间 的 夹 角 . 我 们 寻求 以 下 形式 的 
(e) 和 (2). 
Pp ps 





DO) - (3cos20 — 1), 


2 

本 > 4n(2e + 1) 

= D2z(3cos*0—1)+ Re 

并 从 边界 条 件 得 到 在 旋转 球 中 产生 的 电 四 极 答 的 以 下 表达 式 .: 
4(2e+1) » “ 记 

D;,s = 3 十 可” QA, Das Dyy= 3Dz: 


(NM 为 球 的 总 磁 答 ). 对 于 金属 球 必须 令 < 一 00, 于 是 





pO MOA(r? — a2) 


4 
D,s = —— 1.Ma’. 
3C 


Q 如 果 磁 化 强度 方向 和 旋转 轴 不 重合 , 则 问题 的 提 法 会 发 生 重 大 变化 , 因为 会 发 
生 由 球 向 其 周围 空间 的 电磁 波 辐射 . 
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我 们 现在 转 而 研究 快速 交 变 电磁 场 这 一 最 重要 的 问题 , 此 时 电磁 场 的 频 
率 不 再 受 要 比 物 质 产 生 电 极 化 或 磁极 化 的 特征 频率 小 得 多 的 条 件 的 限制 . 

随时 间 变 化 不 定 的 电磁 场 必 定 在 空间 也 是 变化 不 定 的 . 在 频率 为 w 的 情 
况 下 空间 的 周期 性 由 数量 级 为 入 ~ c/w 的 波长 决定 . 随 着 频率 的 进一步 增 大 ， 
入 最 终 变 得 可 与 原子 尺度 相 比 . 在 这 样 的 条 件 下 , 场 的 宏观 描述 变 得 不 再 可 
能 . 

与 此 相关 可 能 产生 这 样 的 问题 , 即 一 般 来 说 , 是 否 存在 这 样 的 频率 取 值 范 
围 , 在 此 范围 内 , 一 方面 色散 现象 已 很 重要 , 而 另 一 方面 仍 允 许 进 行 宏观 研究 . 
容易 看 出 , 这 样 的 频率 范围 必须 存在 . 确立 物质 中 电极 化 或 磁极 化 的 最 快速 的 
机 制 是 电子 机 制 . 其 弛 殉 时 间 为 原子 时 间 ayv 的 量 级 , 其 中 a 为 原子 的 尺度 ， 
v 为 电子 在 原子 中 的 速度 . 然而 , 由 于 w 之 6c, 故 与 此 时 间 对 应 的 波长 入 ~ ac/v 
仍 远大 于 ao. 以 下 我 们 假定 条 件 和 渤 a 得 到 满足 @. 但 是 应 当 注 意 到 , 这 个 
条 件 可 能 不 是 充分 条 件 : 低温 下 的 金属 中 存在 一 个 频率 区 , 尽管 在 此 区 域内 
c/w 六 a, 但 宏观 理论 不 适用 (参见 887). 

下 面 讲 述 的 形式 理论 无 论 对 金属 还 是 介 电 体 都 同样 适用 . 在 与 原子 内 电 
子 运动 相对 应 的 频率 (光学 频率 ) 或 更 高 频率 下 , 实际 上 金属 与 介 电 体 的 性 质 
在 定量 上 的 差别 已 经 完全 消失 . 

由 $75 所 进行 的 讨论 已 经 清楚 , 麦克 斯 韦 方程 








divD=0, divB =0, (77.1) 
10B 10D 

__1 天 .2 

rot 五 rotH 2 (77.2) 


的 外 表 形 式 对 于 任意 的 交 变 电磁 场 都 是 一 样 的 . 但 是 这 些 方程 在 很 大 的 程度 
上 只 有 在 其 中 所 含 的 物理 量 D,B 与 B, HH 之 间 建 立 起 关系 时 才 有 实际 意义 . 
在 我 们 现在 所 研究 的 高 频 情况 下 , 这 种 关系 与 静态 场 适用 的 关系 以 及 我 们 在 
没有 色散 的 交 变 场 中 使 用 的 关系 毫 无 共同 之 处 . 

首先 , 这 种 关系 原来 已 有 的 基本 性 质 一 一 DD 和 B 对 同一 时 刻 的 已 秘 
的 单 值 依赖 性 一 一 遭 到 破坏 . 在 任意 交 变 场 的 一 般 情 况 下 , D 和 B 在 某 一 时 
刻 的 值 根 本 不 由 王 和 五 在 同一 时 刻 的 值 决定 . 相反 可 以 断言 DD 和 B 在 某 
一 时 刻 的 值 , 一 般 说 来 依赖 于 函数 E(t) 和 五 人 在 此 前 所 有 时 刻 的 值 . 这 种 情 
况 表 明 , 物质 电极 化 或 磁极 化 的 建立 来 不 及 跟 上 电磁 场 的 变化 (此 时 在 物质 电 
性 质 与 磁性 质 中 出 现 色 散 现 象 的 频率 , 可 以 完全 不 同 ). 


@ 与 小 比值 o/A 的 更 高 阶 项 相关 的 效应 ,将 在 8104 一 8106 中 研究 . 
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本 节 中 , 我 们 仅 研究 D 对 五 的 依赖 性 ; 物质 磁性 质 色散 的 专门 特点 将 在 
879 中 讨论 . 

在 86 中 曾 按 照 定义 二 _ divP 引入 了 极 化 矢量 P, 其 中 p 为 物质 中 电 
荷 的 真实 (微观 ) 密度 . 这 个 等 式 表达 了 物体 整体 上 的 电 中 性 , 而 且 它 (与 条 件 
在 物体 外 已 = 0 一 起 ) 足以 表明 , 物体 的 总 电 和 矩 等 于 积分 f Pav. 显然 , 这 一 


推导 无 论 对 于 交 变 场 和 静态 场 都 同样 适用 . 因此 , 在 任何 交 变 场 中 , 包括 色散 
存在 的 情况 , 矢量 P= (D 一 书 )/(4n) 都 保持 自己 是 单位 体积 内 物质 的 电 矩 的 
物理 意义 . 

在 快速 交 变 场 中 , 通常 碰 到 的 是 场 强 相对 小 的 问题 , 此 时 可 以 假设 D 和 
马 的 关系 是 线性 的 @. D(t) 与 此 前 所 有 时 刻 函 数 E(t) 值 之 间 的 线性 依赖 性 
的 最 普遍 的 形式 , 可 以 写 为 以 下 形式 的 积分 关系 式 : 


D(t)= E(t)+ ) f(T E(t—7)dr (77.3) 


(将 E(t) 项 单独 分 出 来 的 理由 , 以 后 再 予 解释 ). 这 里 f(7) 为 一 依赖 于 介质 性 
质 的 时 间 隐 数 . 与 静电 公式 DD = eB 类 似 , 我 们 将 关系 式 (77.3) 写作 符号 形式 


D = éLb, 


其 中 e 为 线性 积分 算 符 , 其 作用 由 (77.3) 式 确定 . 

所 有 的 交 变 场 均 可 约 化 为 (利用 传 里 时 展开 ) 单 色 分 量 的 集合 , 其 中 所 有 
分 量 对 时 间 的 依赖 关系 由 因子 e-i%t 给 出 . 对 于 这 样 的 场 闪 和 瓦 之 间 的 关系 
(773) 式 具 有 以 下 形式 : 

D= el(w)E (77.4) 


其 中 水 数 s(w) 由 下 式 确定 : 
eo)=1+ f ferar (77.5) 
0 


因此 , 对 于 周期 场 可 以 引进 介 电 常 量 作 为 D 和 吾 之 间 的 比例 系数 , 不 过 , 此 
时 这 个 系数 不 仅 依赖 于 物体 的 性 质 , 而 且 依 赖 于 场 的 频率 . s 对 频率 的 依赖 关 
系 称 作 介 电 常量 的 色散 关系 . 
函数 e(w) 一 般 说 来 是 复数 . 我 们 将 其 实 部 和 虚 部 分 别 标记 为 < 和 e”: 
E(w)= E(w)+ie"(w). (77.6) 
@ 这 里 我 们 指 的 是 DD 只 线性 地 依赖 于 EB 而 不 依赖 于 矿 . 在 静态 场 中 忆 对 五 的 
线性 依赖 性 被 相对 于 时 间 符 号 改变 的 不 变性 要 求 所 排除 . 在 交 变 场 中 已 经 不 存在 这 一 


条 件 , D 对 五 的 线性 依赖 关系 在 物质 的 特定 对 称 性 下 是 可 能 的 . 但 是 , 这 种 依赖 关系 
属于 已 在 本 节 前 一 个 脚注 中 提 到 的 那些 量 级 ~ a/ 的 小 效应 . 
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由 定义 (77.5) 式 可 直接 看 出 


Ee(—éE) = €*(w). (77.7) 
在 这 个 关系 式 中 分 开 实 部 与 虚 部 , 我 们 得 到 
el(—w)=e(w), ee (-w)= —e"(w). (77.8) 


因此 , s'(w) 是 频率 的 偶 函 数 , 而 a”(w) 则 是 频率 的 奇 函数 . 

在 频率 小 时 (与 色散 起 始 的 边界 频率 相 比 ) 图 数 e(w) 可 展开 为 w 的 窜 级 
数 . 偶 函 数 e'(w) 的 展开 中 仅 含 偶数 次 项 , 而 奇 函 数 ae”(w) 的 展开 中 只 含 奇 数 
次 项 . 在 w 一 0 的 极限 下 介 电 体 中 的 函数 e(w) 当然 趋 于 静电 介 电 常量 (此 处 
我 们 将 其 标记 为 e0). 所 以 在 介 电 体 中 ea’(w) 的 展开 以 常数 项 so 开始 , 而 e”(w) 
的 展开 , 一 般 而 言 , 从 与 w 成 正比 的 项 开始 . 

也 可 以 研究 小 频率 情况 下 金属 中 的 函数 s(w), 如 果 以 这 样 的 方式 来 定义 
这 个 函数 , 即 在 w 一 0 的 极限 下 , 方程 


rot H = .0 
cot 

转换 为 导体 中 的 静态 场 方程 
rotH = < 


机 
比较 这 两 个 方程 我 们 看 到 , 在 w 一 0 时 导数 69D/8t 应 当 转 换 为 4xoB. 而 在 周 
期 场 中 6D/6 = -iweEB, 于 是 得 到 在 小 频率 时 s(w) 的 极限 表达 式 : 


eo) =i (77.9) 


因此 , 在 导体 中 函数 s(w) 的 展开 以 正比 于 1/w 的 虚数 项 开始 , 该 项 用 相对 于 
恒定 电流 的 电导 率 o 来 表达 虽 . s(w) 展开 的 下 一 项 是 实 常数 . 不 过 这 个 常数 
在 金属 中 却 没有 它 在 介 电 体 中 具有 的 静电 介 电 常量 的 意义 四 . 除 此 之 外 , 必 
须 重 新 指出 , 如 果 电 磁 波 场 的 空间 非 均匀 性 效应 比 其 时 间 周 期 性 效应 出 现 的 
早 , 则 展开 的 这 一 项 可 能 没有 任何 普遍 意义 . 
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在 w 一 co 的 极限 下 , 函数 s(w) 趋 于 1. 从 简单 的 物理 思考 即 可 看 出 : 在 
场 足 够 快 地 变化 时 , 导致 电场 强度 吾 与 电感 应 强度 D 差别 的 极 化 过 程 根本 
来 不 及 发 生 . 
@ 有 时 把 所 有 频率 下 的 e(w) 的 虚 部 表示 为 (77.9) 式 的 形式 , 这 转化 为 引进 新 的 函 
数 o(w) 来 取代 e”(w); 这 个 函数 没有 什么 新 的 物理 意义 , 只 不 过 是 重新 标记 而 已 . 
@ 为 避免 误解 ,我们 注意 与 875 相 比 在 标记 上 的 若干 改变 .在 方程 (75.10) 中 对 于 
不 良 导体 量 e(w) 为 和 (4ric/w) 十 e. 
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建立 对 于 任何 物体 (金属 或 介 电 体 没有 差别 ) 都 成 立 的 e(w) 函数 的 在 高 
频 下 的 极限 形式 看 来 是 可 能 的 . 这 就 是 说 , 场 的 频率 必须 比 该 物质 的 原子 中 
所 有 (或 者 至 少 是 大 多 数 ) 电子 的 运动 频率 大 得 多 . 在 遵守 这 个 条 件 的 情况 下 ， 
可 以 在 计算 物质 极 化 时 将 电子 看 作 自 由 电子 , 忽略 它们 之 间 以 及 它们 与 原子 
核 的 相互 作用 . 

电子 在 原子 中 的 运动 速度 比 光速 小 得 多 . 所 以 它们 在 一 个 波 周期 内 走 过 
的 距离 w/w 比 波长 c/w 小 得 多 . 由 于 这 个 原因 , 在 确定 电子 在 电磁 波 场 中 所 
获得 的 速度 时 , 可 以 认为 电磁 波 场 是 均匀 的 . 

电子 运动 方程 为 : 





mo = eh=epoe i 
(e 和 mm 为 电子 的 电荷 和 质量 , v' 为 电子 在 波 场 中 获得 的 附加 速度 ) ; 由 此 得 
到 ==ieB/(mw). 在 场 的 影响 下 电子 的 位 移 > 与 v' 之 间 通 过 = ww 相关 ; 所 
以 r = -eBE/(mw?). 物质 的 极 化 强度 P 是 其 单位 体积 的 偶 极 矩 . 对 所 有 电子 
求 和 , 我 们 求 得 

P 》 er NE, 


其 中 为 单位 体积 物质 中 的 所 有 原子 的 电子 数 . 从 男 一 方面 看 , 根据 电感 应 
强度 的 定义 , D = eB = 轧 + 4nxP. 所 以 我 们 最 后 求 得 以 下 公式 : 








4nNe? 
1— 3 
mw? 
这 个 公式 的 实际 适用 区 域 从 最 轻 的 元 素 的 远 紫 外 区 频率 或 较 重 元 素 的 X 
射线 频率 开始 . 
为 了 保持 物理 量 s(w) 在 麦克 斯 韦 方 程 中 的 本 来 的 意义 , 频率 应 当 还 要 满 
足 条 件 w 和 c/a. 但 是 , 后 面 ($124) 我们 将 会 看 到 , 即使 在 高 频 下 也 可 以 赋予 
表达 式 (78.1) 确定 的 物理 意义 . 
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与 e(w) 不 同 , 磁 导 率 ju(w) 在 频率 增 大 时 较 早 地 失去 其 物理 意义 . 在 这 样 
的 频率 下 计 及 HA(w) 与 1 的 差别 将 会 是 追求 不 合理 的 精确 度 .为 了 证 明 这 一 点 ， 
我 们 来 分 析 一 下 , 在 交 变 场 中 物理 量 M = (B -- 态 )/4r 能 在 多 大 程度 上 保持 
其 作为 单位 体积 物质 的 磁 矩 的 物理 意义 . 按照 定义 , 物体 的 磁 矩 是 积分 


<s(w) = (78.1) 





评 /" x podV. (79.1) 
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微观 电流 密度 的 平均 值 与 平均 场 的 关系 由 方程 (75.7) 


4Tr_ 10 万 
rotB= 0 十 人 (79.2) 
给 出 . 从 该 方程 中 逐 项 减 去 方程 
rotH = 二 
我 们 得 到 
pi = crot M+ 区 (79.3) 


而 且 正如 829 所 证 明 的 那样 , 只 有 在 而 = crot M (以 及 物体 外 M = 0) 的 条 
件 下 , 方程 (79.1) 才 可 约 化 为 MdV 的 形式 . 


因此 , 量 M (以 及 磁化 率 ) 的 物理 意义 与 在 公式 (79.3) 中 略 去 OP/6t 一 
项 的 可 能 性 有 关 . 下 面 我 们 就 来 解释 , 允许 这 种 忽略 的 条 件 在 多 大 程度 上 可 以 
满足 . 
在 给 定 频率 下 , 测量 磁化 率 的 最 佳 条 件 要 求 物 体 尺度 尽 可 能 小 (为 了 加 
大 rot M 中 的 空间 导数 ) 和 电场 尽 可 能 弱 (为 了 减 小 P). 电磁 波 场 不 满足 后 
一 个 条 件 , 因为 在 其 中 已 ~ 互 . 所 以 我 们 来 研究 螺旋 管 中 的 交 变 磁场 , 同时 将 
被 考察 的 物体 置 于 管 轴 上 . 电场 仅 作 为 交 变 磁场 感应 的 结果 而 产生 . 物体 内 
部 电场 强度 的 数量 级 可 通过 对 方程 


rotE= em 


Wi 由 此 有 上 下 总 = 有 或 Bp~ 2 其 中 1 为 物体 尺度 . 假设 


一 1 ~ 1, 我 们 将 有 


oP w2l 


对 于 磁 矩 M = x 五 的 空间 导数 , 我 们 有 
crot M ~ 7xH. 
比较 以 上 两 式 , 我 们 发 现 , 如 果 
Pi (79.4) 


则 第 一 式 比 第 二 式 小 . 
很 清楚 , 只 有 在 这 个 不 等 式 许 可 (虽然 只 有 不 很 大 的 限度 ) 的 物体 的 宏观 
尺度 , 亦 即 这 个 不 等 式 与 不 等 式 1 > a (a 为 原子 尺度 ) 相 容 , 磁化 率 概念 才 有 
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意义 . 这 个 条 件 在 光学 频率 区 已 明显 地 遭 到 破坏 . 事实 上 , 在 这 些 频 率 下 磁化 
率 为 ~v2/c2 的 量 @ ( 为 原子 内 电子 速度 ) ; 光学 频率 本 身 w ~ uv/a, 因此 不 
等 式 (79.4) 右 端 ~ a2. 

因此 , 从 光学 区 频率 开始 使 用 磁化 率 已 没有 意义 , 研究 相应 现象 时 须 令 
/= 1 在 这 一 频率 区 内 计 及 B 与 及 之 间 的 差别 明显 超出 精确 度 . 事实 上 
在 远 低 于 光 频 时 , 对 于 大 多 数 现象 , 计 及 1 与 1 的 差别 已 经 是 超出 精确 度 的 
Te 

磁 导 率 色散 的 实际 存在 导致 在 铁 磁 体 中 存在 磁化 强度 准 定常 振 动 的 可 能 
性 ; 为 了 排除 物质 电导 率 的 影响 , 下面 我 们 将 专 指 非 金属 铁 磁体 一 一 铁 氧 体 . 

所 谓 准 定常 , 其 含义 是 如 通常 那样 (858) 假定 频率 满足 条 件 w 之 c/1, 其 
中 1 为 物体 的 特征 尺度 (或 振动 的 “波长 7"). 除 此 之 外 , 我 们 将 忽略 与 振动 时 产 
生 的 磁化 强度 分 布 不 均匀 性 有 关 的 交换 能 ( 换 句 话说 , 假定 磁 导 率 的 空间 色散 
( 见 8103) 不 重要 ). 为 此 , 尺度 ! 必须 远大 于 能 量 不 均匀 性 的 特征 长 度 : 


1 > Va， 


其 中 a 为 表达 式 (43.1) 中 系数 的 数量 级 . 

将 互 和 BB 表示 为 五 = Ho+H',B = Bo+B', 其 中 Ho 和 Bo 分别 为 静 
态 磁 化 后 物体 中 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 , 了 H' 和 B' 分 别 为 磁场 强度 和 磁 感 
应 强度 振动 时 的 交 变 部 分 . 忽略 位 移 电 流 后 , 它们 满足 方程 


rot H’'=0, divB’=0, (79.5 ) 


这 两 个 方程 与 静 磁 方程 的 区 别 仅 在 于 , 现在 的 磁 导 率 (对 于 单 色 场 x et) 是 
频率 的 函数 , 而 不 再 是 常量 加. 铁 磁 介质 是 磁 各 向 蜡 性 的 , 因此 其 磁 导 率 为 张 
量 jwir(w); 这 个 张 量 确定 磁感应 强度 与 磁场 强度 之 间 的 线性 关系 . 
(79.5 ) 式 中 的 第 一 个 方程 表明 磁场 是 有 势 场 : 五 ' = 一 Vv. 然后 将 
OW 


B’ = jinHi = -Wikre 
i Li Mk 


代入 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 物体 内 的 势 的 方程 
; a "0 79.6 
Wik(W) Br BTL ts (79.6) 
@ 这 个 佑 计 值 对 应 的 是 抗 磁 磁 化 率 ; 任何 顺 磁 或 铁 磁 过 程 的 弛 豫 时 间 明 显 地 远 比 
光学 周期 为 大 .但 是 , 这 里 我 们 强调 估 值 是 对 各 向 同性 物体 所 进行 的 , 将 它们 应 用 于 铁 
磁体 时 要 谨慎 . 特别 是 张 量 wk 中 随 频 率 增 大 而 缓慢 (以 1/w 方式 ) 衰减 的 旋光 项 ( 见 
习题 1) 在 足够 高 频 时 可 能 成 为 主要 项 . 
@ 这 种 情况 将 会 在 $103 中 从 另外 的 观点 加 以 讨论 _ 见 8103 第 二 个 脚注 . 
@ 因此 我 们 所 要 研究 的 振动 称 为 静 磁 振动 . 均匀 静 磁 振动 理论 ( 见 后 ) 由 基 特 尔 给 
出 (C. Kittel, 1947), 非 均 匀 静 磁 振 动 理论 由 沃克 给 出 (L. 沃克 , 1957). 
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在 物体 之 外 , 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 和 Aw = 0, 而 在 物体 边界 上 , 通常 五 和 BB/ 
必须 连续 . 第 一 个 条 件 归 结 为 势 y 本 身 的 连续 , 而 第 二 个 条 件 意味 着 表达 式 


mew. 
HikgTi Bx 








的 连续 性 , 式 中 n 为 物体 表面 法 线 方向 的 单位 矢量 .在 远离 物体 处 , 应 当 有 
VvV—=0. 

只 有 在 看 作 参 数 的 量 pik 之 间 具 有 确定 的 关系 式 时 , 如 此 表述 的 问题 才 
有 非 平 庸 解 . 利用 这 个 关系 式 作为 w 的 方程 ,我们 求 得 物体 极 化 强度 本 征 振动 
的 频率 ; 它们 称 为 非 均匀 铁 磁 共振 频率 . 

均匀 磁化 椭 球 静 磁 振动 的 最 简单 形式 是 不 破坏 均匀 性 的 振动 , 椭 球 的 极 
化 强度 作为 整体 振动 . 寻求 这 些 振动 的 频率 并 不 要 求 场 方程 的 新 解 , 可 直接 借 
助 关系 式 (29.14) 

Hi + nir(Br — Hr)= (79.7) 


实现 , 式 中 mix 为 椭 球 的 去 磁化 系数 张 量 , 于 和 B 指 的 是 椭 球 内 的 场 , 而 与 为 
外 磁场 . 假设 外 磁场 是 均匀 的 , 而 在 了 态 和 B 中 我 们 重新 分 出 振动 部 分 有 H "和 
B', 现在 它们 在 物体 体积 内 是 均匀 的 . 我 们 得 到 它们 的 关系 式 


Hi+nir(Bk — Hi)=0 
或 

(Gin + 47niXig) Hi = 0, 
其 中 按照 定义 Hik = 8 十 4rxik 引入 了 磁化 率 张 量 xik(w). 令 这 个 齐 次 线性 
联 立 方程 的 行列 式 等 于 零 , 我 们 得 到 方程 

det |5ik + 4rrailXik(w)| = 0， (79.8) 
方程 的 根 确 定 本 征 振动 频率 . 这 些 频率 称 为 均匀 铁 磁 共振 频率 . 
习 题 


1. 在 宏观 磁 矩 运动 方程 ( 朗 道 - 采 弗 席 兹 方程 ,参见 本 教程 第 九 卷 (69.9)) 
框架 内 , 在 无 耗 散 情况 下 , 试 求 出 均匀 磁化 单 轴 易 磁化 轴 型 铁 磁体 的 磁 导 率 张 
量 (I. 开 . 朗 道 , E. M. 有 林 弗 席 效 1935). 

解 : 铁 磁体 中 磁化 强度 的 运动 方程 为 


M=7yY(H+PMv)x AI， 
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其 中 = glel/(2mc) (9 为 旋 磁 比 ), 8 > 0 为 各 向 蜡 性 系数 ,为 沿 易 磁化 轴 (z 
轴 ) 方向 的 单位 矢量 . 将 磁场 五 表示 为 五 = 万 0 十 五 ,其 中 五 ' 为 交 变 的 任意 
方向 小 磁场 , 而 Ho 为 恒定 磁场 , 今后 我 们 假定 其 指向 z 轴 方 向 巴 . 与 场 H' 
一 起 的 小 量 还 有 它 产生 的 横向 磁化 强度 Mi, My, 但 Ms。 JM = const. 忽略 二 
阶 小 量 , 我 们 求 得 方程 
—iwM; = —7Y(Ho+ BM)M,+ YMH,, 
—iwM, = 7y(Ho +BM)M;: — YMH.. 


由 此 确定 Mi, 1My, 我 们 求 出 磁化 率 (关系 式 M1 = XikH4 中 的 系数 ), 再 根据 磁 
化 率 求 得 磁 导 率 : 


dn wM(ww 十 ww) 





过 于 一 一 工 一 一 一 一 一 三 2 

册 人 Bu-(wMtwn . (1) 
fz a dd 3 Hzz = Hyz 三 (0， 

ry y Bw (wm tun)y 


其 中 wx = YBM,wH = YHo. 我 们 注意 到 铁 磁 介质 的 旋 性 (这 个 概念 的 定义 参 
见 8101). 

2. 铁 磁 椭 球 的 一 个 主轴 与 易 磁化 轴 重 合 且 有 人 外 磁场 作用 在 这 个 方向 . 试 
求 出 椭 球 的 均匀 铁 磁 共振 频率 .，(C. 基 特 尔 , 1947) 四 

解 : 在 椭 球 内 洛 z 轴 ( 易 磁 化 轴 ) 有 场 


Ho= $4nm MM 


(n(?),n(W),n() 分 别 为 沿 椭 球 三 个 主轴 的 去 磁化 系数 ). 通过 对 行列 式 (79.8) 作 
简单 计算 得 到 方程 
wz) (Y) = 全 LU2 0 
(wM 十 wpF)2 一 wz 


其 中 
wG) = jyMB + +ArM(n®) -ma)]， 
wy) = jyMB+S + 4xM(nY) no))]. 
由 此 得 到 均匀 共振 的 频率 : 
I 


@ 我 们 在 此 引入 这 个 场 的 目的 ,是 为 了 在 以 后 的 习题 中 使 用 其 结果 . 
@ 在 习题 2 一 4 中 都 假定 物质 的 磁 导 率 由 公式 (1) 给 出 . 
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例如 , 对 于 球 我 们 有 mtz) = mty) = ml2) = 1/3 以 及 共振 频率 
w=7Y(MB+S). 


对 于 表面 重 直 于 易 磁 化 轴 的 平面 平行 板 , 我 们 有 mtz) = mn) = 0,m(z) = 1, 故 
共振 频率 为 
w=7(MB+S— A4nM) 


(如 果 MB 十 入 > 4xM, 则 平板 被 磁化 ). 
3. 试 求 出 无 界 介质 中 静 磁 振动 的 色散 关系 . 

解 : 具有 (1) 式 给 出 的 Lwin 张 量 的 方程 (79.6) 的 形式 为 

( 营 站 O02 


a 


令 册 Xe", 我 们 求 得 
HU(w) = 一 cot2 0， 
其 中 0 为 与 易 磁化 轴 (z 轴 ) 之 间 的 夹 角 . 使 用 (1) 式 给 出 的 J(w) ( 角 二 0) 我 
们 得 到 振动 频率 
w= YM(B + 4nsin? 0)1/2. 


这 个 频率 只 与 波 矢 的 方向 有 关 , 不 依赖 于 波 矢 的 大 小 . 这 一 结果 理所当然 地 与 
铁 磁体 中 自 旋 波 的 极限 (k 一 0 时 ) 色散 关系 相同 (参见 本 教程 第 九 卷 870). 

4. 无 限 平行 平板 的 表面 重 直 于 易 磁 化 轴 , 沿 此 轴 方向 作用 有 外 磁场 5, 试 
求 此 平板 中 的 非 均匀 共振 频率 . 

解 : 需要 求 得 板 内 势 场 ww(i) 的 方程 (2) 以 及 板 外 势 场 的 方程 AwWe) = 0 之 
解 , 边界 条 件 为 

人 (e) 

> ( 当 z= 土 L 时 )， 
p19 一 0( 当 |z| 一 00 时 ) 


pO = 6: 


(z 轴 重 直 于 板 表 面 ,平面 z= 二 0 通过 板 的 平分 面 ,2L 为 板 的 厚度 ). 这 样 的 解 可 
能 是 z 的 偶 函 数 或 奇 函 数 . 在 第 一 种 情况 下 


pl) = Acosksz: el?, yl) = Be-kslzleiksz 
同时 jh2 二 一 2 ( 波 矢 位 于 zz 平面) ; 边界 条 件 导 致 关系 式 


tan(kzL) = 它 (3) 
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在 第 二 种 情况 下 
po) = Asin(k2z) * eikzz， 0(9) = Be *elzleikez 


由 边界 条 件 我 们 得 到 i 
tan(kzsL) = 一 2， (4) 

kz 
平板 的 去 极 化 系数 ma = 1 因此 有 去 极 化 场 : 一 4x1M. 使 用 (1) 式 中 的 J(w) 表 


达 式 , 我 们 寻 得 振动 频率 : 
w=7y (MB+S -AriM)MB + — 4nM cos? 0), (5) 


其 中 0 为 上 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 对 于 每 一 个 任意 的 kz 值 有 由 条 件 (3) 和 (4) 
确定 的 无 穷 多 个 离散 的 上 值 的 集合 与 之 对 应 . 相应 的 频率 由 表达 式 (5) 给 出 
并 只 依赖 于 ks/kz. 频率 的 所 有 可 能 值 处 于 以 下 区 间 内 : 


1AMB+H—4niM)<w < IHMB+H A4nM) MB + SH) 2. 


在 ks 一 0 时, 只 可 能 有 对 称 振动 , 且 由 (3) 式 可 见 hyL ~ (kzL)?, 亦 即 是 
二 阶 小 量 . 与 此 相应 在 (5) 式 中 令 0 = 0, 我 们 求 得 与 均匀 共振 频率 相同 的 频 
率 , 这 是 理所当然 的 . 


§80 色散 介质 中 的 场 能 


能 流 密度 公式 
S= eH (80.1) 

对 于 任何 交 变 电磁 场 , 甚至 在 存在 色散 的 情况 下 , 仍然 是 适用 的 . 在 830 未 给 
出 的 论证 已 说 的 十 分 清楚 : 鉴于 吾 和 五 切 向 分 量 的 连续 性 , 从 S 的 法 向 分 量 
在 物体 边界 上 连续 的 条 件 可 单 值 地 得 出 (80.1) 式 , 而 且 这 个 公式 也 适用 于 物 
体外 的 真空 

集中 在 物体 单位 体积 内 的 能 量 在 单位 时 间 内 的 改变 可 由 div5 算出. 借 
助 麦克 斯 韦 方程 , 这 个 表达 式 可 表 为 以 下 形式 : 
oD 6 也 
一 divS = 去 ( 己 可 十 十 五 . 党 (80.2) 
(参见 (75.15)). 在 没有 色散 的 介 电 体 内 , 当 = 和 为 实 常量 时 , 这 个 量 可 以 看 
成 是 电磁 能 


1 
U=—(eE?+1H?) (80.3) 
8 
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的 改变 , 具有 精确 的 热力 学 意义 : 这 是 在 同样 的 物质 密度 箭 情况 下, 有 场 存 
在 和 无 场 存 在 时 单位 体积 物质 的 内 能 之 差 . 

存在 色散 时 已 不 再 可 能 有 这 样 简单 的 解释 . 不 仅 如 此 , 在 任意 色散 的 一 
般 情 况 下 , 也 不 可 能 对 电磁 能 作为 热力 学 量 给 出 任何 合理 的 定义 .造成 这 种 情 
况 的 原因 是 , 色散 的 存在 一 般 与 同时 存在 能 量 耗 散 有 关 : 色散 介质 同时 也 是 吸 
收 介质 . 

为 了 确定 此 一 耗 散 , 我 们 来 研究 单 色 电磁 场 . 对 (80.2) 中 的 量 作 时 间 平 
均 , 我 们 从 而 求 得 外 源 为 了 维持 场 而 在 单位 时 间 内 系统 输入 物质 单位 体积 的 
能 量 . 由 于 假定 单 色 场 的 振幅 为 常量 , 所 有 这 些 能 量 都 用 来 补偿 耗 散 . 因此 , 在 
所 研究 的 条 件 下 对 (80.2) 式 中 量 的 时 间 平 均 , 给 出 了 单位 时 间 内 在 单位 体积 
介质 中 释放 出 的 热量 Q. 

由 于 表达 式 (80.2) 是 场 强 的 二 次 式 , 故 在 计算 时 其 所 有 量 必须 写 为 实数 
形式 . 如 果 出 于 在 单 色 场 中 方便 将 妞 和 五 用 复数 表示 , 则 必须 将 在 (80.2) 式 
中 的 和 6D/9t 分 别 用 表达 式 





1 1 
(B+E’) 和 3(-iweE +iwe*E*) 


代 换 , 并 对 五 和 9B/6t 也 作 类 似 代 换 . 在 作 时 间 平 均 时 , 含有 因子 eT?i%t 的 乘 
积 巨 .和 EE*.E* 等 于 零 ; 只 剩 下 


Q= {oP B+( -WH.H'}= ("El + HP). (80.4) 
这 个 表达 式 也 可 写 为 以 下 形式 : 


QO= 让 ("+ Ww HY), (80.5) 





其 中 态 和 五 为 实数 场 强 , 横 杠 表示 时 间 平 均 (与 859 最 后 一 个 脚注 比较 ). 
确定 在 t+ 一 土 %o 时 足够 快 地 趋 于 零 的 非 单 色 场 中 的 能 量 耗 散 的 公式 也 很 
容易 得 到 . 在 此 情况 下 , 有 意义 的 不 是 研究 单位 时 间 内 而 是 场 存 在 的 全 部 时 间 
内 的 耗 散 . 
将 场 E(t) 展开 为 傅 里 叶 积分 , 我 们 写 出 


二 iut d DDL .> ; 
E(t) = 二 二 -|/ we(w) Bet , 
三 ge A 





27 ot 


其 中 互 。= E*. 将 这 些 量 的 乘积 写 为 二 重 积分 的 形式 , 然后 对 时 间 积 分 , 我 
们 有 
1dwdw!’ 


rj at 


业 oD A . P 
人 es a bp,.E, —i(w+w') 
An /5 Es 去 /ce 0 
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对 上 的 积分 用 公式 


099 : ‘ 
eriefw )tdt = 2x6(w + w’) 


一 Oo 


来 实现 , 此 后 用 对 w' 的 积分 来 消除 8 函数 . 结果 我 们 得 到 
证 有 2 dw 
-直人 BP. 


代入 8 = a' 十 ie” 后, 含 e'(w) 的 项 由 于 被 积 函数 表达 式 为 w 的 奇 函数 而 积 儿 
等 于 零 . 与 类 似 的 磁场 表达 式 一 起 , 我 们 最 后 求 得 


/eu= 二 /Bt (800) 


(从 -co 到 oo 的 积分 可 代 换 为 二 倍 从 0 到 oo 的 积分 ). 

求 得 的 公式 表明 , 能 量 的 吸收 ( 耗 散 ) 是 由 s 和 的 虚 部 决定 的 ; (80.5) 式 
中 的 两 项 分 别 被 称 作 电 损 失 与 磁 损 失 . 因为 箭 增加 定律 , 这 些 损失 有 确定 的 符 
号 : 能 量 耗 散 伴随 着 热量 的 释放 , 亦 即 永 远 有 Q@ > 0. 由 此 得 出 ,e 和 的 虚 部 
始终 为 正 . 对 于 所 有 物质 以 及 在 一 切 ( 正 的 ) 频率 下 ,都 有 


eS30; “pO (80.7) 


e 和 的 实 部 (w 坟 0 时 ) 不 受 任何 物理 条 件 的 限制 , 所 以 s 和 从 既 可 为 正 , 也 
可 为 负 . 

真实 物质 中 的 任何 非 定常 过 程 在 一 定 程度 上 都 是 热力 学 不 可 逆 的 . 因此 

变 电 磁 场 中 在 某 种 (即使 很 小 ) 程度 上 总 是 有 电 损 失 和 磁 损 失 . 换 名 话说 , 函 
站 e”(w) 和 凡人 (w) 在 任何 异 于 零 的 频率 值 下 都 不 会 严格 等 于 零 . 在 下 一 节 中 ， 
我 们 将 会 看 到 这 一 论断 具有 极 重 要 的 原则 性 意义 , 尽管 我 们 一 点 也 不 排除 损 
失 变 得 相对 非常 小 的 频率 区 存在 的 可 能 : 

e” 和 jy” 非常 小 (与 a 和 jy 相 比 ) 的 频率 区 区 称 为 物质 的 透明 区 . 忽略 吸 
收 后 , 在 这 些 频 率 区 有 可 能 引入 电磁 场 中 物体 内 能 的 概念 , 其 意义 与 在 静态 场 
中 相同 . 

只 研究 单 色 场 不 足以 确定 这 个 量 , 因为 由 于 单 色 场 的 严格 周期 性 ,其 中 不 
发 生 电磁 能 的 任何 系统 积累 . 所 以 , 我 们 来 研究 围绕 平均 频率 wo 的 狭 罕 频 率 
区 间 内 的 单 色 分 量 的 集合 所 代表 的 场 . 这 种 场 的 强度 可 以 写 为 


E= Eo(t)e i”:, H= Hol(t)e wt, (80.8) 


一 论断 适用 于 在 没有 交 变 场 时 处 于 热力 学 平衡 态 的 物体 ,我 们 假定 这 个 条 件 
能 得 以 保持 . 如 果 物 体 本 身 已 不 处 于 热平衡 态 , 则 8 在 原则 上 可 以 为 负 . 热力 学 第 二 定 
律 只 是 要 求 因 交 变 电磁 场 的 影响 以 及 由 与 场 的 存在 无 关 的 热力 学 非 平衡 性 引起 的 总 
信 的 增加 . 这 样 的 物体 的 例子 是 所 有 原子 被 人 为 地 激发 ( 即 不 是 在 自发 热 激 发 影响 下 
而 是 由 外 场 “有 稍 浦 ") 到 激发 态 的 物质 . 
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其 中 Eo0(t), Holt) 为 时 间 的 慢 变 (与 因子 exp( 一 jwot) 相 比 ) 函数 . 应 当 将 这 些 
表达 式 的 实 部 代入 (80.2) 式 右 端 , 之 后 我 们 以 周期 2r/wo 进行 时 间 平 均 , 周期 
2r/uo 较 因 子 Eo 和 Ho 的 变化 时 间 小 . 
(80.2) 式 的 第 一 项 在 转换 为 的 复数 表示 后 , 形式 为 
1 E+E: D+D:* 
4 2 2 
(第 二 项 也 有 类 似 的 形式 ). 乘积 巨 .D 和 E* .D* 在 进行 时 间 平 均 时 消失 , 因 
此 一 般 不 必 研 究 它 们 . 这 样 一 来 就 只 留 下 
1 oD* ,, 9D 
雇 (F +2 千 ) (80.9) 
将 导数 9D/6t 改写 为 jE 的 形式 , 其 中 f 表示 算 符 


a 0. 
f= Fi 








我 们 下 面 说 明 , 这 个 算 符 作用 到 形 如 (80.8) 的 函数 后 会 有 什么 结果 . 如 果 Eo 
是 常量 , 则 我 们 径直 有 
fE=f(w)E, f(w)= -iwe(w). 

在 当前 情况 下 , 我 们 要 将 Eo(t) 作 传 里 叶 级 数 展开 , 将 其 表示 为 形 如 
Poueriet 的 分 量 相 加 的 形式 , 其 中 Eo。 为 常量 .Eolt) 的 缓 变性 意味 着 , 这 
个 展开 中 只 含 a < wo 的 分 量 . 注意 到 这 一 点 , 我 们 写 出 

f Eowe—i(woto)t f(a + wo)Eoae (“oto)t 


包 f (wo) 十 a df (0) Eowe—i(2oto)t. 
dwo 


对 传 里 叶 分 量 求 和 , 我 们 得 到 


__， df (wo) OFo i 
t iwot = iwot iwot 
f Eolt)e f (wo) Eoe 十 ee a 


去 掉 wo 的 下 标 0, 于 是 我 们 有 


oD _ . d(we) OEo iu 
ol —iwe(w)P+ PE 
将 这 个 表达 式 代 入 (80.9) 式 并 记 住 要 略 去 s(w) 的 虚 部 , 我 们 得 到 


1 d(we) (Bm OEo 人 1 d(we) 9 


(80.10) 








(EB.E"’) 





16nx dw 0 0 ~ 86t /16r do 6t 
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(乘积 Eo. 26 与 五 : 仿 相 同 ). 加 上 类 似 的 有 关 磁 场 的 表达 式 后 , 我 们 得 到 的 
结论 是 : 单位 体积 介质 的 系统 能 量 改变 率 由 导数 dU/dt 给 出 , 其 中 





地 _1 [de) ，，d(wH) 
0-= 去 | a i ee (80.11) 


借助 于 实数 场 强 和 互 , 这 一 表达 式 可 以 写 为 





地 1 [d(we)ws ，d(wm) 一 7 
U = | 和 五 2 十 人 本 | (80.12) 
的 形式 (L. 布 里 浏 , 1921). 

这 就 是 所 要 寻求 的 结果 : 5 为 单位 体积 透明 介质 内 能 的 电磁 部 分 的 平均 
值 . 在 没有 色散 时 , s 和 为 常量 ，(80.12) 式 当 然 就 转化 为 表达 式 (80.3) 的 平 
均值 . 

如 果 禁 止 从 外 部 向 物体 供给 电磁 能 , 则 实际 上 始终 存在 的 非常 小 的 吸收 
最 终 会 把 所 有 的 能 量 UV 转化 为 热量 . 因为 根据 炉 增 加 定律 , 这 一 热量 只 能 释 
放 而 不 能 吸收 , 于 是 必须 有 UU > 0. 按照 公式 (80.11), 为 此 必须 满足 不 等 式 


d(we) d(wH) 
0， 一 一 一 , 80.13 
0 >0 (80.13) 


实际 上 , 作为 函数 e(w) 和 jy(w) 在 透明 区 内 必须 始终 满足 的 更 为 严 苛 的 条 件 
(参见 884 的 第 一 个 脚注 ) 的 结果 , 这 些 条 件 是 自动 满足 的 . 

我 们 再 次 强调 , 表达 式 (80.12) 是 在 振幅 Eo (t) 的 变化 频率 a 的 一 阶 近似 
下 得 到 的 . 所 以 它 仅 对 振幅 随时 间 变 化 足够 慢 的 场 才 适 用 (这 一 评论 也 与 下 
一 节 中 所 要 进行 的 应 力 张 量 计算 有 关 ). 
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确定 作用 于 处 在 交 变 电场 中 的 物质 上 的 力 的 平均 (按时 间 ) 应 力 张 量 的 
问题 , 也 是 一 个 极 有 兴趣 的 问题 . 我 们 将 要 证 明 , 在 存在 色散 的 情况 下 (但 和 以 
前 一 样 没有 吸收 ), 不 同 于 能 量 表达 式 (80.12), 这 个 张 量 的 表达 式 中 不 含 对 频 
率 的 导数 . 特别 是 , 对 于 处 在 单 色 电场 中 的 透明 色散 各 向 同性 液体 ,平均 值 5;x 
可 通过 在 (15.9) 式 中 用 s(w) 代替 e、 用 平均 值 瓦 思 ,BE? 代替 乘积 BiBn, EB? 直 
接 得 到 ( 开 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 1960). 

为 了 证 明 这 个 论断 , 我 们 返回 到 815 所 叙述 的 结论 , 对 这 个 结论 的 表述 稍 
作 修 改 . 在 那里 我 们 研究 了 充满 介 电 体 的 平板 电容 器 , 并 从 极 板 移动 时 有 质 动 
力 所 做 功 与 相应 的 热力 学 势 改 变相 等 的 条 件 确定 了 应 力 张 量 . 我 们 在 此 写 出 
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对 于 总 量 (而 不 是 对 于 单位 面积 ) 的 这 个 条 件 , 将 它 表 示 为 以 下 形式 : 
4oik6rk = (0% ) ye (81.1) 


(4 为 电容 器 极 板 的 面积 ). 我 们 这 里 不 用 热力 学 势 多 而 使 用 通常 的 能 量 Y， 
在 介 电 体 的 灶 7 的 取 值 和 电容 器 极 板 总 电荷 士 e (代替 电势 p) 给 定 的 情况 下 
研究 其 变化 ; 按照 小 增 量 定理 , 还 使 用 了 


(8F)T,% = (OY ).zie. 


在 (81 .1 ) 式 的 形式 下 , 这 个 条 件 有 特别 简单 的 意义 : 在 极 板 上 具有 给 定 电 

荷 的 热 隔 绝 电容 器 是 一 个 电 封闭 系统 ; 如 果 外 源 对 它 做 机 械 功 (移动 极 板 ), 则 
所 有 这 些 功 都 用 于 增加 电容 器 的 能 量 , 电容 器 的 能 量 为 

县 

VY = Ui+ 人 

其 中 2 为 没有 电场 时 介 电 体 的 能 量 (具有 同样 烂 值 9 时 ), 而 C 为 电容 器 的 

电容 ; 对 于 平板 电容 器 C = s4/(4rj), 其 中 h 为 两 极 板 之 间 的 距离 . 由 此 , 我 

们 有 


(81 2) 


e2 


(6) ge = (80) — sea (60)7. (81.3 ) 


将 8C 通过 极 板 的 位 移 & ( 计 及 < 与 位 移 时 变化 的 介 电 体 密度 的 依赖 关系 ) 表 
示 , 容易 得 到 公式 (1 5.9 久 . 由 于 这 个 结果 是 显然 的 , 就 不 在 此 详细 研究 了 . 

当 色散 存在 时 , 能 量 儿 的 表达 式 发 生变 化 . 我 们 将 证 明 , 虽然 多 的 表达 
式 发 生变 化 , 但 是 (81 .3 式 对 于 时 间 平 均 变 分 5Y 依然 有 效 , 从 而 也 使 前 面 作 
出 的 有 关 平 均 应 力 张 量 的 论断 得 到 证 明 . 

令 电 容器 极 板 上 的 电荷 单 色 地 以 频率 w 变化 . 此 时 由 于 必须 输出 、 输 入 
电荷 , 电容 器 本 身 已 不 再 是 电 封 闭 系统 . 但 是 , 由 电容 器 和 以 适当 方式 选择 的 
自 感 组 成 的 具有 本 征 频 率 w 的 振荡 回路 是 电 封闭 系统 @; 因此 关系 式 (81.1) 
适用 于 这 一 回路 的 能 量 . 

在 没有 电阻 时 , 电容 器 两 极 板 之 间 的 电势 差 p 等 于 外 电动 势 和 自 感 电动 
势 之 和 和 : 

p=6- LH (81.4) 


而 电流 J 与 电容 器 极 板 上 电荷 e 以 等 式 J = de/dt 相关 . 对 于 随时 间 依 照 单 
色 规 律 变化 的 量 , 根据 电容 C(w) 的 定义 ,我 们 有 w=e/C(w). 在 (81 .4 式 中 令 
Q 此 时 它 是 通过 其 他 的 变量 表示 的 , 代替 等 温 的 导数 9e/8p 和 图 数 局 , 其 中 将 出 
现 绝热 的 as/ap 和 函数 Po. 两 个 表达 式 当 然 是 等 价 的 . 
@ 为 了 满足 准 稳 态 条 件 , 回路 的 尺度 必须 小 于 波长 c/w. 然而 这 个 限制 并 不 具有 原 
则 性 的 特征 , 也 不 影响 所 述 结 论 的 普遍 性 . 
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=0,J= 一 iwe, 我 们 首先 求 得 , 即使 在 电容 内 存在 色散 时 回路 的 本 征 频 率 和 
从 前 一 样 满足 汤姆 孙 关 系 (62.5): 
w= (81.5) 
其 次 , 将 等 式 (81.4) 乘 以 J = de/dt 并 如 同 在 推导 (80.12) 式 时 那样 研究 
“ 淮 单 色 ” 量 , 不 难得 到 : 
5 d {至 0 


te Th ee er 





由 这 个 等 式 的 形式 可 知 , 花 括号 内 的 表达 式 是 振荡 回路 的 能 量 多 . 代入 J = 
一 iwe 并 利用 (81.5) 式 , 我 们 将 这 个 表达 式 的 第 一 项 变换 为 


Te Eee — Op 
Li= Luwe = L029 一 二 一 
a De 2 
最 终 我 们 将 回路 的 能 量 写 为 以 下 形式 @: 
— 1d(w0) wo? 


我 们 必须 在 电容 器 极 板 有 小 位 移 的 情况 下 , 亦 即 在 其 电容 有 小 变化 时 , 计 
算 这 一 能 量 的 变 分 . 在 交 变 场 中 , 这 一 位 移 必 须 看 作 发 生得 无 限 缓慢 . 但 在 作 
这 样 的 变化 时 , 等 于 振动 能 与 频率 之 比值 @ (所 有 线性 振动 系统 都 如 此 ) 的 浸 
渐 不 变量 保持 为 常量 . 因此 , 8( 多 /w) = 0, 亦 即 


6 = ZY. (81.7) 
由 等 式 (81.5) 我 们 得 到 , 在 电容 器 的 电容 变化 很 小 时 : 
6w 0C 
er (81.8) 
但 电容 的 变化 由 两 部 分 相 加 而 成 : 
dC 
SC = (5C)st 十 bw， (81.9) 


第 一 项 是 “静态 ”部 分 , 它 与 形变 的 关系 和 在 静态 场 时 一 样 (此 处 最 为 重要 的 
是 , 存在 色散 时 电容 C(w) 和 在 静态 场 时 一 样 是 用 <s(w) 表示 的 ). 第 二 项 直接 
与 频率 改变 有 关 . 从 (81.8) 一 (81.9) 式 我 们 求 得 , 对 于 静态 部 分 
1 d(w20) 
(8C)st = ww? dw 
@ 为 了 公式 书写 的 简洁 ,此 处 及 以 下 我 们 略 去 了 能 量 中 的 “ 非 电 磁 ” 部 分 4. 
@ 试 与 本 教程 第 一 卷 849 比较 . 所 指 物理 量 的 不 变性 在 量子 理论 的 语言 中 特别 直 
观 : 比值 多 /j 是 态 的 量子 数 ,在 浸 渐 变化 条 件 下 是 不 改变 的 . 





Bw. (81.10) 
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在 将 (81.6) 式 代 入 (81.7) 式 并 计 及 (81.10) 时 , 导数 dC/dw 消失 , 所 得 到 的 能 
量变 分 的 形式 为 


5 豆 
8Y = -S$ (80) 二 二 


a 
这 实际 上 与 (81.3) 式 中 第 二 项 的 平均 相同 . 

我 们 注意 到 , 9 多 中 对 w 的 导数 的 项 的 消失 具有 普遍 性 , 与 改变 物体 (这 
里 是 电容 器 ) 状态 的 具体 方法 无 关 . 特别 是 , 在 s 发 生 小 改变 时 , 自由 能 变化 的 
公式 (14.1) 


5C)s ， (81.11) 


E? 
8F = fr (81.12) 


对 于 具有 色散 的 介质 依然 适用 (用 到 代 换 了 E?). 

知道 了 应 力 张 量 , 便 可 按照 公式 (75.17) 求 得 作用 于 介 电 体 单 位 体积 上 的 
力 . 此 时 含有 空间 导数 的 项 与 (75.18) 式 (其 中 令 j=1) 中 对 应 项 的 时 间 平 均 
值 相 同 . 含 时 间 导 数 的 一 项 (亚伯拉罕 力 ) 则 不 同 . 实际 上 , 这 一 项 是 作为 两 项 
之 考 

4rce (ot ot 

的 形式 出 现 的 , 现在 应 当 进 行 时 间 平 均 . 为 此 我 们 将 D, ,五 均 表 示 为 复数 
形式 ( 亦 即 将 它们 代 换 为 (DD 十 D*)/2 等 ), 之 后 对 导数 9D/6t 我 们 使 用 公式 
(80.10). 结果 得 到 形式 为 


人 到 Dx 本 - 5x)) 


se DReT (BxH')+ ew Re ( 完 *H) (81.13) 
的 亚伯拉罕 力 (X. 所 申 纳 , B. H. 卡尔 普 曼 , 1976). 

有 关 交 变 场 中 应 力 张 量 的 问题 不 仅 对 透明 介质 有 意义 , 而 且 对 于 吸收 介 
质 也 有 意义 , 这 与 有 关内 能 的 问题 不 同 , 内 能 问题 只 能 在 忽略 耗 散 时 表述 . 然 
而 , 有 根据 认为 在 吸收 介质 中 应 力 张 量 不 可 能 仅 由 介 电 常量 一 个 量 表达 , 因此 
一 般 说 来 不 可 能 通过 宏观 途径 得 到 其 普遍 形式 . 


$82 函数 e(w) 的 解析 性 质 


(77.3) 式 中 的 函数 f(7) 对 于 其 所 有 宗 量 值 包括 7 = 0@ 都 是 有 限 的 . 在 介 
电 体 中 这 个 函数 在 + 一 oo 时 趋 于 零 . 这 种 情况 直接 表述 了 一 个 事实 , 即 非常 
早 时 刻 的 E(t) 值 不 可 能 显著 地 影响 当下 时 刻 的 D(t) 值 . 作为 形 为 (73.3) 式 


@ 正 是 为 了 这 一 目的 ,在 (77.3) 的 积分 函数 关系 中 分 出 了 E(t) 项 ; 在 相反 的 情况 
下 , 函数 f(7) 在 r=0 时 将 会 有 8 函数 型 的 奇 点 . 
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的 积分 函数 关系 基础 的 物理 机 制 是 电极 化 建立 的 过 程 . 因此 函数 f(7) 的 值 显 
昔 地 不 同 于 零 的 取 值 区 间 具 有 弛 驳 时 间 的 数量 级 , 弛 豫 时 间 表 征 这 些 过 程 的 
速度 . 

以 上 所 述 也 适用 于 金属 , 但 有 一 点 差别 , 即 对 金属 在 7 一 co 时 趋 于 零 的 
不 是 f(7), 而 是 差 式 fr)- 4rc. 这 种 差别 与 已 经 有 稳 恒 的 传导 电流 通过 有 关 ， 
尽管 它 没有 引起 金属 的 任何 真正 的 物理 状态 的 改变 , 但 在 我 们 的 方程 中 以 


或 
D(t) = 4nxoE(T)dT = 4no > E(t —7)dr 
一 oo 0 


形式 地 表明 了 电感 应 强度 DD 的 出 现 . 
按照 (77.5) 式 , 函数 s(w) 的 定义 为 : 


E(w) 三 工 十 人 eie7 j(r)dr7. (82.1) 


将 w 看 作 复 变 数 (w = w' +iw), 有 可 能 阐明 这 个 函数 的 某 些 非 常 普 遍 的 性 质 . 
注意 到 介 电 极 化 率 [e(w) 一 1]/(47) 属于 已 在 本 教程 第 五 卷 8123 研究 过 的 一 类 
量 (广义 响应 率 ), 这 些 性 质 本 可 以 在 此 立即 表述 出 来 . 然而 , 抱 着 方便 阅读 以 
及 强调 介 电 体 与 金属 之 间 的 某 些 差别 的 目的 , 我 们 在 此 还 是 要 部 分 地 重复 相 
应 的 论断 和 结果 . 

从 定义 (82.1) 和 上 述 f(7) 的 性 质 可 得 出 , s(w) 在 整个 上 半 平 面 是 单 值 函 
数 , 不 会 在 任 一 点 趋 于 无 穷 , 亦 即 没有 任何 奇 点 . 实际 上 当 w”> 0 时 , 公式 
(82.1) 的 被 积 函数 表达 式 中 有 指数 衰减 因子 e-“", 而 因为 函数 f(7) 在 整个 积 
分 区 间 有 限 , 故 积分 收敛 . 除了 坐标 原点 有 可 能 是 仅 有 的 例外 (对 于 金属 e(w) 
在 这 点 有 一 个 单 极点 ), 函数 s(w) 在 实 轴 (w” = 0) 本 身 也 没有 奇 点 . 

(82.1) 的 定义 在 下 半 平 面 不 适用 , 因为 积分 发 散 . 所 以 在 下 半 平 面 函 数 
e(w) 只 能 由 上 半 平 面 公式 (82.1) 的 解析 延 拓 定义 . 函数 s(w) 在 这 个 区 域 一 般 
来 说 有 奇 点 . 函数 e(w) 在 上 半 平 面 不 仅 有 数学 意义 , 而 且 有 物理 意义 : 它 确 
定 振 幅 以 e*”t 的 方式 增 大 的 百 和 万 之 间 的 关系 . 在 下 半 平 面 , 这 样 的 物理 
解释 已 不 再 可 能 , 因为 即便 衰减 场 (以 exp(-| wt) 的 方式 ) 的 存在 也 表示 当 
t 一 一 00 时 场 成 为 无 穷 大 量 . 

我 们 注意 到 , 函数 e(w) 在 上 半 平 面 无 奇 点 的 结论 , 从 物理 的 观点 看 来 , 是 
因果 律 的 必然 后 果 . 因果 律 体现 在 (77.3) 式 的 积分 只 对 先 于 给 定时 刻 上 的 时 
间 进 行 , 结果 在 公式 (82.1) 中 积分 区 间 从 0 延伸 至 co (而 不 是 从 -co 到 +oo). 








882 函数 E(w) 的 解析 性 质 . 347 ， 


其 次 , 由 (82.1) 的 定义 , 显然 有 
c(-w*)] = e*(w). (82.2) 
这 是 w 为 实数 时 的 关系 式 (77.7) 的 推广 . 特别 是 , 对 于 w 为 纯 虚 数值 我 们 有 
e(iw”) = e* (iw”). (82.3) 


这 表明 在 上 半 虚 轴 函 数 ce(w) 是 实 的 @. 
我 们 在 此 强调 ，(82.2) 式 的 性 质 所 表达 的 是 这 样 一 个 事实 , 即 算 符 关 系 
万 = 红 必 须 在 五 为 实数 时 保证 DD 为 实数 . 如 果 用 实数 表达 式 


E= Eoe t+ preiot (82.4) 
给 出 函数 忆 (t), 则 在 将 算 符 & 作用 于 两 项 中 的 每 一 项 后 , 得 到 
D= e(w)Eoe t+e(—w’)pEeeiot, 


这 个 量 为 实数 的 条 件 与 (82. 2) 相同 . 
根据 880 的 结果 ,在 w = w 为 正 实数 值 ( 亦 即 在 实 轴 的 右 半 部 分 ) 时 , e(w) 
的 虚 部 为 正 . 由 于 按照 (82.2) 式 , ms(-w') = -Ime(w/), 则 在 实 轴 的 左 半 部 分 
a(w) 的 虚 部 为 负 . 因此 
Ime>0 当 w=w'>0 时 ， 


(82.5) 
Ime<0 当 w=w'<0 时 . 


在 w=0 点 , 函数 Ime 通过 零 (在 介 电 体 中 ) 或 无 穷 大 (在 金属 中 ) 后 变 号 . 这 
是 在 实 轴 上 Im s(w) 可 以 为 零 的 唯一 的 一 点 . 

当 w 在 上 半 平 面 沿 任何 路 径 趋 于 无 穷 大 时 , 函数 e(w) 趋 于 1， 这 种 情 
况 已 在 878 中 对 于 w 沿 实 轴 趋 于 无 穷 时 指出 过 .在 普遍 情况 下 这 也 可 由 公式 
(82.1) 看 出 : 如 果 w 一 co 的 方式 是 w” 一 oo, 则 由 于 被 积 函数 表达 式 中 存在 
exp( 一 7w”) 因子 , (82.1) 式 中 的 积分 等 于 零 ; 如 果 ww 保持 有 限 , 而 是 |w'| 一 co， 
则 由 于 存在 振荡 因子 ei” 而 使 得 积分 等 于 零 . 

以 上 列举 的 函数 e(w) 的 性 质 已 足够 证 明 以 下 定理 : 除了 虚 轴 上 的 点 之 外 ， 
函数 s(w) 在 上 半 平 面 的 任何 有 限 点 上 都 不 取 实 数值 ; 在 虚 轴 上 , s(w) 从 w = i0 
时 的 so > 1 (对 于 介 电 体 ) 或 +ce (对 于 金属 ) 单调 衰减 至 w= ioo 时 的 1. 特别 

@ 对 于 下 半 虚 轴 , 一 般 而 言 , 这 个 结论 是 不 正确 的 . 在 下 半 虚 轴 上 , 函数 e(w) 可 能 
有 分 支点 , 而 为 了 在 下 半 平 面 定义 e(w) 为 解析 函数 , 有 可 能 必须 沿 负 虚 轴 作 割 线 . 此 时 
等 式 (82.2) 仅 表示 s(w) 在 割 线 两 侧 的 复 共 思 值 . 
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是 由 此 得 出 , 函数 e(w) 在 上 半 平 面 没 有 零点 . 我 们 不 在 此 重复 在 本 教程 第 五 
卷 8123 进行 过 的 这 些 论断 的 证 明 . 需要 记 住 的 是 , 起 广义 响应 率 作 用 的 不 是 
图 数 e(w) 本 身 , 而 是 差 值 =<(w) 一 1. 

我 们 也 不 再 重复 推导 联系 函数 s(w) 的 虚 部 和 实 部 之 间 的 关系 式 , 只 是 对 
标记 符号 作 适 当 修 改 后 写 出 最 后 的 公式 . 

如 同 在 877 中 一 样 ,我 们 将 实 变量 w 的 水 数 e(w) 写 为 e(w) = e'(w)+ie”(w) 
的 形式 . 如 果 函 数 s(w) 是 对 于 介 电 体 的 , 则 所 涉及 的 关系 式 为 


十 oo 
// 
e'(w)—1= = dz， (82.6) 
十 co 
1 了 三 业 
Ee’ (w) 一 二 元 / Ee (82.7) 


其 中 积分 符号 中 间 的 斜 杠 表 示 将 有 极点 的 表达 式 的 积分 理解 为 其 主 值 (H. A. 
克拉 默 斯 , R. 工 . 克 勒 尼 希 , 1927). 我 们 记得 , 在 推导 这 些 公 式 时 所 利用 的 函数 
e(w) 的 唯一 重要 性 质 是 其 在 上 半 平 面 没有 奇 点 . 所 以 可 以 说 克拉 默 斯 - 克 勒 
尼 希 公式 (以 及 上 述 函 数 el(w) 的 性 质 ) 是 因果 律 的 直接 后 果 . 

利用 函数 e”(w) 为 奇 函数 的 性 质 , 可 将 公式 (82.6) 化 为 以 下 形式 : 








2 7 ze’ (7) 

2 + 一 一 站 . 

a’'(w)—1 /和 745 (82.8) 
0 


如 果 研 究 的 对 象 是 导体 , 则 函数 e(w) 在 w = 0 点 有 极点 , 在 该 点 附近 
Ee 二 4noi/w ( 见 (77.9) 式 ). 这 导致 公式 (82.7) 中 出 现 附 加 项 (参见 本 教程 第 五 
卷 (123.18) 式 ): 





十 oo 
1 1 
er(w) = —= 人 A (82.9) 
TT = LU 
一 Do 


而 公式 (82.6) 或 (82.8) 保持 不 变 . 除 此 而 外 , 在 金属 的 情况 下 还 应 当 作 以 下 评 
论 . 在 877 未 曾经 指出 , 金属 中 可 以 存在 这 样 一 个 频率 区 , 在 这 个 频率 区 内 , 由 
于 场 的 空间 非 均匀 效应 两 数 =( w) 失去 其 物理 意义 . 然而 , 在 我 们 所 研究 的 公 
式 中 积分 必须 在 全 部 频率 区 间 进 行 . 在 此 情况 下 , 必须 把 e(w) 理解 为 是 在 相 
应 的 频率 区 内 求解 物体 在 虚拟 的 空间 均匀 周期 电场 中 (而 非 一 定 要 在 非 均匀 
的 电磁 波 场 中 ) 的 行为 这 一 形式 性 问题 所 得 到 的 一 个 函数 . 

公式 (82.8) 特别 重要 . 因为 它 给 出 了 这 样 一 种 可 能 性 , 即 如 果 只 是 以 近似 
的 (例如 , 经 验 的 ) 方式 知道 了 给 定 物体 的 函数 e”(w), 也 能 算出 该 物体 的 函数 
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a’(w) 来 . 这 时 重要 的 是 , 对 于 任何 满足 物理 上 必须 要 求 的 当 w>0 时 ae”>0 

的 e”(w), 公式 (82.8) 给 出 与 物理 要 求 没有 矛盾 , 亦 即 原则 上 可 能 的 函数 = (w) 

(s' 的 符号 和 大 小 不 受 任何 一 般 物 理 条 件 的 限制 ). 这 种 情况 给 出 了 甚至 对 近 

似 函 数 e”(w) 利用 公式 (82.8) 的 可 能 性 . 相反 , 公式 (82. 给 不 出 (在 任意 函数 

e'(w) 情况 下 ) 物理 上 允许 的 函数 e”(w) 来 , 因为 它 不 能 自动 保证 e”(w) 为 正 . 
在 色散 理论 中 习惯 于 把 s'(w) 的 表达 式 写 为 以 下 形式 : 


dre? (x) 


m 2 一 04 
0 


a'(w)—1= 了， (82.10) 





其 中 e 和 mm 为 电子 电荷 和 质量 , 而 f(w)/dw 称 为 在 频率 区 间 dw 的 振子 强度 . 
按照 (82.8) 式 , 这 个 量 与 2'(w) 之 间 的 关系 为 


f(w) = ae (w). (82.11) 
在 金属 中 , 当 w 一 0 时 fw) 趋向 有 限 极 限 . 
当 w 之 值 足够 大 时 ，(82.8) 式 的 被 积 函 数 表 达 式 中 与 w? 相 比 可 以 略 去 
2Z2. 于 是 
Tw? 
另 一 方面 , 对 于 高 频 下 的 介 电 常量 , 我 们 有 公式 (78.1). 将 两 个 表达 式 进行 比 
较 , 导致 求 和 规则 


A “ei 


m 
2n2e2 Jo 
其 中 N 为 物质 单位 体积 中 的 电子 总 数 . 
如 果 e”(w) 在 w=0 时 无 奇 点 , 则 在 公式 (82.8) 中 可 取 w 一 0 时 的 极限 ， 
我 们 得 到 


we’ (w)dw = a fl(w)dw = N, (82.12) 
0 





0 ee fs 1 (82.13) 


化 

如 果 w=0 是 函数 e”(w) 的 奇 点 (金属 ), 则 在 w 一 0 时 , 积分 (82.8) 的 极限 与 
在 积分 中 简单 地 删除 w 项 后 所 得 的 值 不 同 .为 了 计算 上 述 极限 , 必须 事先 在 被 
积 聊 数 表 达 式 中 将 e”(w) 换 作 

5 dno 

€ (z) rt 


因为 有 恒等式 
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故 这 一 代 换 不 改变 积分 和 值 . 
对 于 介 电 体 , 可 将 公式 (82.13) 改写 为 以 下 形式 : 


nes N—s 
= Cw 


co 一 1 (82.14) 


其 中 横 杠 标记 对 振子 强度 的 平均 
1 
w=“ = 元/ Li 
这 个 表达 式 对 so 的 各 种 估 值 可 能 有 用 . 
最 后 , 可 以 得 到 通过 在 实 轴 上 的 e”(w) 值 表示 上 半 虚 轴 上 s(w) 值 的 公式 
(相应 的 计算 也 已 在 本 教程 第 五 卷 8123 中 进行 过 ). 这 个 公式 的 形式 为 


. 2 /> we(y) 
e(iw)—1= =/ dx. (82.15) 


m 





如 果 将 这 个 关系 式 的 两 边 对 w 积分 , 则 得 到 
ee 上 人 (82.16) 
0 0 


以 上 所 述 的 全 部 结果 ( 仅 稍 作 改 变 ) 也 都 适用 于 磁 导 率 1(w). 区 别 首先 与 
当 频 率 增 大 时 函数 j(w) 较 早 失去 物理 意义 有 关 . 因此 , 比如 说 , 必须 按 以 下 方 
式 使 用 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 公式 . w 的 取 值 区 间 不 再 是 无 穷 大 而 是 有 限 区 间 
(从 0 到 wi), 这 个 区 间 一 直 延 伸 到 yy 还 有 意义 、 但 已 不 再 变化 且 其 虚 部 可 假 
设 为 零 的 那些 频率 ; 相应 的 jy 的 实数 值 标记 为 yn 此 时 公式 (82.8) 必须 写 
为 以 下 形式 : 





HW (w)— 11 = 2 ~ Se dx. (82.17) 


与 so 相反 , po = HA(0) 之 值 可 以 小 于 1 也 可 以 大 于 1. 1(w) 沿 虚 轴 的 变化 与 从 
前 一 样 是 单调 衰减 不 过 这 次 是 从 po 衰减 到 ja < yo. 

我 们 最 后 指出 , 本 节 所 确定 的 函数 s(w) 的 解析 性 质 , 函数 n)(w) 三 1/e(w) 
也 同样 程度 地 具有 . 例如 , 函数 m(w) 在 上 半 平 面 的 解析 性 是 由 函数 e(w) 在 这 
一 半 平 面 的 解析 性 和 没有 零点 推 得 的 . 对 于 wn(w), 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 关系 式 
(82.6) 一 (82.7) 也 如 同 对 于 e(w) 一 样 适用 . 








@ 事实 上 wi 必须 满足 条 件 war > 1, 其 中 为 磁体 中 铁 磁 或 顺 磁 过 程 的 最 小 弛 豫 
时 间 . 
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883 平面 单 色 波 
对 于 单 色 场 , 麦克 斯 韦 方程 (77.2) 的 形式 为 
iwu(w)H = crot E, iwe(w)E = -crotH. (83.1) 


这 两 个 方程 本 身 已 构成 完备 方程 组 , 因为 方程 (77.1) 可 从 (83.1) 自动 得 到 , 从 
而 不 必 再 单独 研究. 假设 介质 是 均匀 的 并 从 方程 (83.1) 中 消去 五 (或 EB), 我 
们 得 到 二 阶 方程 ， 

AE+ sus =0 (83.2) 


(以 及 对 于 五 的 同样 方程 ). 

我 们 来 研究 在 均匀 无 限 介质 中 传播 的 平面 电磁 波 . 在 真空 内 的 平面 波 中 
场 与 坐标 的 依赖 关系 由 具有 实 波 矢 上 的 因子 e*" 给 出 . 当 研 究 波 在 实物 介质 
中 的 传播 时 , 在 一 般 情 况 下 , 必须 引入 复 矢 量 k: 


k=k +ik’, 


其 中 k',k” 为 实 矢量 . 
令 马 和 万 正比 于 ei*" 并 在 方程 (83.1) 中 对 坐标 求 微 商 , 我 们 得 到 


wuH=ckx E, weE=-ckxH. (83.3) 
从 这 两 个 关系 式 中 消去 巨 或 瑟 , 我 们 得 到 波 矢 平方 的 以 下 表达 式 : 
12 三 1 一 有 2 十 2i .17 = 二 入 (83.4) 


我 们 看 到 , 只 有 当 s 和 为 实数 且 为 正 时 ,& 才 可 能 是 实 的 . 但 即使 在 这 种 情 
况 下 , 如 果 k'.k” = 0,k 也 可 能 是 复 的 (我 们 将 在 研究 全 反射 时 遇 到 这 种 情况 ， 
见 886). 

应 当 注 意 到 在 复 k 的 普遍 情况 下 , 只 是 在 一 定 的 意义 下 , 才 将 波 称 作 “ 平 
面 ” 波 . 写 出 


. sp [Ah 
eik™ a eit ‘Trek 人 


我 们 看 到 , 垂直 于 矢量 k' 的 平面 是 等 相位 平面 . 而 恒定 振幅 平面 是 垂直 于 矢 
量 的 平面 , 在 k” 方向 上 波 发 生 衰减 . 至 于 场 本 身 具有 恒定 值 的 表面 , 它们 
在 普遍 情况 下 一 般 不 再 是 平面 . 这 样 的 波 称 为 非 均匀 平面 波 , 以 区 别 于 通常 的 
均匀 平面 波 . 
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普遍 情况 下 电场 和 磁场 分 量 之 间 的 关系 由 (83.3) 式 给 出 . 特别 是 , 用 开标 
乘 这 些 公式 , 我 们 得 到 


k.E=0, k.H=)0, (83.5) 
平方 (83.3) 式 中 的 任何 一 个 等 式 并 利用 (83.4) 式 , 我 们 求 得 
E? = EH?. (83.6) 





但 是 应 当 记 住 , 由 于 k, EB,H 这 三 个 矢量 都 是 复 的 , 在 普遍 情况 下 这 些 关系 式 
没有 通常 它们 为 实数 时 那样 的 直观 意义 . 
我 们 不 去 详细 讨论 在 普遍 情况 下 得 到 的 繁杂 的 关系 式 , 仅 研究 一 些 更 为 
重要 的 特殊 情况 . 
从 在 无 吸收 (透明 ) 均匀 介质 中 无 衰减 传播 的 波 得 到 的 结果 特别 简单 . 在 
一 情况 下 , 波 矢 为 实 矢 量 且 其 数值 等 于 
v 权 < = i (83.7) 


其 中 n= VEk 称 作 介 质 的 折射 率 . 无 论 电 场 强 度 还 是 磁场 强度 都 在 垂直 于 K 
的 平面 上 ( 纯 横 波 ), 同时 它们 互相 垂直 并 以 关系 式 


H= /2 x 太 (83.8) 
HL 
相 联 系 (1 为 方向 的 单位 矢量 ). 由 此 得 出 
ep.E*=/H.H:; 
然而 , 这 并 不 意味 着 在 波 中 (如 同 在 无 色散 时 那样 ) 电能 和 磁 能 的 相等 , 因为 


它们 是 由 另外 的 公式 给 出 的 (公式 (80.11) 中 的 两 项 ). 在 这 种 情况 下 可 将 电磁 
能 的 总 密度 化 为 以 下 形式 : 


HE 1 dd 5 E 和 
U = Te (wien)EB:.E Te 五 ”， (83.9) 
波 在 介质 中 的 传播 速度 v 由 大 家 熟知 的 群 速度 公式 确定 ®: 
dw e 


此 时 w= 5/U, 与 群 速度 为 波 包 中 能 量 的 传播 速度 的 物理 意义 相对 应 ; 此 处 
为 公式 (83.9) 给 出 的 能 密度 , 而 


一 他 E 加 
@ 在 存在 大量 吸 收 时 引入 和 群 速度 概念 一 般 是 能 的 , 因为 在 吸收 介质 中 波 包 不 


传播 , 而 是 很 快 地 被 抹 平 了 
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为 坡 印 享 矢量 的 平均 秆 . 在 没有 色散 时 , 折射 率 与 频率 无 关 , 表达 式 (83.10) 厂 
端 简单 地 变 为 c/n( 与 (75.13) 式 比较 ). 

其 次 , 我 们 来 研究 电磁 波 在 吸收 介质 中 传播 的 较 普遍 情况 , 此 时 波 矢 具有 
确定 的 方向 , 亦 即 k' 和 kk” 相互 平行 . 这 种 波 是 真正 意义 上 的 平面 波 , 因为 场 
为 恒定 值 的 表面 在 其 中 为 垂直 于 传播 方向 的 平面 (均匀 平面 波 ). 

在 这 种 情况 下 , 可 以 根据 = kl (其 中 1 为 k' 和 k” 方 向 的 单位 矢量 ) 引 
入 波 矢 的 复 “长 度 "k, 并 由 (83.4) 我 们 有 = Yepw/c. 通常 用 实 的 n 和 x 将 
复数 量 VEH 写 为 n 二 ix, 因此 


k= Van= = (n+ i (83.12) 


量 ” 称 为 物质 的 折射 率 , 而 x 称 为 物质 的 吸收 系数 ， 后 者 由 波 在 传播 过 程 申 
的 衰减 程度 确定 .不 过 , 我 们 这 里 要 强调 指出 的 是 , 波 的 衰减 并 不 - 定 与 存在 
真正 的 吸收 有 关 , 能 量 的 耗 散 只 出 现在 = 或 j 为 复数 时 ; 而 吸收 系数 x 在 实 
的 ( 负 的 ) e 和风 时 也 可 以 不 为 零 . 

我 们 可 以 用 介 电 常量 的 实 部 和 虚 部 来 表示 n 和 x, 此 时 我 们 假定 /4 = 1. 
从 等 式 n?2 一 苔 十 2i nx 二 e=e’ 十 i ,我 们 有 


n2—x =e, 2nx=e’. 


对 n 入 解 这 两 个 方程 式 , 我 们 得 到 巴 





Je' + VET Te | —e! i a 

a 

特别 是 , 对 于 处 于 (77.9) 式 仍然 适用 的 频率 范围 内 的 金属 , s 的 虚 部 与 实 部 相 

比 大 得 多 , 而 且 与 电导 率 以 s% = 4ro/w 相关 ; 与 2 相 比 略 去 = 我 们 求 得 n 
和 x 相同 并 等 于 (与 (59.4) 式 一 致 ) 








(83.13) 





2 
= (83.14) 
w 


对 于 现在 研究 的 均匀 平面 波 中 的 场 巨 和 五 之 间 的 关系 , 我们 重新 得 到 
公式 (83.8), 但 其 中 的 s 和 现在 为 复数 公式 再 次 表明 , 电场 和 磁场 垂直 于 
波 传播 方向 且 相 互 垂 直 . 如 果 j=1, 将 Ve 写 为 


= Vm2 十 xf2 exp i arctan (z=)| 
的 形式 后 , 我 们 看 到 磁场 强度 为 电场 强度 的 Viz 十 痉 倍 , 而 相位 落后 了 角度 
arctan(x/n); 在 (83.14) 式 的 情况 下 , 相位 差 为 x/4. 


@ 由 于 e”>0, 则 nn 和 x 的 正 负 号 必须 相同 以 与 波 在 自己 的 传播 方向 上 衰减 相对 
应 . 在 (83.13) 式 中 选择 正 号 对 应 于 沿 正 zxz 轴 方 向 传播 的 波 . 
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习 题 
空间 某 一 区 域 在 给 定时 刻 (t 二 0) 出 现 电 磁 扰 动 . 因 没 有 外 源 维 持 , 该 扰 
动 将 随时 间 衰 减 . 试 求 出 决定 这 一 衰减 的 衰减 率 ， 


A nn ecard 具有 波 矢 尼 ( 实 矢 
量 !) 的 分 量 . 这 个 分 量 对 今后 时 间 的 依赖 关系 (对 于 足够 大 的 时 间 tt) 由 因子 
8-i%t 给 出 , 其 中 心 即 为 我 们 所 要 确定 的 复 频 率 ; 衰减 率 为 - Imnw. 

从 方程 

ctH=rotEB=ikxE, cliD=rotH=ikxH 


中 消去 五, 我们 得 到 
cD=Ekx(kxE). (1) 
我 们 选择 此 的 方向 为 x 轴 ， 由 此 对 于 扰动 的 纵向 部 分 我 们 有 D, 二 0, 因此 
D; = 0， 
另 一 方面 , D, 与 已 , 的 依赖 关系 由 积分 算 符 给 出 ; 


E(t)=é-!D;, = 小 F(t —7)D,(T)dr. (2) 
由 于 当前 情况 下 在 t+>0 时 Dlt)= 二 0 (这 表明 在 t>0 时 没有 场 源 ), 于 是 
0 
BE,lt) -人 F(R (3) 


由 此 可 见 , 在 t 很 大 时 , 忆 s 对 时 间 的 依赖 关系 基本 上 取决 于 函数 忆 (t) 对 时 间 
的 依赖 关系 . 
对 于 单 色 场 我 们 从 (3) 式 有 : 


3 - 0 Frjewrdr 


十 oo 
F(t) = | i ed 
_oo E(w) 27 


为 了 在 t 很 大 时 对 这 个 积分 进行 估 值 , 我 们 将 积分 路 径 移 至 w 的 下 半 平 面 ,在 
该 处 被 积 函 数 表 达 式 快速 衰减 . 为 此 必须 绕 过 函数 1/e(w) 的 所 有 奇 点 , 亦 即 
人 结果 积分 基本 上 正比 于 er-iwot 其 中 为 
前 述 述 奇 点 中 离 实 灿 最 近 的 一 个 这 就 给 出 了 对 扰动 的 纵向 部 分 问题 的 解 . 

对 于 横向 分 量 我 们 从 (1) 式 有 


以 及 , 反 过 来 ， 


J 二 
Dz + k2E,s = 0. 
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类 似 的 研究 给 出 的 结论 是 , 现在 情况 下 所 寻求 的 频率 wo 是 函数 w2e(w) 一 c212 
离 实 轴 最 近 的 零点 或 分 支点 . 


§84 透明 介质 


我 们 将 要 把 在 882 所 得 的 普遍 公式 应 用 于 (在 给 定 频率 区 间 ) 弱 吸 收 介 
质 , 亦 即 我 们 将 假定 , 介 电 常 量 的 虚 部 对 于 这 些 频 率 可 以 忽略 . 

在 这 样 的 情况 下 , 公式 (82.8) 中 有 双 主 值 成 为 多 余 , 因为 x =w 已 不 在 积分 
区 域内 . 此 后 这 个 积分 将 与 通常 的 在 被 积 函 数 表达 式 没有 奇 点 的 积分 一 样 , 可 
以 对 参数 w 肥 微 商 . 进行 这 样 的 运算 后 , 我 们 得 到 
de dw /六 ze zjdz 


dy TJo (oo 一 2z2)2 
由 于 被 积 函 数 在 整个 积分 区 间 均 肥 正 值 , 我 们 得 出 的 结论 是 
de(w) 
dw 

亦 即 在 无 吸收 区 介 电 常 量 是 频率 的 单调 递增 函数 . 
采用 类 似 的 方式 , 在 同一 频率 区 还 得 到 另 一 个 不 等 式 : 


di dw /™ re”(z) 
二 0 
二 Le 一 切 | de > 0 





>0, (84.1) 





或 
de 2(1—e) 


dw WwW 
如 果 e < 1 或 甚至 为 负 , 则 这 个 不 等 式 比 不 等 式 (84.1) 更 强 @. 
我 们 注意 到 , 不 等 式 (84.1) 和 (84.2) (以 及 对 于 1(w) 的 类 似 不 等 式 ) 自动 
保证 了 波 传播 速度 满足 不 等 式 w < c. 例如 , 1 = 1 时 我 们 有 n= VE, 用 nz? 代 
替 (84.1) 和 (84.2) 式 中 的 s, 我 们 得 到 


(84.2) 








ee (84.3) 


因此 , 对 于 (83.10) 式 的 速度 v 得 到 两 个 不 等 式 w < c/n 和 < cn, 由 此 可 见 ， 
无 论 n > 1 时 还 是 n <1 时 都 有 <c. 这 些 不 等 式 还 表明 > 0, 亦 即 群 速度 
指向 波 矢 方 向 . 群 速度 的 这 个 性 质 非常 自然 , 虽然 从 纯粹 逻辑 学 的 观点 来 看 并 
非 必 然 . 


@ 取 不 等 式 (84.1) 和 (84.2) 之 和 的 一 半 , 我 们 求 得 dlwsj/dw > 1 这 个 不 等 式 比 
(80.13) 更 强 . 
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假设 弱 吸 收 区 延伸 到 从 wi 到 wo (而 且 ws > wi) 的 很 宽 的 频率 区 间 , 我 
们 来 研究 这 样 的 频率 w, 它们 的 取 值 为 wi 之 w < 娘 w2. 此 时 (82.8) 式 的 积分 区 
间 被 分 成 了 两 部 分 : x < wi 与 x > wo. 在 第 一 个 区 间 , 与 w 相 比 被 积 函 数 表达 
式 分 母 中 的 z 可 忽略 , 而 在 第 二 个 区 间 , 与 z 相 比 被 积 函 数 表 达 式 分 母 中 的 w 
可 以 忽略 : 人 下 
s(w) 一 1 十 一 Ez) | ze’ (x)dz, (84.4) 
这 也 就 是 说 , 在 我 们 所 研究 的 频率 区 内 因数 e(w) 的 形式 为 a 一 b/w?, 其 中 a 和 
b 为 正 的 常量 . 第 二 个 常量 可 通过 引起 在 0 到 wi 频率 区 间 吸 收 的 振子 强度 Ni 
(参见 (82.12) 式 ) 来 表达 , 于 是 





A4xNie? 
@ 一 2 ， 
mw 





e(w) = (84.5) 


从 这 个 表达 式 得 出 , 在 足够 宽 的 弱 吸收 区 内 , 介 电 常量 一 般 说 来 会 通过 零 
点 与 此 相关 我 们 记得 , 真正 的 透明 介质 是 其 中 e(w) 不 仅 是 实数 而 且 是 正 实 
数 的 介质 ; 当 e 为 负 值 时 波 在 介质 内 部 衰减 , 虽然 在 波 中 并 没有 出 现 真正 的 能 
量 耗 散 . 

对 于 使 得 s = 0 的 频率 , 电感 应 强度 D 恒 等 于 零 , 而 且 麦 克 斯 韦 方程 在 
磁场 等 于 零 时 允许 仅 满足 rot 吾 = 0 一 个 方程 的 交 变 电场 存在 . 换 句 话说 , 在 
这 种 情况 下 可 能 存在 纵向 电波 . 为 了 确定 这 个 波 的 传播 速度 , 不 仅 必须 考虑 介 
电 常 量 对 频率 的 色散 , 而 且 也 必须 考虑 介 电 常量 对 波 矢 的 色散 ; 在 8105 中 我 
们 将 再 回 到 这 个 问题 . 

最 后 , 假设 在 宽阔 的 透明 区 内 有 一 个 围绕 某 一 频率 wo 的 狭 罕 的 吸收 区 
(' 线 ”). 我 们 来 研究 这 个 频率 的 邻 域 , 它 满足 条 件 


7Y | — wol < wo, (84.6) 


其 中 7 为 线 宽 . 在 这 个 频 区 内 ，(82.6) 式 的 被 积 也 数 中 除了 快 变 函 数 e”(z) 之 
外 , 可 将 > 处 处 换 成 wo. 于 是 我 们 得 到 


1 
E(w) 包 e'(w) 名 元 ww) fetaas, (84.7) 
其 中 积分 对 吸收 线 进行 . 
习 题 


1) 


具有 清晰 波 阵 面 的 平面 电磁 波 从 法 线 方向 入 射 到 充满 透明 介质 (1 = 
(A. 索 


的 半空 间 (z > 0) 的 边界 面 上 . 试 确定 进入 介质 内 部 的 波 的 波 阵 面 结构 
英 菲 ,L. 布 里 洲 , 1914). 
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解 : 假设 波 在 上 = 0 时 刻 入 射 到 介质 边界 面 , 因此 在 z= 二 0 处 入 射 波 的 场 
当 t+<0 时 : 万 =0; 当 上 >0 时 : Ec eiwot. 


通过 将 这 个 场 展 开 为 时 间 的 传 里 叶 积分 , 我 们 把 问题 归结 为 不 同 频率 的 无 限 
扩展 波 入 射 到 同一 边界 面 上 . 频率 为 w 的 侍 里 叶 分 量 的 振幅 正比 于 


/ ei( -0)7q7. 
0 


在 频率 为 w 的 波 入 射 时 透射 穿 入 介质 的 波 的 形式 为 
,CO 
a(w) exp (~iwt + nz) 
其 中 振幅 a(w) 为 频率 的 缓 变 函 数 . 所 以 在 当前 情况 下 介质 中 波 的 场 
十 co %e 
E «| dwa(w) exp (-et+isnz) / eite 一 “ojrd7. 
8 C 0 


在 波 阵 面 附近 区 域内 , 接近 wo 的 w 值 对 积分 起 重要 作用 . 引入 新 的 变量 
上 =w 一 ao, 把 a(w) 换 作 a(wo), 而 将 指数 展开 为 起 的 畦 级 数 . 略 去 所 有 不 重要 
的 常数 和 相位 因子 后 , 我 们 得 到 


ZN if2 ww 
Bx/ ee op {i (7 -t+ =-) -二 + 坊 }aear 


其 中 以 二 Ulwo) 为 波 的 传播 速度 (83.10), 而 由 二 本 . 对 & 进行 积分 ,很 容 
易 导 致 妃 的 以 下 形式 : 
Ee | ea w= = 


他 V27zlu!| 
(指数 中 的 符号 依赖 于 w 的 符号 ). 在 靠近 其 波 阵 面 处 波 的 强度 分 布 规律 为 


co  ， 2 
六 cd， 


这 个 公式 的 形式 与 在 菲 涅 耳 衍 射 时 决定 靠近 影子 边缘 强度 分 布 的 公式 
(参见 本 教程 第 二 卷 860) 相同 . 当 w > 0 时 , 强度 随 w 的 增加 单调 减 小 , 而 当 
由 < 0 时 以 不 断 减 小 的 振幅 围绕 常数 值 作 振荡 , 当 了 一 -co 时 趋 于 此 一 常数 . 

在 所 研究 的 波 阵 面 之 前 很 大 的 距离 处 , 有 以 速度 c 传 播 的 所 谓 “ 前 兆 波 ”， 
它们 对 应 于 具有 很 高 频率 的 传 里 叶 分 量 , 对 于 这 些 分 量 = 一 1. 





ww 一 wo0 





了 cx 
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$85 几何 光学 


大 家 知道 , 几何 光学 的 适用 条 件 是 与 所 讨论 问题 的 尺度 1 相 比 , 波长 和 很 
小 (参见 本 教程 第 二 卷 853)， 几 何 光 学 与 波动 光学 的 关系 是 这 样 建立 的 , 即 
入 声 1 时 , 所 有 的 描述 波 场 的 量 ( 百 或 五 的 任 一 分 量 ) p 由 形 如 


中 一 ae 让 


的 公式 表示 , 其 中 振幅 a 为 坐标 及 时 间 的 缓 变 函数 , 而 相位 yw 为 坐标 和 时 间 
的 很 大 的 “ 列 线 性 ”函数 . 后 者 在 几何 光学 中 称 为 程 函 , 并 在 几何 光学 中 起 基 
本 作用 . 程 函 的 时 间 导 数 决定 波 的 频率 : 


ov _ 


而 它 对 坐标 的 导数 确定 波 矢 : 
Vy =k, (85.2) 


从 而 确定 了 光线 在 空间 每 一 点 的 方向 . 
在 稳 恒 条 件 下 单 色 波 的 频率 为 常量 , 而 程 函 对 时 间 的 依赖 关系 由 一 wt 给 
出 . 此 时 代替 vy, 我 们 按照 


力 = 一 wt+ = (x,y, 2) (85.3) 
引入 另 一 个 函数 1 (今后 也 称 其 为 程 函 ); wi 仅 是 坐标 的 函数 , 而 其 梯度 为 


VWV1 = n, (85.4) 
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其 中 nn 为 矢量 , 它 与 此 的 关系 为 
k= <n. (85.5) 
矢量 的 大 小 等 于 介质 包 的 折射 率 m. 所 以 光线 在 折射 率 为 w(z,y z) (给 
定 的 坐标 函数 ) 的 介质 中 传播 的 程 函 方程 为 


2 /OW BuwWiN” OW 2 2 
光线 在 稳 恒 条 件 下 的 传播 方程 也 可 从 费 马 原 理 得 到 ,按照 这 个 原理 , 对 于 
在 空间 给 定 两 点 4 和 B 之 间 的 光 程 积分 


B B 
= dl = dl 
V1 A nN Nn 
取 极 小 值 . 令 这 个 积分 的 变 分 等 于 零 , 我 们 有 
B 
V1 = (Sndl 十 08d1) = 0. 
4 
假定 sr 为 光 程 在 变 分 时 的 位 移 , 此 时 有 
n= 6r.Vn, 9dq! =! .dor， 


其 中 1 为 与 光线 相 切 的 单位 矢量 . 将 以 上 各 量 代 入 8wi 并 对 第 二 项 进行 分 部 
积分 (考虑 到 在 A 点 和 B 点 sr 为 零 ), 我 们 得 到 


好 B B l 
ov:= | er-vndi+ n.dsr= | RR) - 6rdl = 0. 
A A A dl 


由 此 得 到 








3 = Vn (85.7) 
展开 导数 项 并 代入 ~ 二 1. Vn, 将 这 个 方程 改写 为 
dl 1 
T= v2 Vn). (85.8) 


这 就 是 确定 光线 形状 的 方程 . 
从 微分 几何 知道 , 沿 光线 的 导数 di/dl 等 于 N/R, 其 中 为 主 法 线 方向 
的 单位 矢量 , 而 RR 为 光线 的 曲率 半径 . 将 方程 (85.8) 两 端 乘 以 N 并 考虑 到 和 N 
与 1 相互 垂直 , 我 们 得 到 : 各 
Nn 
A (85.9) 


© 几何 光学 中 只 研究 透明 介质 . 
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光线 向 折射 率 增 大 的 一 方 弯 曲 . 
几何 光学 中 光线 传播 的 速度 方向 沿 1 方向 并 由 导数 
Ow 


w= (85.10) 


给 出 . 这 个 速度 也 称 作 群 速度 , 而 w/k 称 作 相 速 度 . 相 速 度 不 对 应 于 任何 物理 
量 的 真实 物理 传播 速度 . 

确定 光 强 沿 光线 变化 的 方程 也 容易 写 出 . 光 强 了 是 坡 印 亭 矢量 时 间 平 均 
秆 的 大 小 . 坡 印 亭 矢量 和 群 速 度 一 起 都 沿 着 ! 方向 : 


S=1. 


在 稳 恒 条 件 下 空间 每 一 点 的 场 能 平均 密度 不 随时 间 变 化 . 因此 能 量 守恒 方程 
为 : divS = 0 或 者 
div(11) = 0 (85.11) 


这 即 是 所 要 求 的 方程 . 

最 后 我 们 来 研究 一 下 线 偏振 光 的 偏振 随 光线 如 何 变化 的 问题 (C. ML 
托 夫 , 1938). 

从 微分 几何 可 知 , 空间 曲线 (现在 情况 下 即 为 光线 ) 在 每 一 点 上 由 三 个 垂 
直 的 单位 矢量 , 即 切 向 单位 矢量 !、 主 法 向 单位 矢量 N 和 副 法 向 单位 矢量 5 
(它们 构成 所 谓 的 自然 三 面 形 ) 表征 . 因为 电磁 波 的 横 波 性 , 矢量 EB (或 者 五) 
永远 处 于 法 平面 , 即 N、b 平 面 上 . 

假设 在 光线 的 某 一 点 上 到 与 和 N 的 方向 相同 , 亦 即 处 于 切 平面 (N、i 平 

面 ) 上 . 我 们 知道 , 长 度 为 di 的 曲线 与 切 平面 的 偏离 相对 于 di 是 高 阶 (三 阶 ) 
无 穷 小 量 . 因此 可 以 断定 , 当 沿 着 光线 移动 dl 距离 时 矢量 五 仍然 停留 在 原来 
的 切 平面 上 . 新 的 切 平面 相对 于 老 的 切 平面 旋转 了 角度 dp = di/T, 其 中 了 为 
曲线 的 挠 率 半 径 . 因此 , 这 个 角度 正好 等 于 在 法 平面 上 矢量 B 相 对 于 矢量 和 N 
的 转角 . 如 此 一 来 , 当 沿 着 光线 移动 时 偏振 方向 在 法 平面 上 是 这 样 转动 的 , 即 
它 与 主 法 线 方向 的 角度 按照 方程 
dp 1 


于 (85.12) 


变化 . 特别 是 , 当 不 存在 挠 率 亦 即 光线 为 平面 曲线 时 , 在 法 平面 上 巨 的 方向 维 
持 不 变 , 如 在 任何 情况 下 从 对 称 性 考虑 所 料 . 


习 题 
1. 试 求 出 参考 系 变换 时 光 在 介质 中 传播 速度 ( 群 速度 ) 的 变换 规律 . 
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解 : 按照 群 速度 以 的 定义 ， 
dy=u:dk, dw =w .dk’; 


带 撒 的 量 为 以 速度 VV 相对 于 参考 系 KK (其 上 的 量 不 带 撒 ) 运动 的 参考 系 K' 
中 的 量 . 根据 对 于 波 的 四 维 矢 量 的 洛 伦 冀 变 换 公式 , 我 们 有 


WwW 
局 =7 (ha 一 v0 各)， Kk = Kk = kz, 


其 中 =1/V1 一 v2/c? (z 轴 和 7' 轴 均 在 方向 ), 由 上 面 第 二 行 的 公式 我 们 有 
dw = 7Y(dw’ + vdk’) = 7y(u dk’ + vdk’). 


将 第 一 行 公 式 得 到 的 通过 dk 和 dw 表示 的 dk' 代入 上 式 并 将 含 dw 的 项 合并 ， 
我 们 得 到 
业 
(4 + 人 do = TY( + v) dks + Wdky + Wdks. 


与 dw = 二 -dk 对 比 , 我 们 发 现 , 如 所 期 待 , u' 和 ww 按照 通常 的 相对 论 速 度 合成 
公式 合成 凡 ， 

2. 试 确定 在 相对 于 观察 者 运动 的 介质 中 光 的 传播 速度 . 

解 : 设 w 和 上 尺 分 别 为 光波 在 静止 参考 系 KK 中 的 频率 和 波 矢 , 而 w',k' 为 
相对 于 KK 与 介质 一 起 以 速度 vv 运动 的 参考 系 K' 中 的 同样 物理 量 . 在 坐标 系 
K' 中 介质 静止 , 因此 w',k' 之 间 以 关系 式 


chk’ = wn(w’) (1) 
相 联 系 . 
按照 对 于 波 四 维和 拓 量 的 洛 伦 兹 变换 公式 , 精确 到 v/c 的 一 次 项 , 我 们 有 
w 





w=w hiv, k=k- Sv KW=h- Sval 
C 


瑟 
其 中 4= kk/k. 将 这 些 表 达 式 代入 (1) 并 按照 风 的 时 次 展开 通 数 m(w'), 在 相同 
的 精度 下 我 们 得 到 中 

Ww d 
a -no (2) 
在 静止 介质 中 的 传播 速度 ( 群 速度 ) 由 对 关系 式 ck = wn(w) 求 微 商 得 到 , 等 于 


a 人 


@ 我 们 注意 到 ,在 "2 =e=1-const.w-? 时 ，(2) 式 中 的 第 二 项 以 及 所 有 一 次 效应 
项 都 恒 等 于 零 . 


Wo 一 
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在 运动 介质 中 , 传播 速度 通过 对 (2) 式 求 微 商 得 到 , 我 们 先 把 (2) 式 改写 成 以 
下 形式: 


仍然 精确 到 一 次 项 , 我 们 求 得 


2 
Uo 岂 nw duo Wo 
wwotl9) (加 - 庶 - 旦 御 )+o(1- 扣 )- 0) 


当 光 在 介质 运动 方向 传播 时 (v1), 我 们 由 此 有 


2 
vo 
) C2 dw 中 
式 中 前 两 项 可 简单 地 通过 使 用 相对 论 速 度 合 成 公式 得 到 . 如 果 w 和 1 相互 重 
直 , 则 有 
u=w+v(1- 2). (6) 


Cn 

从 (2) 式 得 到 的 波 的 相 速 度 具 有 以 下 形式 
< 你 wh 1_ 1 2 ) 
Re pi | 


当 w AL 时 , 其 中 没有 一 次 效应 . 
886 波 的 反射 和 折射 


我 们 现在 来 研究 单 色 平 面 电磁 波 在 两 种 均匀 介质 分 界 平面 上 的 反射 和 折 
射 . 波 由 透明 介质 (介质 1) 中 入 射 ; 我 们 暂时 先 不 假设 第 二 种 介质 是 透明 介 
质 . 我 们 分 别 用 下 标 0 和 1 标注 属于 入 射 波 和 反射 波 的 物理 量 , 而 对 于 折射 波 
的 物理 量 则 用 下 标 2 标注 (图 46). 分 界面 的 法 线 方 向 选 作 z 轴 (正方 向 指向 
介质 2 的 内 部 ). 

由 于 在 zy 面 上 的 完全 均匀 性 , 在 整个 空间 内 场 方程 的 解 对 x 坐标 和 y 
坐标 的 函数 关系 应 当 是 一 样 的 . 这 表明 所 有 三 个 波 的 波 矢 的 分 量 kz, ky 是 一 
样 的 . 由 此 首先 得 出 , 所 有 三 个 波 的 传播 方向 处 于 一 个 平面 ; 将 此 平面 取 作 zz 
平面 . 

从 等 式 

koz = kiz = Kor (86.1) 


Q 这 个 公式 描写 首先 由 非 涅 耳 预 言 的 (A. 菲 涅 耳 , 1818) 所 谓 费 索 效应 . 洛 伦 兹 研 
究 了 色散 对 这 一 效应 的 影响 (H. A. 洛 伦 效 , 1895). 
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图 46 


得 出 , 对 于 这 些 矢 量 的 z 分 量 : 


CU 
kiz 一 — koz -一 二 人 cos00， 
2 
WwW WwW 
De / ry 
k2z = 4/ E2 kox E E2 — £1 Sin’ 00; 
学 


两 种 介质 中 我 们 都 假定 = 1. 根据 定义 , 矢量 ko 是 实 矢 量 , 同时 k1 也 是 实 
矢量 . 而 吸收 介质 中 的 量 k2s 为 复数 , 而 且 根 应 当 取得 使 Im jos > 0, 以 与 折射 
波 在 介质 内 部 衰减 相对 应 . 

如 果 两 种 介质 都 是 透明 的 , 则 从 等 式 (86.1) 得 出 众所周知 的 反射 定律 和 


折射 定律 : 
in0 
外 =%， 二 二 =, /二 = 守 ， (86.3) 
Sin 00 E2 No 


为 了 确定 反射 波 和 折射 波 的 振幅 , 必须 利用 分 界面 (z = 0) 上 的 边界 条 
件 . 此 时 我 们 可 以 分 别 研究 两 种 情况 : 电场 Bo 处 于 入 射 面 或 者 垂直 于 入 射 面 ; 
从 而 我 们 可 以 研究 Eo 可 分 解 为 这 样 两 个 分 量 的 普遍 情况 . 

首先 我 们 假定 Eo 垂直 于 入 射 面 ; 从 对 称 性 考虑 十 分 清楚 , 反射 波 和 折射 
波 中 的 场 Bl 和 E2 也 是 如 此 . 而 矢量 五 处 在 zz 平面 . 边界 条 件 要 求 ,= 到 
和 Hz 的 连续 性 ;按照 (83.3) 式 , Hs = 一 cks By/w. 

介质 1 中 的 场 是 入 射 波 场 和 反射 波 场 之 和 , 因此 我 们 得 到 两 个 方程 式 : 


(86.2) 











Eo+ Ei= E2, koz(Eo— Fi)= k2zb2. 
由 于 kz (同样 也 有 w) 对 于 三 个 波 都 是 一 样 的 , 故 在 等 式 两 端 略 去 了 互 中 的 指 
数 函 数 因 子 ; 以 下 处 处 将 五 当 作 波 的 复 振幅 . 上 两 个 方程 之 解 给 出 以 下 菲 涅 


@ 由 于 方程 divB=0 和 divD=0 是 方程 (83.1) 的 结果 , B 和 D 的 法 向 分 量 的 边 
界 条 件 现在 给 不 出 任何 新 的 结果 . 
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E 








_ koz— Kaz VE1Cos00— VE2—él sin200 
koz 十 k2z , VElcosb + Ve2 — El sin? Oo 
2koz 2Ve1l cos Oo 
E, = = = 
koz 十 k2z VE1COsO0 + Ve2— el sin? Oo 
如 果 两 种 介质 都 是 透明 的 , 则 借助 关系 式 (86.3), 可 将 这 些 公 式 表示 为 
_ sin(02 — 00) _ 2cos bosin 0 
1 sin(G2+00) " ?2 sin(G2 + 00) 
使 用 类 似 的 方式 可 以 研究 当 五 处 于 入 射 面 时 的 情况 ; 在 这 种 情况 下 , 对 
垂直 于 入 射 面 的 位 场 进行 计算 较为 方便 . 结果 也 得 到 两 个 菲 涅 耳 公式 : 


Eo, 
(86.4) 











yo (86.5) 





:2 
sajos — elk2z 82 cos go 一 Vsiles 一 slsin 号 


0 
E2K0z + Ee1k2z 





1 





.2 
E2COsSO0 + \/ei(e2 — E1 sin’ O00) 





2e2k 2 0 0 
E2ko0z E2 COS 
ee Qh. 
E2NOz T E1NOz cacosgo + /ei(e2 — e1 sin? 00) 
若 两 介质 均 透 明 , 则 这 些 公式 可 表示 为 
Cs Sd Ho. (86.7) 





tan(bo + 02) 9 sin(O0 + 02) cos(00 — 02) 
定义 反射 系数 RR 为 从 分 界面 反射 的 能 流 的 时 间 平 均值 与 入 射 能 流 时 间 
平均 值 之 比 . 两 个 能 流 中 的 每 一 个 均 由 相应 波 的 坡 印 亭 矢量 (83.11) 的 z 分量 
的 时 间 平 均值 给 出 : 
VETcos 01| 五 1|? | 五 |? 
VElcosbo| 瑟 0 2 |Eol? 


正人 射 时 (bo = 0) 两 种 偏振 情况 等 价 , 反射 系数 由 公式 
R= |Y2 一 vs 
V+ VE 
给 出 . 这 个 公式 既 适 用 于 透明 反射 介质 , 也 适用 于 吸收 反射 介质 . 如 果 按 照 
V5 二 n2 十 ix2z 引入 ma 和 zxo, 则 例如 从 真空 (e1 = 1) 入 射 时 , 我 们 得 到 
ok (nz 一 1)? 十 x 
= (86.9) 
对 于 所 得 公式 的 进一步 讨论 将 在 两 种 介质 均 为 透明 介质 的 假定 下 进行 . 
为 此 我 们 预先 作 以 下 一 般 说 明 . 两 种 不 同 介 质 之 间 的 分 界面 实际 上 并 不 是 几 








(86.8) 
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何 表面 , 而 是 薄 的 过 渡 层 . 公式 (86.1) 的 正确 性 与 关于 过 渡 层 性 质 的 任何 假设 
无 关 . 菲 涅 耳 公 式 的 推导 基于 分 界面 上 边界 条 件 的 使 用 , 并 假设 过 渡 层 厚度 6 
较 波长 小 得 多 . 厚度 6 通常 可 与 原子 间距 离 相 比较 , 在 所 有 情况 下 都 比 入 
小 (否则 一 般 不 可 能 进行 场 的 宏观 研究 ) ; 因此 通常 都 满足 和 > 5 的 条 件 . 在 
相反 的 极限 情况 下 折射 现象 有 完全 不 同 的 特性 . 在 5 六 入 时 , 几何 光学 的 适 
用 条 件 得 到 满足 (和 小 于 介质 不 均匀 性 的 尺度 ). 所 以 在 这 种 情况 下 , 可 以 把 波 
的 传播 看 作 是 光线 的 传播 , 光线 在 过 渡 层 遭 受 折射 但 毫 无 反射 地 通过 过 渡 层 . 
换言之 ,反射 系数 等 于 零 . 

我 们 再 回 到 菲 涅 耳 公 式 来 . 在 从 透明 介质 反射 时 , 这 些 公式 中 的 Ei, E。 
和 Eo 之 间 的 比例 系数 是 实数 中 . 这 表明 波 的 相位 或 者 保持 不 变 , 或 者 经 受 了 
一 个 x 的 跃 变 ,一 切 视 这 些 系数 的 正 负 而 定 . 特别 是 , 折射 波 的 相位 永远 与 人 
射 波 的 相位 相同 . 反射 波 则 可 能 伴随 有 相位 改变 四. 例如 , 如 果 si > sz, 正人 
射 时 波 的 相位 不 变 . 而 如 果 eo > si, 则 矢量 Bl 和 Eo 的 正 负 号 相反 , 也 就 是 说 
波 的 相位 发 生 了 zx 的 变化 . 

斜 人 射 时 的 反射 系数 依照 (86.5) 和 (86.7 由 公式 


Ee sin2(02 到 00 tan2(02 Oo ) (86 10) 
> sin*(02 + 00) | tan2(g2 + 00 ) 


给 出 . 此 处 和 以 下 我 们 用 下 标 上 和 | 分别 标记 五 垂直 或 平行 于 人 射 面 的 情况 . 
我 们 注意 到 以 下 的 对 称 性 : 在 6 和 % 相互 交换 时 表达 式 (86.10) 不 变 (根据 公 
式 (86.5) 和 (86.7), 反射 波 的 相位 此 时 改变 了 xz). 换 句 话说, 以 00 角 从 介质 1 
入 射 的 波 的 反射 系数 等 于 以 0, 角 从 介质 2 入 射 的 波 的 反射 系数 . 90 十 g2 = /2 
时 (此 时 反射 光 与 折射 光 相 互 垂直 ) 以 9 角 和 人 射 的 光 的 反射 光 具 有 一 种 奇特 
的 性 质 . 把 这 个 角度 值 记 作 0%; 写 出 snb = sin(x/2 一 9s) = cosg 并 利用 折射 


定律 (86.3), 我 们 得 到 
tan 0p = 2 (86.11) 


在 00 =b 时 ,我们 有 tan(90 十 92) = co 以 及 局 等 于 零 . 所 以 在 以 这 个 角度 人 
射 的 光 的 偏振 为 任意 方向 时 , 反射 光 的 偏振 取得 使 其 中 的 电场 垂直 于 人 射 面 . 
当 入 射 光 为 自然 光 时 反射 光 的 偏振 也 是 如 此 ; 此 时 具有 其 他 偏振 的 所 有 分 量 
一 般 不 反射 . 角 0 称 作 完 全 偏振 角 或 布 儒 斯 特 角 . 我 们 注意 到 , 反射 可 导致 自 
然 光 的 完全 偏振 , 而 不 论 在 什么 样 的 入 射 角 下 , 折射 光 中 也 不 会 达到 全 偏振 . 

@ 我 们 暂时 先 把 所 谓 全 反射 情况 ( 见 下 文 ) 放 在 一 边 . 

@ 一 般 说 来 , 从 吸收 介质 的 反射 导致 李 圆 偏振 的 出 现 . 此 时 三 个 波 之 间 的 振幅 和 
相位 关系 式 的 显 式 极为 繁杂 . 读者 可 在 J. A. 斯 特 莱 顿 的 书 中 找到 这 些 公式 (Stratton J 
A. Electromagnetic Theory, ch. IX.— N.Y.: McGraw-Hill, 1941; 中 译本 : 斯 特 莱 顿 J A. 电磁 
理论 . 方 能 航 , 详 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1992). 
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偏振 光 的 反射 和 折射 永远 会 重新 导致 平面 偏振 光 , 不 过 偏振 方向 一 般 而 

言 不 会 与 人 射 光 的 偏振 方向 相同 . 设 yo 为 Bo 方向 与 人 射 面 之 间 的 夹 角 , 而 

1 与 2 为 反射 波 与 折射 波 的 类 似 夹 角 . 借助 公式 (86.5) 和 (86.7) 容易 得 到 关 
系 式 

_ Cos(00— 02) 

cos(0o + 0») 


只 有 当 7o=0 和 ?=A/2 等 显然 的 情况 下 , 在 所 有 和 人 射 角 时 角 ,7t7?72 才 相 
同 ; 它们 也 在 正和 人 射 (9 = 9 = 0) 和 掠 射 (go = /2) 时 相等 , 后 一 种 情况 下 一 般 
没有 折射 波 . 在 其 余 的 所 有 情况 下 , 从 (86.12) 式 得 出 (考虑 到 0 < bo,92 < /2， 
并 假设 0< yo < r/2;0 < 说 ,2 <m) 不等式 


tan7i = tanyo, tan7ya = cos(00 — 0»)tan ?0. (86.12) 


T1 > ?30 > 2- 


因此 , 万 的 方向 在 反射 时 从 入 射 面 转 开 , 而 在 折射 时 转向 人 射 面 . 
对 比 (86.10) 式 的 两 个 公式 表明 , 在 所 有 的 入 射 角 情 况 下 (只 有 40=0 和 
6 = zt/2 例外 ) 都 有 
RI < RL 


所 以 , 例如 自然 光 入 射 时 , 反射 光 是 部 分 偏振 的 , 且 其 电场 的 从 优 方向 垂直 于 
入 射 面 . 折射 光 则 是 石 的 从 优 方向 在 入射 面 上 的 部 分 偏振 光 . 

RI 和 RL 对 入 射 角 依 赖 关系 的 特征 有 本 质 上 的 差异 . 系数 RI 从 bo =0 
时 的 值 (86.8) 式 开始 , 随 b 的 增 大 单调 增长 . 系数 RI 在 go = 0 时 也 等 于 
(86.8) 式 之 值 , 但 随 着 9o 的 增 大 一 开始 减 小 , 在 bo = 9, 等 于 零 , 然后 才 开始 增 
长 





此 时 必须 区 分 两 种 情况 . 如 果 反 射 是 由 所 谓 光 密 介 质 产生 的 , 亦 即 e2 > cl， 
则 RI 和 RJ 的 增长 一 直 继续 到 96 = /2 ( 掠 射 ), 二 者 都 达到 1. 如 果 反 射 介 
质 是 光 疏 介质 , sy < si, 则 两 个 系数 已 经 在 人 射 角 90 = 0, 时 等 于 1, 这 里 b 由 


等 式 
sint =1/ 过 = 过 (86.13) 
ET Nl 


确定 并 称 作 全 反射 临界 角 . 当 bo = 6 时 折射 角 b = x/2, 亦 即 折射 波 平行 于 
分 界面 传播 

在 人 射 角 90 > 9. 时 由 光 玻 介质 的 反射 需要 特别 研究 . 在 这 种 情况 下 ko。 
(参见 (86.2) 式 ) 是 纯 虚 数 , 亦 即 在 折射 介质 中 的 场 不 断 衰 减 . 波 在 介质 内 部 没 
有 真正 的 吸收 (能 量 耗 散 ) 的 情况 下 衰减 意味 着 从 第 一 种 介质 到 第 二 种 介质 
没有 平均 能 流 (通过 简单 的 计算 很 容易 直接 证 实 , 在 第 二 种 介质 中 平均 能 流 矢 
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量 SS 实际 上 只 有 z 分 量 ). 换 句 话说 , 入射 到 分 界面 的 能 量 全 部 被 反射 回 第 一 
种 介质 , 亦 即 反射 系数 
RES RI ds 


这 种 现象 称 为 全 反射 @. 不 言 而 喻 , 借助 菲 涅 耳 公式 (86.4) 和 (86.6) 可 直接 证 
实 如 和 Rj 的 这 个 等 式 . 

在 00>0. 时 El 和 Eo 之 间 的 比例 系数 变 成 形 为 (a 一 记 )/ (at+ 记 ) 的 复数 ， 
量 RI 和 R 由 这 些 系数 的 模 的 平方 给 出 , 等 于 1. 不 过 , 这 些 公式 不 仅 可 以 确 
定 反 射 波 和 入 射 波 中 场 的 绝对 和 值 之 比 ,而且 可 以 确定 它们 的 相位 差 . 为 此 必须 
将 它们 表示 为 以 下 形式 : 





Pil =e-itpo, Fl=e bEol. 


于 是 我 们 有 包 





01 Vslsin200 一 sc? 
ee VE1l COs Oo 
因此 , 全 反射 伴随 有 波 的 相位 改变 , 一 般 而 言 , 对 于 平行 和 垂直 于 入 射 面 的 分 
量 , 相位 的 变化 不 同 . 所 以 当 偏 振 面 倾斜 于 入 射 面 的 波 反射 时 , 反射 波 是 椭圆 
偏振 的 . 对 于 相位 差 5 = 651 - 5, 易 得 以 下 表达 式 








0 Vaile sin? Oo 一 s2) 
， tan 了 过 (86.14) 


E2 COS Oo 





-| i 
本 (86.15) 
2 VE1l sin” 00 
只 有 当 bo = 0. 和 6o = x/2 时 , 这 一 相位 差 才 为 零 . 
习 题 


1. 试 求 在 全 反射 角 附 近 反射 系数 趋 于 1 的 规律 . 
解 : 设 00 二 0; 一 0, 其 中 6 为 小 量 ,并 在 公式 (86.10) 中 将 sn go 和 cos0o 按 
6 的 加 级 数 展 开 . 结果 我 们 得 到 : 


RI =1 一 4V26(n2 一 1)-™4, RI|=1- 4V26n?(n? — 1)-1/4, 


其 中 m 一 sli/eas > 1. 导数 dR/d6 当 0 一 0 时 以 6714 的 方式 趋 于 无 穷 

2. 试 求 当 光 从 真空 向 s 接近 1 的 物体 表面 几乎 掠 射 时 的 反射 系数 . 

Q@ 从 具有 负 实数 = 的 介质 中 反射 时 , 反射 系数 永远 等 于 1. 在 这 样 的 介质 中 没有 真 
正 的 吸收 , 但 波 不 可 能 透 入 其 内 部 . 


ib 6 4b 
二 e-i9 由 I 二 一 一 
四 如 果 5 e , 则 tan5 
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解 : 公式 (86.10) 给 出 相同 的 反射 系数 : 


(Po 一 Veoa+E 一 1 


RL ~ RI 党 (e — 1)2 





其 中 wo =T/2 一 00. 
3. 试 求 当 波 从 真空 向 e 和 都 异 于 1 的 介质 表面 入 射 时 的 反射 系数 . 
解 : 通过 进行 完全 类 似 于 正文 中 的 计算 , 得 到 以 下 结果 : 
F ecos0o0 — Ven — sin? 0o 
ecosOo + Ven— sin? Oo : 


_ jucosbo — Ve — sin? 00 


Ri = 一 一 一 
HAcosbo + Ven — sin? Oo 














4， 物质 2 的 平面 平行 层 处 于 真空 (介质 1) 与 任意 介质 3 之 间 . 从 真空 向 
物质 层 入 射 偏振 在 入 射 面 (或 重 直 于 入 射 面 ) 的 光 , 试 将 物质 层 的 反射 系数 只 
通过 光 入 射 到 半 无 限 介质 2 或 介质 3 的 反射 系数 表达 出 来 . 

解 : 用 Ao 和 41 分 别 标记 入 射 波 和 反射 波 中 场 ( 百 或 五 , 视 哪 一 个 矢量 
平行 于 层 平面 而 定 ) 的 振幅 . 层 中 的 场 由 折射 波 (振幅 为 A2) 和 介质 2-3 边界 
反射 回来 的 波 (振幅 为 4A) 相 加 而 成 . 介质 1-2 表 面 上 的 边界 条 件 由 形 如 


4 一 a(41 = r12A0) (1) 


的 等 式 给 出 , 其 中 a 和 ri2 为 常量 . 由 半 无 限 介质 2 反射 时 ,没有 As 波 , 因此 
(1) 式 给 出 ma = A1/Ao, 亦 即 rmi? 是 这 一 情况 下 的 反射 振幅 . 通过 交换 41 和 
Ao, 并 用 4 代替 49, 还 可 以 从 (1) 式 得 到 一 个 与 改变 波 矢 z 分 量 符号 相对 应 
的 方程 : 

42 = a(Ao — 712A1). (2) 


在 介质 3 中 只 有 一 种 (透射 ) 波 , 对 于 其 振幅 43 我 们 有 条 件 
Joeiy 一 Q43， ei 二 —ar32A3 (3) 


(类 似 于 A1 = 0 的 条 件 (1) 和 条 件 (2)); 指数 因子 计 及 经 过 层 的 厚度 hh 后 波 的 
相位 改变 , 并 且 





(9 = Sh [op sin? Oo. (4) 
从 方程 (3) 消去 43, 我 们 有 
Ase YY 一 r23 A2eiY (5) 


(7r23 = —732). 


886 波 的 反射 和 折射 . 369 - 





从 方程 (1) 、(2) 、(5) 我 们 求 得 物质 层 的 反射 振幅 


A A ri2e€ 2i» 十 723 
40 er2iy ri2r23 
(反射 系数 尺 =|r|?). 常量 723 的 意义 可 由 以 下 事实 说 明 , 当 玉 =0 时 7 应 当 与 
半 无 限 介质 3 的 反射 振幅 ri3 相同 ; 由 此 我 们 求 得 


(6) 


r 


712 一 7 了 13 
[SR 7 
T712713 一 1 (7) 


公式 (6) 、(7) 给 出 了 所 提问 题 的 答案 . 我 们 这 里 要 强调 , 这 两 个 公式 的 推导 
与 对 介质 2 和 介质 3 性 质 的 假设 无 关 , 它们 可 以 是 透明 介质 , 也 可 以 是 吸收 介 
质 . 
如 果 介 质 2 和 3 是 透明 的 , 则 量 外 ,712,713 都 是 实数 ,而 ra3 是 半 无 限 介质 
2 和 3 之 间 的 反射 振幅 . 此 时 从 (6) 式 我 们 有 
(712 + 723)? — 4r12723 sin2 人 


R= (8) 


(r12723 十 1)2 一 4ri2723 sin 人 - 





当 少 改变 时 这 个 量 在 


2 pr 
( P12 To8 和 ( Ua DR ) 
Til2723 十 1 ria723 — 1 
N11— Nn2 


两 个 极限 之 间 变 化 . 当 光 正 入 射 时 ， 712 三 一 一 一 ) 而 且 713 和 ro23 也 有 类 似 关 


ni 二 no 
系 式 . 如果 7 = 人 1723， 则 712 三 723) 且 在 相应 的 物质 层 厚 度 选择 下 R 可 以 等 
于 有 
如 果 介 质 3 是 真空 ， 则 713 = 0,723 = 一 r12) 且 从 (6) 式 我 们 有 


ri2(e 2 一 1) 加 sinh iwy (9) 
ew r, sinhliy + Im(—ri2) 


如 果 此 时 介质 2 为 透明 介质 , 则 


4R12 sin? vy 
(1 一 R12)? 二 4R12 sin2 wy 

只 有 当 介 质 2 是 透明 介质 时 , 层 的 (从 真空 到 真空 ) 的 透射 系数 万 才 与 
1_ 尺 相同 在 相反 的 情况 下 为 了 计算 DD 必须 从 方程 (1) 一 (3) 出 发 , 并 在 其 中 
设 raz = 712.“ 透 射 ” 振幅 d 等 于 : 
kt 43 1 一 7 


一 1 
A EW om 


R= 





d 
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而 透射 系数 DD = |d|?. 

5. 当 光 正 入 射 到 一 块 具有 很 大 复 介 电 常 量 的 薄片 上 时 , 试 确 定 其 反射 和 
透射 系数 . 

解 : 在 这 一 情况 下 





且 按 照 上 题 公 式 (9) 


B WwW 
Mt ey Le 





果 薄 片 如 此 之 薄 , 以 至 于 hw/c 之 1/Vlal, 则 可 以 写 出 


1 


TT (2ic/ewh) 





此 时 还 可 以 区 分 两 种 情况 


1 1 4 
当 二 之 时 有 R=1- 人 天 


la Va wh lel2’ 


w2h? » 
当 2 定时 R= 一 一 了 |s| 
按照 上 题 公 式 (10), 透射 振幅 为 
把 所 1 Ea 2 
a Ds Val 风 Vesinh ji” 
Wy 由 E 2 


在 后 一 种 情况 下 , 还 可 以 再 区 分 为 : 


1 4c? 
Ed tp 


la| C Val w2h2lel2’ 





887 金属 的 表面 阻抗 


在 频率 不 是 太 高 时 , 金属 的 介 电 常量 的 绝对 值 远大 于 1 ( 当 w 一 0 时 以 
1/w 的 方式 趋 于 无 穷 大 ). 在 这 些 条 件 下 , 金属 中 的 波长 5 ~ c/wVle| 比 真 空中 


887 金属 的 表面 阻抗 . 371 - 


的 波长 入 ~ c/w 短 ,如 果 此 时 5 (而 不 必 是 和 ) 也 比 金 属 表面 的 曲率 半径 小 ， 
则 这 种 情况 下 任意 电磁 波 从 金属 的 反射 问题 可 以 大 为 简化 . 

6 小 意味 着 金属 内 部 场 分 量 沿 表面 法 线 方向 的 导数 比 沿 切线 方向 的 导数 
大 . 因此 在 金属 内 部 靠近 表面 的 场 可 看 作 平 面 波 场 , 与 此 相对 应 , 场 E; 和 Hi 


之 间 以 关系 式 
E. = /Ea xn (87.1) 


相 联 系 , 其 中 为 指向 金属 内 部 的 表面 法 线 . 另 一 方面 , 因为 Bt 和 Hi 连续 ， 

所 以 金属 外 的 场 在 表面 附近 也 必定 以 这 个 关系 式 相 联系 . 如 列 昂 托 维 奇 所 指 

出 的 (M. 4. Jeonmoeur, 1948) 那样 , 等 式 (87.1) 可 以 用 作 确 定 导 体外 场 的 边 

界 条 件 . 这 样 一 来 , 可 以 完全 不 必 人 研究 金属 内 的 场 而 解 金属 外 的 电磁 场 问 题 . 
量 Vw/s 称 作 金 属 的 表面 阻抗 ; 我 们 用 5 = 4 十 i” 来 标记 它 @， 


C= /Es (87.2) 


在 用 通常 的 金属 电导 率 表示 e 的 频率 区 内 , 我 们 有 
Eh de (87.3) 


(= 工时 的 这 个 公式 已 在 859 中 给 出 ). 
通过 金属 表面 的 能 流 的 时 间 平 均值 为 


< Ray x HY Cp (87.4) 
ar tt gr 


X 个 能 流 是 由 外 部 流入 金属 内 部 并 在 其 中 耗 散 的 能 量 . 由 此 可 见 , 必须 有 


这 
C30. (87.5) 


这 个 不 等 式 决 定 (87.2) 式 的 根 的 符号 . 
频率 增高 时 , 透 入 深度 5 变 得 与 传导 电子 的 自由 程 长度 同 数量 级 @. 在 
此 情况 下 , 场 的 空间 不 均匀 性 使 得 不 再 能 利用 介 电 常量 s 对 场 作 宏观 描述 . 但 
形式 为 
Et: = OH: xn (87.6) 
实际 上 大 的 Vs(w) 值 永远 是 复数 . 此 时 电磁 场 在 物体 内 部 衰减 , 所 以 其 波长 同 
时 也 就 是 场 的 穿 透 深 度 . 如 果 s(w) 是 通过 电导 率 o 表示 的 (按照 (77.9) 式 ), 则 这 个 量 与 
在 859 中 引进 的 穿 透 深度 相同 . 
@ 在 文献 中 也 采用 与 (87.2) 差 一 个 4r/c 因子 的 量 定义 它 . 
@ 自由 程 长 度 本 质 上 依赖 于 金属 温度 . 实际 通常 指 的 是 液 氨 范围 的 极 低温 , 而 我 
们 研究 的 现象 发 生 在 无 线 电波 的 超短波 频率 区 间 ， 





"72 第 十 章 ”电磁波 的 传播 





的 边界 条 件 在 这 些 频率 下 依然 适用 . 此 时 金属 内 靠近 其 表面 的 场 仍 可 像 过 去 
一 样 看 作 平 面 波 , 尽管 它 现在 不 由 通常 的 麦克 斯 韦 宏观 方程 描写 . 在 这 样 的 波 
内 , 媚 和 互相 互 间 必须 以 线性 关系 相 联 系 , 而 轴 矢 量 互 和 极 矢量 马 之 间 的 
线性 关系 式 的 唯一 形式 是 (87.6) 式 . 这 个 关系 式 中 唯一 表征 金属 性 质 的 量 是 
系数 6, 为 了 解 外 电磁 问题 必须 知道 这 个 量 . 然而 , 计算 这 个 系数 要 求 应 用 动 
理学 理论 (有 关 论 述 在 本 教程 的 另外 一 卷 中 , 参见 第 十 卷 886). 

在 频率 进一步 提高 时 (通常 在 红外 频 域 ), 场 的 宏观 描写 重新 成 为 可 能 
< 的 概念 重新 具有 意义 . 这 一 现象 的 原因 是 , 传导 电子 因 吸 收 大 量子 fiw 而 取 
得 大 能 量 , 结果 其 自由 程 变 小 , 因此 重新 满足 不 等 式 1 < 6. 阻抗 5 重新 成 为 反 
比 于 Ve 的 量 @. 在 这 个 频率 区 , e(w) 具有 很 大 的 负 实 部 和 很 小 的 虚 部 . 不 等 
式 1 6 是 er 和 ”两 个 量 有 宏观 意义 的 条 件 .但 是 ,为 了 仅 使 大 的 =' 一 个 量 
有 宏观 意义 , 满足 更 弱 的 条 件 v/w < 6 就 够 了 , 其 中 v 为 金属 中 传导 电子 的 速 
度 ( 若 满足 这 个 条 件 , 研究 电子 运动 时 可 忽略 场 的 空间 不 均匀 性 ) @. 

任何 情况 下 , 不 等 式 6' > 0 对 于 阻抗 的 实 部 都 适用 . 如 果 公 式 (87.2) 成 
立 , 则 可 以 对 的 虚 部 的 正 负 号 作出 若干 判断 . 例如 , 如 果 s 的 色散 比 1 的 色 
散 更 重要 ( 亦 即 可 假设 4 为 实数 ), 则 由 se" > 0 得 出 CC” < 0, 而 因为 永远 有 
C' > 0, 故 





人 
这 是 最 通常 的 情况 . 如 果 的 色散 由 的 色散 决定 , 则 通过 类 似 的 途径 , 我 们 
求 得 6” > 0. 
阻抗 概念 也 可 应 用 于 超导体 . 超导体 的 特征 性 质 是 , 即使 在 静态 情况 下 
(w = 0), 其 穿 透 深度 6 也 很 小 . 在 频率 不 是 太 高 时 , 可 以 将 磁场 分 布 取 得 与 静 
态 时 的 分 布 相同 . 为 了 确定 电场 , 我 们 写 出 方程 
rotE= i 


选取 z 轴 指 向 超导体 表面 的 外 法 线 方向 . 与 大 的 对 z 的 导数 相 比 , 略 去 切 


线 方向 的 导数 , 我 们 有 
OF, w 


二 1 一 





c y 


Oz 
(对 EE, 也 有 类 似 方程 ). 将 此 等 式 在 物体 内 对 深度 z 积分 : 


了 0 
E,(0) = 二 / H,dz; 
一 co 





@ 但 是 应 当 记 住 , 只 有 在 |s| 很 大 ( 亦 即 “ 很 小 ) 时 才能 使 用 等 式 (87.6) 作为 边界 条 
件 ; 在 所 有 情况 下 , 这 个 条 件 在 光学 频率 下 已 不 满足 . 我 们 假设 人 ~ 1 于 是 大 |s| 对 应 
于 小 5. 我 们 指出 , 如 果 jy > 1, 则 应 用 边界 条 件 (87.6) 所 必要 的 不 等 式 5 < 入 意味 着 必 
须 有 V 古 六 1 此 时 5= Vw/s 可 以 不 是 小 量 . 

@ 本 教程 第 十 卷 887 中 对 这 一 情况 有 更 详细 的 研究 . 
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Bz(0) 为 Bi 在 z=0 亦 即 物体 表面 处 的 值 . 用 以 下 方式 定量 地 定义 穿 透 深度 : 
0 
/ 这 (87.7) 


于 是 
Es(0) = EH,(0)6. 


与 形 为 (87.6) 式 的 边界 条 件 相 比 , 我 们 发 现 超导体 的 阻抗 (在 我 们 所 人 研究 的 不 
是 太 高 的 频率 区 内 吕 ) 由 公式 


.WW 
《= -这 5 (87.8) 


给 出 . 这 个 表达 式 是 C(w) 按 频 率 客 级 数 展开 的 第 一 项 , 因此 , 对 于 超导体 这 个 

展开 是 以 正比 于 w 的 项 开始 的 . 展开 的 下 一 项 正比 于 w? 并 为 实数 ; 这 是 6' 展 
开 的 第 一 项 @. 

作为 复 变 数 w 的 函数 研究 的 阻抗 C(w), 具有 许多 类 似 于 函数 s(w) 的 性 

质 ( 金 效 堡 , 1954). 对 于 单 色 波 具 有 公式 (87.6) 形式 的 边界 条 件 , 在 普遍 情况 

E: = CH: x n, (87.9) 


这 个 算 符 关 系 式 将 Ei 在 某 一 时 刻 的 值 用 此 前 所 有 时 刻 的 Hi 值 来 表达 ( 试 
与 877 比较 ). 如 同 在 882 中 一 样 , 由 此 得 到 , 函数 5(w) 在 包括 实 轴 在 内 (除去 
w= 0 一点) 的 w 的 上 半 平 面 没 有 奇 点 . 其 次 , 在 实 的 丽 时 i 为 实数 的 条 件 
C(—w’)= 6°(w). 
最 后 , 由 于 能 量 耗 散 决定 于 函数 Cw) 的 实 部 (不 像 e(w) 时 决定 于 虚 部 )， 
故 6(w) 为 正 , 且 在 任何 实 的 w 时 不 为 零 , 只 有 w = 0 值 时 例外 . 类 似 于 在 882 
所 作 的 讨论 , 可 以 得 出 以 下 结论 : 即 在 整个 上 半 平 面 也 有 


ReC(w) > 0. 
由 此 得 出 , C(w) 在 上 半 平 面 无 零点 . 
C(w) 在 上 半 和 平面 无 奇 点 重新 导致 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 公式 . 此 时 公式 


十 co 
1 ‘(z)—1 
A 


@ 实际 上 这 里 指 的 是 大 约 到 无 线 电波 的 厘米 波段 的 频率 . 
@ 微观 理论 表明 , 阻抗 中 正比 于 w? 的 项 还 含有 w 的 对 数 因子 参见 本 教程 第 
十 卷 896, 897. 
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特别 重要 . 利用 函数 6'(z) 的 偶 函 数 性 质 , 可 将 上 式 改 写 为 





或 者 


(87.10) 





区 Z2 一 w2 
0 


的 形式 (由 于 1/(z? 一 w)? 的 积分 主 值 为 零 , 故 被 积 函 数 分 子 中 的 -1 项 可 上 略 
去 ). 

上 述 有 关 清 数 C(w) 的 性 质 也 都 同样 程度 地 适用 于 其 逆 函 数 1/C(w); 算 符 
C-1 通过 EE 表示 HH x n. 特别 是 , 替代 (87.10) 式 , 我 们 将 有 


nT 7T2—w? 
0 


[C1 = 1/ Ln (87.11) 


对 于 小 的 4, 这 个 公式 比 (87.10) 式 用 起 来 更 方便 . 但 是 , 现在 这 个 形式 不 能 
于 超导体 , 因为 按照 (87.8) 式 , 在 超导体 内 ,在 w= 0 时 6-! 有 一 个 极点 . 此 时 ， 
对 推导 的 形式 作 简 单 变化 (比较 (82.7) 式 到 (82.9) 式 的 转换 ), 即 可 得 到 公式 


[一 (wo) 沁 = - 宪 人 dz 十 (87.12) 
0 


在 本 节 即 将 结束 前 , 作为 使 用 阻抗 概念 的 一 个 例子 ,我 们 来 研究 从 真空 人 
射 到 具有 表面 阻抗 5 的 金属 平坦 表面 上 的 平面 电磁 波 的 反射 . 如 果 矢 量 马 垂 
直 于 人 和 人 射 面 偏振 , 则 边界 条 件 (87.6) 给 出 





Fo+t Ei = (Ho 一 五 1) cosb0 = C(Eo — Ei)cosOo 


( 式 中 标记 与 886 中 相同 ). 考虑 到 5 很 小 , 由 此 我 们 有 


El i 
全 (1 — 2C cos 00) 
以 及 反射 系数 
RI = 1— 4C cos00. (87.13) 


如 果 Eo 在 人 射 面 内 , 则 我 们 将 边界 条 件 写 为 《Hi = n x Ei 的 形式 , 亦 即 


(Ho+ Hi)= (Eo — Fi)cosOo = (Ho — Hi1i) cos Oo, 
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由 此 可 得 反射 系数 
_ |eosb 一 5 
Ee | ， (87.14) 
在 人 射 角 不 太 靠 近 x/2 时 ， 
二 4 
人 (87.15) 
如 果 角 Po 二 /2 一 00 过 1; 则 
性 0 一 《 收 . 
| [2 (87.16) 
这 个 表达 式 在 wo = |4| 时 取 极 小 值 , 等 于 
二 三光 
De 


除 (87.16) 式 的 特殊 情况 外 , 从 具有 小 5 的 表面 反射 的 反射 系数 接近 1. 
《一 0 的 表面 (或 者 , 所 谓 理想 导电 平面 ) 同时 也 是 理想 反射 表面 . 在 这 样 的 
表面 上 边界 条 件 干脆 就 是 Et = 0, 类 似 于 静电 场 在 导体 表面 的 边界 条 件 . 但 
与 静态 场 不 同 , 在 交 变 场 中 这 个 条 件 也 自动 导致 磁场 的 一 个 特定 条 件 的 满足 . 
这 也 就 是 , 由 于 方程 (iwy/o) = rot EB, 从 在 表面 上 的 等 式 Et = 0 自动 得 出 等 
式 Hn = 0. 因此 , 在 交 变 电磁 场 中 的 理想 导电 表面 上 , 磁场 的 法 向 分 量 等 于 零 . 
在 这 个 意义 上 , 这 种 表面 与 恒定 磁场 中 的 超导体 表面 类 似 . 


习 题 


试 确定 由 具有 小 阻抗 的 平坦 表面 发 出 的 热 辐 射 (给 定 频 率 下 的 ) 强度 . 

解 : 根据 基 尔 霍 夫 定 律 , 任意 表面 的 热 辐射 强度 dT (在 立体 角 元 do 内 
的 ) 与 绝对 黑体 表面 的 辐射 强度 d1o 以 关系 式 dT = (1 一 R)dJo 相 联 系 , 其 
中 忆 为 自然 光 从 给 定 表 面 的 反射 系数 . 借助 于 公式 (87.13) 和 (87.14) 算出 
尽 = (1/2)(R1 二 RI) 并 考虑 到 从 绝对 黑体 表面 发 出 的 辐射 是 各 向 同性 的 (d10 = 
Jodo/27), 我 们 得 到 

T/2 1 
T= 210C {+ co Dr eond em cm) con0singdg 

进行 积分 并 略 去 C 的 高 阶 项 , 我 们 求 得 





1 2 a 
元 三 个 (nt1- 入 mctanS) > 


特别 是 , 对 于 具有 由 公式 (87.3) 所 确定 的 阻抗 的 金属 , 我 们 有 (1 = 1)， 


ea WwW 人 Tn 
万 V8ro ww DF 
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8$88 波 在 非 均匀 介质 中 的 传播 


我 们 来 研究 电磁 波 在 电 不 均匀 (但 各 向 同性 ) 介质 中 的 传播 . 在 麦克 斯 韦 
方程 





rotE= TH, rotH--ie <E 
在 


中 (我 们 假设 人 = 1),e 是 点 的 坐标 的 函数 . 将 第 一 个 方程 中 的 五 代入 第 二 
方程 , 得 到 五 的 方程 


Ew? 
用 类 似 方法 消去 忆 , 则 得 到 五 的 方程 
AH+SH+:VexrotH=0. (88.2) 


在 一 维 情况 下 这 些 方程 大 为 简化 , 此 时 s 仅 在 空间 的 一 个 方向 上 变化 . 我 
们 选择 这 个 方向 为 z 轴 并 研究 传播 方向 位 于 zz 平面 的 波 . 在 这 样 的 波 内 所 有 
物理 量 均 完全 与 坐标 y 无 关 , 由 于 空间 沿 x 轴 的 均匀 性 , 可 将 对 zx 的 依赖 性 看 
作 由 因子 ei*z 给 出 , 其 中 x 为 常数 . 当 x = 0 时 场 仅 依 赖 于 zz, 亦 即 波 “垂直 ” 
地 透 过 。 = s(z) 的 物质 层 . 如 果 x 关 0, 即 是 所 谓 波 的 斜 透射 . 

当 x 关 0 时 , 必须 区 分 两 个 独立 的 偏振 情况 . 其 中 之 一 是 矢量 马 垂直 于 
波 的 传播 平面 ( 亦 即 沿 y 轴 方 向 ), 而 磁场 五 则 相应 地 处 于 这 个 平面 上 . 方程 
(88.1) 取 以 下 形式 : 





之 2 
a ( 竹 = 2 E=0. (88.3) 


02z2 C2 
在 另 一 种 情况 下 , 场 五 沿 y 轴 方向 , 而 王 在 传播 平面 上 . 在 此 情况 下 , 从 方程 
(88.2) 出 发 更 为 方便 , 这 给 出 


0 /10H 2 x2 
-AE 十 [( 邱 和 可 -0 (88.4) 

我 们 将 按 约 定 分 别称 这 两 类 波 为 五 波 和 五 波 . 
当 传 播 的 条 件 接近 几何 光学 条 件 时 , 在 这 一 重要 情况 下 方程 可 以 普遍 形 


式 解 出 ; 以 下 假设 函数 s(z) 为 实 函数 . 在 方程 (88.3) 中 量 2r/v 起 > 轴 方 
向 波长 的 作用 , 其 中 








@@ 方程 (88.3) 形式 上 与 量子 力学 中 粒子 一 维 运动 的 薛 定 刘 方 程 相似 , 而 几何 光学 
近似 对 应 于 准 经 典 情况 . 以 下 我 们 将 直接 给 出 最 后 结果 , 而 请 读者 在 本 教程 的 男 一 卷 
中 去 寻找 其 推导 一 一 参见 第 三 卷 ,第 7 章 . 
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几何 光学 近似 所 对 应 的 不 等 式 为 


二 和 < (88.5) 
而 方程 (88.3) 的 两 个 独立 解 的 形式 为 
a exp (a Vidz) > (88.6) 


在 反射 点 (如 果 存 在 这 样 的 点 的 话 ) 附近 条 件 (88.5) 明显 地 遗 到 破坏 , 在 
该 点 f= 0. 设 这 一 点 为 z= 二 0, 而 且 z<0 时 f>0 及 z>0 时 f<0. 在 z=0 
两 侧 离 该 点 足够 大 的 距离 上 , 方程 (88.3) 的 解 具 有 (88.6) 式 的 形式 , 然而 为 了 
在 z>0 和 zz<0 的 区 域内 建立 这 个 解 中 系数 间 的 对 应 , 必须 考察 方程 (88.3) 
在 z=0 附近 的 精确 解 . 在 这 点 的 周围 函数 f(z) 可 展开 为 z 的 震级 数 并 表示 
为 f = 一 az 的 形式 . 方程 


3 — Qazb=0 
对 所 有 z 都 有 限 的 解 为 
B= pr tA (88.7) 
其 中 
Oo 3 
一 站 on 全 + 中】 du 


为 艾 里 函数 ( 巨 中 的 因子 exp( 一 iwt 十 ixz) 均 被 略 去 ) ©, 在 大 |z| 时 , 方程 (88.3) 
的 解 的 渐 近 形式 为 


=- 声 (| Viz+3) 当 z<0， 
0 


一 i exp (-/ Vlas) 当 0 


其 中 系数 4 与 (88.7) 式 中 相同 . 这 些 表 达 式 中 的 第 一 个 是 由 人 射 波 ( 治 > 轴 

正方 向 ) 和 从 z= 0 面 反 射 回 来 的 波 生 加 而 成 的 驻 波 . 这 些 波 的 振幅 一 样 (并 

等 于 A/2f14), 亦 即 反射 系数 等 于 1. 只 有 指数 衰减 的 波 透射 到 z > 0 的 区 域 . 

在 接近 反射 点 时 波 的 振幅 增 大 , 这 可 从 f14 在 (88.8) 式 的 分 母 上 看 出 来 . 

但 要 求 得 紧 临 这 点 处 的 场 值 必须 利用 (88.7) 式 . 这 个 函数 向 z > 0 区 域 深 处 

@ 我 们 这 里 使 用 与 本 教程 其 他 卷 中 同样 的 艾 里 函数 的 定义 . 现在 更 常用 的 定义 是 
5(6) 
A 


(88.8) 





Ai 这 = 
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单调 衰减 而 在 > < 0 区 有 振荡 特征 , 同时 |E| 的 极 大 值 的 大 小 逐步 衰减 第 一 
个 也 是 最 大 的 极 大 值 在 al3z = -1.02 时 达到 并 等 于 


E=0.949Aa-16. 


我 们 至 此 所 说 的 都 是 王波 . 容易 看 到 , 在 几何 光学 近似 下 , 可 以 类 似 地 写 
出 五 波 的 公式 . 如 果 在 方程 (88.4) 中 作 代 换 五 = wye , 则 式 中 出 现 的 的 导 
数 只 与 u 相 乘 而 不 与 w 相 乘 ; 然后 略 去 含 这 些 导 数 的 项 (由 于 条 件 (88.5), 它 
们 很 小 ), 我 们 得 到 函数 v(z) 的 方程 


du 于 (等 二 2 y= 
dz2 c2 
与 方程 (88.3) 相同 . 所 以 厂 的 所 有 公式 与 公式 (88.6) 一 (88.8) 的 差别 仅 为 一 
个 Ve 因子 . 
两 种 类 型 波 的 行为 的 独特 的 区 别 出 现在 斜 人 射 波 (x 取 0) 从 e(z) 通过 零 
的 物质 层 的 反射 中 . 此 时 反射 发 生 在 f(z) = swo2/o 一 z=0 的 平面 , 亦 即 “未 
到 达 ”e = 0 点 的 平面 上 . 瑟 波 只 能 以 指数 衰减 场 的 形式 穿 过 这 个 平面 . 当地 
波 在 这 种 衰减 场 的 总 背景 上 反射 时 , 在 e=0 点 附近 发 生 场 的 急剧 增强 (区 . 弗 
尔 斯 特 林 ，1949) ©. 我 们 来 研究 这 个 现象 . 
设 在 z=0 点 处 =0. 在 这 点 附近 我 们 写 出 


Ee=—az, a>0, (88.9) 
方程 (88.4) 取 以 下 形式 : 


2H 1dH 2 
RS ( 竺 z+ 3 Be 





根据 线性 微分 方程 的 普遍 理论 , 这 个 方程 的 一 个 解 (我 们 称 其 为 Hi) 在 z=0 
处 无 奇 点 , 而 其 在 小 z 时 的 展开 以 z? 开始 : 


Hi(z) = z+. 
第 二 个 独立 解 具 有 对 数 奇 异性 ， 且 其 展开 的 形式 是 


2 
H2(z) = Hi(z) Inxz+ 十 … 
和 





@ 我 们 注意 到 , 这 点 是 方程 (88.4) 的 奇 点 , 因此 在 其 附近 几何 光学 近似 失效 , 虽然 
在 该 点 f(z) 不 等 于 零 而 且 条 件 (88.5) 未 被 破坏 . 


888 波 在 非 均 匀 介 质 中 的 传播 . 379. 








(参数 a 仅 在 展开 的 更 高 阶 项 出 现 ). 为 了 求 出 点 z= 0 附近 的 场 , 没有 必要 去 
分 析 为 满足 无 穷 远 处 条 件 而 从 Hi 和 2 中 选择 线性 组 合 的 问题 . 注意 到 这 种 
组 合 在 z 一 0 时 趋 于 常量 (标记 为 Ho) 并 具有 对 数 奇 异性 就 足够 了 : 


22 
HHo @ 十 In) ph 


这 里 除了 写 出 常量 之 外 也 写 出 了 带 奇 异性 的 主 项 . 电场 按照 场 及 , = 太 由 麦 


克 斯 韦 方 程 
ic OH ic OH 
Ew OF 


关系 由 因子 ex? 给 出 , 我 们 求 得 Bs 和 EE 中 的 首 项 : 





2 
Ew Ox 


已 
确定 . 记得 太 对 zx 的 依赖 


bs; ~ a bE, ~% Pe (88.11) 
QW QW 之 
它们 在 z 一 0 时 趋 于 无 穷 大 . 
当然 , 实际 上 由 于 介质 中 必定 会 存在 的 哪怕 是 很 小 的 吸收 , 场 只 会 达到 较 
大 的 (与 周围 的 弱 本 底 相 比 ) 但 仍 是 有 限 的 值 . 然而 , 有 趣 的 是 , s 中 存在 的 无 
论 多 小 的 虚 部 也 会 导致 有 限 的 能 量 耗 散 . 设 s = 一 az 十 i6,6 一 +0. 此 时 (88.11) 
式 中 对 数 从 z 轴 的 右 半 轴 到 左 半 轴 的 解析 延 拓 应 当 在 复 xz 平面 的 下 半 和 平面 进 
行 ,上 且 当 > < 0 时 将 是 


;2 
Ps. Ho (nz — ix). 
aw 


沿 z 轴 方向 的 时 间 平 均 能 流 


要 C 
3. = 5 Re(ErH;) 

(参见 (59.9a) ) 在 z > 0 时 等 于 零 , 而 当 z <0 时 Ei 内 出 现 的 实 部 导致 指向 
z 二 0 平面 的 不 为 零 的 能 流 , 这 个 能 量 在 该 处 被 耗 散 中 : 


2 .2 
2 (88.12) 





本 二 
村 8wa 


(B. B. 基 里 登 保 , 1963). 








@ 从 单位 体积 中 耗 散 的 能 量 表达 式 (80.4) 出 发 , 也 可 以 得 到 这 个 结果 : 


eV| 盏 |2 eH 6 ze2c2 3 
污 im = 一 一 0(z); 
87 8Nw 65 一 0a2z2 十 62 8aw 


对 z 积分 即 可 得 到 (88.12) 式 . 





多 这 
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习 题 
沿 着 分 别 具 有 正 的 和 负 的 介 电 常 量 (sl 和 一 |eo|) 的 介质 之 间 的 分 界面 可 
传播 在 两 种 介质 内 部 衰减 的 表面 吾 波 , 试 确定 波 的 频率 和 波 拓 之 间 的 关系 . 
解 : 选择 分 界面 为 zy 平面 , 同时 波 沿 z 轴 方 向 传播 , 而 磁场 肪 平行 于 vy 
轴 . 令 半 空间 z > 0 充满 介 电 常量 为 正 (sl) 的 介质 , 而 半空 间 z< 0 则 充满 介 
电 常 量 为 负 (一 |e2|) 的 介质 . 我 们 要 寻求 在 z 一 十 oo 时 具有 以 下 形式 的 波 : 


2 
x a (LU 起 
H]i = Poeikz 一 az， m1 = Yh el 当 z>0， 


2 
WwW 
到 == Hostw， 贡 二 如 + 入 |eal 当 z<0 





同时 k, zl, x2 为 实数 . 本 二 及 连续 的 边界 条 件 已 经 满足 ,而 Bs 连续 的 边界 
条 件 给 出 








1 OHi 1 0H, 
二 当 三 
ET Oz op Oz . 


或 者 xl1/El 一 x2 /le2l. 这 一 等 式 仅 在 
on |s?| 


的 条 件 下 (以 及 不 言 而 喻 slsz < 0) 才能 成 立 . 此 时 大 与 w 间 的 关系 由 方程 


2_ wellez| 
22(|sa| 一 上) 





给 出 . 


容易 证 明 , 表面 马 波 一 般 不 可 能 传播 


§89 倒 易 性 原理 


描写 处 于 任意 介质 中 的 细 导 线 为 源 发 出 的 单 色 电磁 波 辐射 的 方程 是 
rotE= 这 万 ， rot 再 = 一 这 万 十 ch (89.1) 
c c c 


其 中 jex 为 流 过 导线 的 周期 “外 ”( 相 对 于 介质 而 言 ) 电流 密度 . 

假设 在 介质 中 放置 有 两 个 不 同 的 源 (具有 相同 频率 ) ; 我 们 将 用 下 标 1 和 
2 分 别 标记 这 两 个 源 各 自 产生 的 场 . 介质 可 以 是 任意 地 不 均匀 和 各 向 异性 的 . 
我 们 对 介质 性 质 的 唯一 假定 , 是 线性 关系 Di; = sir Br, Bi = jixrHx 成 立 , 其 中 
sk 和 jix 为 对 称 张 量 . 在 这 些 条 件 下 , 有 可 能 得 到 联系 两 个 源 产 生 的 场 及 其 
中 外 电流 之 间 的 关系 式 . 
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将 两 个 方程 
5 4 ， 
rot Ei = ikBi, rot Hi = —ikDi+ -一 Jex,l 
C 


分 别 乘 以 五 2? 和 EE。， 而 将 场 Es 和 五 的 方程 分 别 乘 以 -Hi 和 一 Ei. 把 这 些 
方程 逐 项 相 加 , 我 们 得 到 


(万 > :rot 五 1 — Ei .rot 五 >?) 十 (五 >. rot Hi — Hi: rot 五 ) = Es 
.WwW 4n 
这 (Bi 五? -万 1 . Ba) 十 这 (五 也: — Di: Ea) + (foo 五 一 Jex 2 .五 1). 


然而 万 ; : 万 > = HikDakBoi = 万 .万 五] .Da = Di. Eo, 因 此 上 式 右 端 的 头 两 
项 变 成 零 . 等 式 左 端 按 矢量 分 析 的 已 知 公 式 作 变换 , 于 是 我 们 求 得 


4 ，. 
div[ 五 1 4 H, a FE» x Hi| 一 esi FE, 一 Jex,2 五 1 ). 


我 们 将 此 等 式 对 全 空间 积分 ; 等 式 左 端 的 积分 可 变换 为 对 无 穷 远 表面 的 积 人 
而 等 于 零 . 所 以 我 们 得 到 


J E>2dVi = | jie Era. (89.2) 


上 式 左 端 和 右 端 分 别 对 第 一 个 和 第 二 个 源 的 体积 积分 , 因为 只 有 在 这 些 
体积 内 外 电流 jex,1 和 jex,z 才 不 为 零 . 由 于 导线 很 细 , 它们 中 的 每 一 个 对 另 一 
个 导线 产生 场 的 影响 可 以 忽略 , 因此 公式 (89.2) 中 的 Bl 和 Es 是 第 一 和 第 二 
个 源 中 的 每 一 个 源 在 另 一 个 源 所 在 地 产生 的 辐射 场 . 公式 (89.2) 即 是 我 们 所 
要 寻求 的 以 倒 易 定理 著称 的 关系 式 . 

如 果 源 的 尺度 比 波长 小 ,同时 也 比 它们 之 间 的 相互 距离 小 , 则 对 易 定 理 的 
表达 可 以 化 简 . 每 一 源 的 场 在 男 一 源 的 尺度 范围 内 变化 很 小 , 因而 在 (89.2) 式 
中 可 将 El 和 Es 从 积分 号 内 提出 , 把 它们 简单 地 写作 Ei1(2) 和 Ez(1), 其 中 1 
和 2 分别 表 示 两 个 源 所 在 点 : 


五 2(1) aa = Ei(2): fia 


积 / /ear 正好 是 源 的 总 偶 极 矩 多 的 时 间 导数 . 因为 多 二 -iw 多 , 故 最 后 
我 们 有 

五 2(1) D1 = Ei (2) . ,. (89.3) 
倒 易 定理 的 这 种 形式 当然 只 适用 于 偶 极 辐射 如 果 源 的 偶 极 矩 等 于 零 (或 者 
反常 地 小 ), 则 使 得 普遍 公式 (89.2) 化 为 (89.3) 式 的 近似 是 不 合适 的 ( 见 本 节 
习题 1). 
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习 题 
1 试 推导 电 四 极 子 辐射 源 与 磁 偶 极 子 辐射 源 的 倒 昂 定理 . 
解 : 如 果 | jwav = 0. 则 在 积分 (89.2) 中 应 当 取 展开 的 下 一 阶 项 ; 


. OFo; ， 1 DOF»; OF . . , 
fa ‘ EsdVi 六 Be winav a ( | = ] /em + Tijik)d Vi 








OTk OXi 
1 /OEx DEV ff, . 
+ ( OTk > Be ) /em Tijikg dVi 


(为 了 简洁 , 略 去 了 jex 的 下 标 “ex”). 按照 


Dik 一 一 to 万 庆 一 /ea 十 2 万 ) 二 20ikT * 了 jdV， 


好 -天 /xjay 
2c 

引入 四 极 矩 张 量 与 磁 矩 矢量 ,利用 方程 rot EB = iwB/c 并 假设 靠近 源 处 == 
const (因此 divE=0). 我 们 得 到 


， iw /OE OE. 有 
fa i ( 罕 证 DD 
2 





由 此 可 见 , 四 极 子 辐射 源 的 倒 易 定理 为 : 


DE2i(1) OE2x(1) (1) OBE1i(2) OB1x(2) (2) 
( es a a 


而 磁 偶 极 子 辐射 源 的 倒 易 定理 则 为 
B,(1) .M1 B1(2) -Ms. 


2. 试 确定 浸入 均匀 各 向 同性 介质 中 的 偶 极 辐射 源 的 辐射 强度 与 介质 介 
电 常量 s 和 磁 导 率 几 的 依赖 关系 . 


解 : 作 代 换 
HH TV Fak 二 = w” 
E=\/-E, H-=-H, w- -8 


后 ,方程 (89.1) 取 以 下 形式 : 


iw’ jw/ 4T . 
rot 五 = —H’, rotH’=—— E+ ~ jex, 
[到 C c 


其 中 不 再 含 s 和 几 这 些 方程 的 偶 极 辐射 解 给 出 波 区 内 场 的 矢量 势 (参见 本 教 


程 第 二 卷 867) 
R=. 1 本 
4 一 3 Jar 
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其 中 Ro 为 离开 源 的 距离 ; 此 处 及 以 下 我 们 略 去 对 强度 计算 不 重要 的 相位 因 
子 . 由 此 可 见 , 在 给 定 jox 情况 下 可 以 写 为 4' = Ao, 其 中 0 表示 真空 中 的 辐 
射 源 场 . 对 于 五 ', 刀 ' 两 个 量 我 们 有 
= ik’ x A’=ivVenk x Ao = VenHo, E'=H.. 
由 此 
H= VanHo, E= bo, 


而 辐射 强度 为 
Ta Ton3/2e1/2, 


于 是 所 提问 题 得 解 . 
890 空 腔 共 振 器 中 的 电磁 振 沪 


我 们 现在 研究 被 理想 导体 壁 限制 的 真空 空间 内 的 电场 . 真空 中 的 单 色 场 
方程 为 : 
rotE= i rotH = -i (90.1) 


在 理想 导体 (阻抗 6 = 0 的 物体 ) 表面 上 的 边界 条 件 为 
E:=0, H,=0. (90.2) 


为 了 求解 问题 , 只 需 研 究 量 EF 和 五 中 的 一 个 即 可 . 比如 说 , 从 方程 (90.1) 中 
消去 五 , 我 们 得 到 EE 满足 的 波动 方程 


2 
AE+E=0, (90.3) 
还 应 当 将 不 能 从 方程 (90.3) 自动 得 出 的 方程 
divE=0 (90.4) 


与 它 结 合 . 在 边界 条 件 E, = 0 情况 下 解 这 些 方程 , 我 们 先 求 出 场 五 , 然后 从 方 
程 (90.1) 中 的 第 一 个 直接 算出 互 , 而 且 边 界 条 件 五 " = 0 自动 满足 . 

在 空 腔 的 尺度 和 形状 给 定时 , 方程 (90.3) 和 (90.4) 仅 在 完全 确定 的 频率 
值 集合 内 有 和 解 . 这 些 频 率 称 为 给 定 共振 器 电磁 振荡 的 本 征 频率 .¢ = 0 时 电磁 
场 不 透 入 金属 内 部 并 在 其 中 没有 损失 . 因此 所 有 本 征 振 荡 都 不 衰减 , 亦 即 所 有 
的 本 征 频率 都 是 实数 . 共振 器 的 不 同 本 征 频率 的 数目 有 无 穷 多 . 其 中 最 低频 
率 的 数量 级 为 wi ~ c/l, 其 中 1 是 空 腔 的 线性 尺度 . 这 可 从 量 纲 考 虑 直接 看 出 ， 





. 384， 第 十 章 ”电磁波 的 传播 


因为 1 是 表征 问题 条 件 (在 共振 器 形状 给 定 情况 下 ) 的 唯一 尺度 参量 . 大 的 本 
征 频率 (w 六 c/1) 彼此 之 间 离 得 很 近 , 而 且 它 们 在 单位 频率 区 间 的 数目 等 于 
VYw2/(2r2c3); 这 个 数目 仅 依赖 于 共振 器 的 体积 V 而 与 其 形状 无 关 (参见 本 教 


程 第 二 卷 852). 
共振 器 内 场 的 电能 和 磁 能 的 时 间 平 均值 分 别 由 积分 
1 /IEP 1 /HP 
3 sav 和 3/ a 


给 出 . 我 们 将 证 明 , 这 两 个 量 彼 此 相等 . 借助 (90.1) 式 的 第 一 个 方程 我 们 写 出 
[HHav = 与 /rotB :rot E*dV. 
我 们 对 等 式 右 端的 积分 作 分 部 变换 : 
rot Brot rav i fo ‘df x B+ | Erotrot Bay. 
由 于 在 体积 的 边界 上 EE; = 0, 故 上 式 右 端 的 面积 分 为 零 , 只 剩 下 : 
HPav = /Erotrot prav = /EE.AE'dy 

| | =- 与/ .rot ro =-- 瑟 / . 

或 者 由 于 (90.3) 式 ， 
Japar= /PPar (90.5) 


这 即 是 所 要 证 明 的 巴 . 
共振 器 内 的 不 训 减 振荡 是 在 器 壁 的 阻抗 为 零 的 假设 下 得 到 的 . 我 们 现在 
来 阐明, 器 壁 中 存在 的 很 小 但 仍 为 有 限 的 阻抗 对 本 征 频 率 有 何 影 响 . 
共振 右 器 辟 1 秒 钟 内 耗 散 的 (时 间 ) 平均 能 量 , 可 以 作为 从 空 腔 内 电磁 场 
流入 的 能 流 来 计算 . 考虑 到 具有 阻抗 5 的 物体 表面 上 的 边界 条 件 (87.6), 我 们 
写 出 能 流 密 度 的 法 向 分 量 : 


5, = 二 Re( 忆 x 五 *) = lH 
(C4' 为 5 的 实 部 ). 在 这 个 已 经 包含 了 小 因子 5' 的 表达 式 内 , 在 一 级 近似 下 , 可 
将 五 理解 为 是 从 解 5=0 的 问题 中 得 到 的 . 被 耗 散 的 总 能 量 由 积分 
-CC / 2 
Ef IH|’df (90.6) 


@ 我 们 处 处 将 吾 和 五 理解 为 对 应 于 某 一 确定 本 征 频 率 的 场 强 . 不 难 证 明 , 对 应 于 
两 个 不 同 本 征 频率 we 和 we 的 场 满足 正 交 关系 : 
/BBav= /可 HrdV =0 
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给 出 , 积分 是 在 共振 器 的 内 表面 上 进行 的 . 
场 振 的 幅 随 时 间 衰 减 的 衰减 率 由 这 个 量 除 以 总 能 量 


1 2 2 = / 2 
Es V = H 
/P+ av = /RPav 


的 二 倍 得 到 . 衰减 率 与 复 频 率 w = w +iw” 的 虚 部 |w”| 相同 8. 将 公式 写 为 复 
数 形式 
‘ef aPar 
WwW 一 w0 三 一 了 
f apPav 


(w 和 wo 分 别 为 计 及 和 未 计 及 C 时 的 本 征 频率 ), 借助 这 个 公式 我 们 不 仅 可 以 
求 出 衰减 率 , 还 可 以 求 出 本 征 频 率 本 身 的 移动 . 如 我 们 所 看 到 的 , 本 征 频率 的 
移动 取决 于 < 的 虚 部 . 在 887 中 曾 指出 , 通常 ("< 0, 于 是 本 征 频率 的 移动 出 
现在 频率 减 小 的 一 侧 . 

对 于 实际 计算 而 言 , 将 (90. 7 式 右 端 分 母 上 的 体积 分 变换 为 面积 分 可 能 
更 方便 

由 于 矢量 厂 与 表面 相 切 , 我 们 恒 等 地 写 出 





(90.7 


fia- mat) = fu Hp) fan fa rH af) 


利用 代 换 df 一 dV .Vv 将 上 式 右 端的 积分 变换 为 体积 分 ; 此 时 利用 方程 (90. j， 
我 们 得 到 


fu- ra -ik fr (Hx EH x Bvt fH.H'av 


类 似 地 , 考虑 到 恒等式 7 x (Exdf)= EB(r.df) 一 (r.E)df =0 (作为 边界 条 
件 E, =0 的 结果 ), 我 们 得 到 


由 Br = 一 下 加 :可 Jr a) + 由 md 
+ f(g reap -in fr (Hx -Hx Eav- |E. prav 


把 内 


ti 


得 到 的 这 两 个 等 式 逐 项 相 减 , 并 计 及 (90. 5) 式 , 我 们 得 到 公式 
fapav = 5 fdaP -lpr af). (90. 8) 


@ 在 无 线 电 工程 中 ,通常 引进 定义 为 w'/2lw”| 的 共振 腔 品质 因数 (Q@ 因子 ) 来 替代 
衰减 率 |w"| 
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空 腔 内 充满 值 和 j 值 不 等 于 1 的 非 吸收 介 电 体 的 共振 器 的 所 有 公式 ， 
可 以 通过 作 以 下 替代 : 
w, E, HwVvwoh, veE, wuH, (90. 9 


从 真空 空 腔 共振 器 的 公式 得 到 . 从 在 这 种 变换 下 方程 (90. 1) 转变 为 适用 于 介 
质 的 麦克 斯 韦 方 程 


rotE = i2uH, rot H = 一 这 ec 万 
C C 


这 一 事实 , 即 可 清楚 地 看 出 这 点 . 特别 是 , 介质 的 存在 使 所 有 的 本 征 频 率 减 小 
为 原来 的 1/ ven. 
习 题 


1. 试 确定 具有 直角 平行 六 面体 形状 的 理想 导体 壁 的 共振 器 的 本 征 振动 
解 : 选择 平行 六 面体 的 长 度 为 Qa1,a2,a3 的 三 个 棱 分 别 为 z 轴 ,y 轴 和 z 轴 ， 
方程 (90. 多 和 (90. 站 的 满足 边界 条 件 Bl 二 0 的 解 为 : 


E; = 4i cos jzzsin kyysinksz eic (1) 
以 及 类 似 的 已 ,, Bz, 其 中 
al a ”as 
(n1,n2,n3 为 正 整 数 ) ; 常量 41, 42,4s 间 以 关系 式 
A A (3) 


相 联 系 , 而 本 征 频 率 为 
w2 一 c2(k2 十 1 全 k2). 


从 (1) 式 算 出 磁场 : 


2 _iC(Ask, 一 A2k;) sin kzz cos kyy cos kzz ， et 
w 
以 及 类 似 的 H,, Hz. 
如 果 ni,n2,ns 中 的 三 个 或 两 个 等 于 零 , 则 瑟 三 0. 因此 第 一 个 (最 小 的 ) 
频率 对 应 于 三 个 数 中 一 个 为 0 另 两 个 为 1 的 振动 . 
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由 于 存在 关系 式 (3), 解 (1) (其 中 ni,nz,ns 均 不 为 0) 中 含有 两 个 独立 的 
任意 常量 , 亦 即 每 一 个 本 征 频 率 是 二 重 简 并 的 . 而 若 ni1,mn2,n3 中 一 个 为 0, 则 
频率 不 简 并 . 

2. 试 确定 半径 为 a 的 球形 共振 器 中 电 偶 极 振动 和 磁 偶 极 振动 的 频率 . 

解 : 在 球形 电 偶 极 型 驻 波 内 , 场 百 和 五 的 形式 为 


E=e trotrot (= 站) ， H= -ike trot (= 7 
Tr rT 








其 中 b 为 常 矢 量 , 而 上 = w/c ( 见 本 教程 第 二 卷 872). 了 = a 处 的 边界 条 件 
nx 万 =0 给 出 方程 
cot ka= 7 Ka. 
此 方程 的 最 小 根 为 ka = 2.74, 频率 w 一 2.74c/a 是 球形 共振 器 的 所 有 本 征 频率 
中 最 小 的 频率 . 
在 球形 磁 偶 极 型 驻 波 内 


E = ike-ivtrot (es) ， H =e ivtrotrot (= ed 5 
师 Tr 





己 的 边界 条 件 给 出 方程 


tan ka = ka. 


其 第 一 个 根 为 ka = 4.49. 

3. 在 共振 器 内 放 入 一 具有 电极 化 率 和 磁极 化 率 分 别 为 aq。 和 am 的 小 球 ， 
试 求 因此 而 引起 的 共振 器 本 征 频 率 的 移动 . 

解 : 设 轧 , 且 为 共振 器 内 无 小 球 时 的 场 强 ,而 El, Hi 为 有 小 球 时 的 场 强 . 
场 五 和 五 满足 方程 (90.1), 而 Bl 和 Hi 则 满足 方程 


rot Ei = AH rot Hi = 2 (1) 
其 中 万 为 小 球 内 的 电流 密度 . 将 (1) 式 中 的 第 一 个 方程 来 以 再 *, 第 二 个 方程 
乘 以 一 E*, 对 方程 (90.1) 进行 复 共 罗 操 作 并 将 其 中 第 一 个 方程 来 以 Hi, 第 二 
个 方程 乘 以 一 Bi. 然后 将 四 个 方程 相 加 , 我 们 得 到 


divIB1 x H* + E* x Hi =iE (HH' + BE’)- Sp, 


其 中 6w = 二 wi 一 w 为 待 求 的 频率 移动 .我 们 在 共振 器 体积 内 对 这 个 等 式 积 分 . 因 
为 在 器 壁 上 Et = 0, Elt = 0, 所 以 等 式 左 端的 积分 按 高 斯 定理 变换 后 成 为 零 . 
由 于 小 球 尺 度 很 小 , 故 右 端 第 一 项 积分 中 的 主要 贡献 出 现在 离 它 很 大 的 距离 
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上 ; 另 一 方面 ,在 这 些 距离 上 小 球 产 生 的 扰动 场 小 到 可 以 令 Ei ~ E,Hi1~H. 
对 于 第 二 项 的 积分 可 作 类 似 于 在 889 (和 该 节 习 题 1) 所 作 的 变换 , 结果 给 出 


fa .ErdV = iw(. Ee: + HM: H) = iwW(aslEol + amlHol?), 


其 中 Eo = 至 (ro)，E = 再 (ro]; ro 为 小 球 的 坐标 , Vo 为 小 球 的 体积 ; 当然 , 小 
球 的 尺度 小 到 使 百 , 琳 在 这 个 距离 上 的 变化 可 以 忽略 . 
因此 , 考虑 到 (90.5) 式 , 我 们 寻 得 待 求 的 频率 移动 为 : 


Sw 时 _ QelEol? + amlHol? ,, 


fv 


如 果 极 化 率 为 复数 , 则 这 个 公式 既 给 出 振动 本 征 频 率 的 移动 ,也 给 出 了 这 些 振 
动 的 衰减 系数 . 

4. 共振 器 中 充满 了 介 电 常量 为 上 的 无 色散 透明 介 电 体 , 试 确定 当 介 电 人 党 
量 有 小 变化 6e(7) 时 本 征 频率 的 改变 . 

解 : 共振 器 中 的 未 扰动 场 Bo, Ho 满足 方程 


_ iwoée0 


jw 
rot Eo = — Ho, rot Ho = 五 0， 


而 扰动 场 五 , 瑟 满足 方程 


i(wo + Sw) 
c 


rotE= H, rotH = —-(woeo 二 woSe 二 E06w)E 


(我 们 略 去 了 含 5w6e 的 项 ). 对 这 四 个 方程 作 类 似 于 上 一 题 中 所 进行 的 处 理 , 我 
们 得 到 


div[((E x Hi)+(E; x H)]= -(wode 十 co8w) 五 .五 十- -8H Hi 


人 
~ (woic + E08w)Eo. Ed+ -8wHo :五 0， 
由 此 可 得 

二 mpaear 

2 
在 导出 上 面 这 个 表达 式 时 , 我 们 考虑 到 了 这 一 事实 , 即 对 于 充满 介 电 体 的 共振 
器 , 关系 式 (90.5) 所 取 的 形式 为 


/apPar =e0 mpPar 


从 (90.9) 式 可 清楚 地 看 出 这 点 . 
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与 前 一 节 研 究 的 具有 有 限 体 积 的 共振 器 不 同 , 波导 是 长 度 不 受 限 制 的 空 
腔 , 亦 即 具有 无 限 长 度 的 空 管 巴 . 与 共振 器 中 的 本 征 振动 都 是 驻 波 不 同 ,波导 
中 的 波 仅 在 横向 是 驻 波 , 而 沿 着 管 长 方向 则 可 能 以 行 波 传播 . 

我 们 来 研究 具有 任意 ( 单 连通 ) 形状 横 截面 的 直 波 导 , 横 截 面 形状 不 随 长 
度 变 化 . 我 们 先 假设 波导 壁 是 理想 导电 的 . 选 波导 的 长 度 方向 为 z 轴 . 在 沿 
z 轴 行 进 的 波 内 , 所 有 物理 量 与 z 的 依赖 关系 都 由 形 为 exp(ikzz) 的 因子 给 出 ， 
其 中 kz 为 常量 . 

在 这 种 波导 内 , 所 有 可 能 的 电磁 波 分 为 两 种 类 型 : 其 中 之 一 瓦 . = 0; 而 在 
另 一 种 内 五: = 0 ( 瑞 利 , 1897). 第 一 类 具有 纯 横 向 磁场 的 波 称 为 电 型 波 或 忆 
波 . 而 具有 纯 横向 电场 的 波 则 称 为 磁 型 波 或 瑟 波 @. 

我 们 先 来 研究 波 ; 方程 (90.1) 的 z 分 量 与 y 分 量 给 出 


OF, . jw OF . lw 
Oy = ik, BE, 3 Hs; Se 9 2 + iks Eb, 一 THy; 








T 


iks H, = bs, ik, H, = -~ 











由 此 
jk OE , ik:OE, 
”2 br， yy x2 Oy 
(91.1) 
_ iw 0P: HF = iw OF; 
”7 cx Oy) 7 cx? Or 
其 中 引入 了 记号 . 
pp ee Ww k2 
C2 


因此 ,在 王波 中 五 和 五 的 所 有 横向 分 量 都 可 通过 电场 的 纵向 分 量 表 示 出 来 . 
而 后 者 则 必须 通过 求解 已 被 归结 为 二 维 方程 
A2Bs+ x B=0 (91.2) 
(As 为 二 维 拉 普 拉 斯 算 符 ) 的 波动 方程 来 确定 , 这 个 方程 的 边界 条 件 是 马 在 
波导 壁 上 的 切 向 分 量 为 零 . 为 此 只 需要 求 在 截面 的 廓 线 上 
@@ 以 下 我 们 所 写 的 全 部 公式 都 是 对 于 真空 波导 的 . 把 这 些 公式 转换 为 充满 非 吸收 


电介质 的 波导 的 公式 , 要 利用 (90.9) 式 的 变换 来 实现 . 
加 已 波 和 十 波 还 分 别 被 称 为 TM 波 ( 横 磁 波 ) 和 TE 波 ( 横 电 波 ). 
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根据 公式 (91.1), 具有 Es, By 分 量 的 二 维 矢量 正比 于 量 EB 的 二 维 梯度 . 所 以 
在 满足 边界 条 件 (91.3) 时 五 在 zy 平面 的 切 向 分 量 也 自动 成 为 零 . 

类 似 地 , 在 万 波 内 巨 和 五 的 横向 分 量 可 按照 公式 
ik, OH: ,, _ iks OH, 


7” x Or 7 x2 0y 

















| | (91.4) 
jiw OH; ijiw 0H; 
7 op ”7 cm pr 
通过 磁场 的 纵向 分 量 表 示 . FH; 的 纵向 分 量 由 方程 
AsH, + 2H,=0 (91.5) 
的 解 给 出 , 方程 的 边界 条 件 是 在 截面 的 廊 线 上 : 
0 万 。 
二 一 0. (91.6) 
按照 公式 (91.4), 这 个 条 件 保证 了 互 的 法 向 分 量 为 零 . 


因此 ， i 电磁 场 的 问题 归结 为 寻求 二 维 波动 方程 A2f +x?f =0 
0 这 个 解 必须 满足 在 横 截 面 廓 线 上 f = 0 或 6f/6n =0 的 边界 条 件 . 对 于 
给 定 的 廓 线 , 仅 在 参量 x? 取 完 全 确定 的 本 征 值 时 才 有 这 样 的 解 . 

对 于 每 一 个 本 征 值 2, 我 们 有 相应 的 频率 与 波 矢 k, 之 间 的 关系 





w? = C2(k2 + zx). (91.7) 
波 沿 波导 长 度 方向 传播 的 速度 由 导数 
Ow chkz 本 


给 出 . 在 给 定 的 x 值 下 , 当 a 业 二 
沿 波导 长 度 的 时 间 平 均 能 流 密度 由 坡 印 亭 矢量 的 > 分量 给 出 ， 对 于 到 波 ， 
借助 公式 (91.1), 通过 简单 计算 给 出 


Se C 时 
5z = gi Re(B x H’);= 





将 5; 对 波导 的 模 截 面积 求 积分 得 到 总 能 流 gq, 我 们 有 


J vaa. |2dj = fe -/& As Bsdf. 


上 式 右 端 第 一 个 积分 对 截面 的 廓 线 进行 , 由 于 边界 条 件 Bs = 0 而 为 零 . 在 第 
二 个 积分 中 将 A2E; 替换 为 pe 最 后 得 到 


5 /le 2af. (91.9) 








= 
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对 于 万 波 , 得 到 用 五 ; 代替 已 : 的 同样 的 公式 . 
用 同样 的 方式 , 可 以 计算 波导 单位 长 度 的 电磁 能 密度 W. 不 过 , 由 于 应 当 
有 gq = Wwuz, 直接 从 gq 得 到 W 更 简单 些 . 例如 , 从 (91. 8) 和 (919) 式 我 们 得 到 


2 2 
W = sa | 2: df. (91.10) 


从 (91.7) 得 出 , 对 于 每 一 类 型 (对 应 于 确定 的 :) 的 波 , 存在 一 个 等 于 cx 的 最 
小 可 能 频率 值 . 在 频率 更 小 时 , 该 类 型 的 波 变 得 不 可 能 传播 . 但 在 所 有 的 本 征 
频率 x 值 中 , 有 一 个 最 小 的 xmnin, 也 不 等 于 零 ( 见 下 文 ). 所 以 我 们 的 结论 是 : 
存在 一 个 频率 下 限 wwin = cximin, 低 于 这 个 频率 , 无 论 是 什么 样 的 波 一 般 都 不 
可 能 沿 波导 传播 . 按 数 量 级 wmin ~ c/a, 其 中 a 为 波导 管 的 横向 尺度 . 

然而 , 这 一 论断 仅 对 具有 单 连通 形状 的 截面 的 波导 适用 , 我们 到 现在 为 目 
考虑 的 都 是 这 种 波导 . 在 多 连通 形状 截面 时 , 情况 完全 改变 巴 . 在 这 样 的 波导 
中 ,除了 前 面 描述 的 巨 波 和 五 波 外 ,还 有 一 种 类 型 的 波 可 以 传播 , 其 频率 不 受 
任何 条 件 的 限制 . 

称 为 主 波 的 这 一 类 型 的 波 由 k= 土 k ( 亦 即 x = 0) 所 表征 ; 其 传播 速度 与 
光速 c 相同 . 下 面 我 们 就 来 解释 这 种 波 的 基本 性 质 , 同时 我 们 也 会 明白 , 为 什 
么 在 单 连通 形状 截面 的 波导 中 不 可 能 有 这 种 波 . 

主 波 内 的 所 有 分 量 都 满足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 和 2f = 0， 当 边界 条 件 为 
f = 0 时 , 这 个 方程 在 所 有 区 域 ( 单 连通 区 和 多 连通 区 ) 都 正则 的 唯一 解 是 
j =0. 因此 在 主 波 内 Bs = 0. 

当 边 界 条 件 为 9f/8n = 0 时 , 方程 的 正则 解 为 f = const. 但 是 容易 看 出 ， 
对 于 f= Hs, 这 个 常数 (const) 只 能 为 零 (我 们 要 记 住 , const 表示 不 依赖 于 x, vy 
的 量 )， 实 际 上 , 将 方程 

0H;, . OH, 


divH =— + 
Oz Oy 





二 jy -0 
C 
对 横 截面 面积 积分 , 我 们 得 到 


fmt /Haft=0; 


由 于 在 截面 廓 线 上 HH, =0 以 及 万 .在 截面 的 面积 上 为 常量 , 从 而 得 出 Hs = 0. 
因此 , 主 波 是 纯 横 波 . 在 B, = HH; = 0 时 , 方程 (90.1) 的 xz, y 分 量 给 出 
Hs=-E,, H,= BE,, (91.11) 


外 这 里 所 指 的 既 可 能 是 互相 艇 套 的 两 个 管子 之 间 的 空间 , 也 可 能 是 指 两 条 平行 导 
线 之 外 的 空间 . 
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这 也 就 是 说 五 和 五 相互 垂直 且 大 小 相等 . 为 了 确定 这 些 场 , 我 们 有 方程 


E, OE, 
~ ta =0, 9 0 








Or Ov 





且 边 界 条 件 为 玉 = 0. 

我 们 看 到 , 忆 (以 及 五 ) 对 z, y 的 依赖 关系 由 二 维 静 电学 问题 的 解 给 出 : 
五 = 一 V2y, 其 中 yp 满足 具有 边界 条 件 po = const 的 方程 Aap = 0. 在 单 连通 
区 域 这 个 边界 条 件 给 出 p = const (从 而 巨 =0) 为 在 全 区 正则 的 唯一 解 . 因此 
表明 这 一 类 型 的 波 不 可 能 沿 单 连通 截面 的 波导 传播 . 而 在 多 连通 区 域内 , 边界 
条 件 中 的 const 之 值 在 不 同 的 边界 廓 线 上 并 不 一 定 是 一 样 的 , 且 此 时 拉 普 拉 斯 
方程 有 非 平庸 解 . 在 这 种 情况 下 , 波导 横 截 面 上 的 电场 分 布 对 应 于 具有 给 定 电 
势 差 的 电容 器 极 板 间 的 平面 静电 场 . 

到 此 为 止 我 们 一 直 假 设 波导 壁 是 理想 导电 的 @. 壁 内 存在 很 小 但 有 限 的 
阻抗 将 导致 损耗 的 出 现 ,并 因此 引起 沿 着 波导 传播 时 波 的 衰减 . 可 类 似 于 上 一 
节 中 计算 共振 器 内 电磁 振动 随时 间 衰 减 那 样 , 算出 衰减 系数 . 

单位 长 度 波导 壁 中 单位 时 间 耗 散 的 能 量 由 沿 截面 廓 线 所 取 的 积分 


C 1 
Ec fl Hia 
给 出 ; 五 为 在 假设 5 = 0 时 算出 的 磁场 强度 . 将 这 个 量 除 以 能 流 g 的 2 倍 , 即 
得 到 所 要 求 的 衰减 系数 a. 采用 这 样 的 定义 , a 给 出 了 沿 波导 长 度 以 e-%* 方 
式 衰减 的 波 振幅 的 衰减 速度 . 
按照 方程 (91.1) 或 (91.4) 将 所 有 物理 量 用 Es 或 了 H; 表示 , 我 们 得 到 万 波 


吸收 系数 的 以 下 公式 : 
CC/ 由 |V2 五 :|2d1 








和 Coll) 
而 五 波 的 吸收 系数 公式 则 为 : 
二 i 


Dkzw THERdf 


对 实际 计算 而 言 , 将 分 母 中 的 面积 分 变换 为 沿 廓 线 的 积分 更 方 使 些 . 这 里 我 们 
直接 给 出 这 样 做 所 得 到 的 公式 , 其 推导 类 似 于 公式 (90.8) 的 推导 : 


fiaPar= za fm Bea, 
(91.14) 
[par = za fn) ea -12H 


2x2 


@ 特别 是 , 只 有 在 这 个 条 件 下 , 才 有 可 能 严格 地 把 E: = 0 的 波 和 五; = 0 的 波 分 开 . 
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当 ks 一 0 时 ( 亦 即 频 率 w 一 cx 时 ), 表达 式 (91.12) 一 (91.13) 趋 于 无 穷 大 . 不 
过 此 时 这 些 公式 不 再 适用 , 因为 它们 的 推导 假设 x 要 比 ks 小 . 

公式 (91.12) 一 (91.13) 不 适用 于 (具有 多 连通 截面 的 波导 中 的 ) 主 波 , 在 主 
波 内 忆 , 卫 ; 以 及 x 者 等于零. 在 这 种 情况 下 , 可 以 将 所 有 的 场 的 分 量 通过 标 
量 势 p 表示. 考虑 到 在 主 波 内 互 和 巴 = 一 Vow 相互 垂直 且 大 小 相等 , 我 们 得 
到 其 吸收 系数 的 以 下 表达 式 : 


¢ ¢ vavhal 
CQ 一 


. (91.15) 
2 | |Vaze2l?qj 


在 吸收 系数 不 是 小 量 (因而 公式 (91.15) 不 再 适用 ) 的 情况 下 , 如 果 此 时 波 
长 c/w 比 波导 的 横向 尺度 大 得 多 , 主 波 沿 波 导 的 传播 也 可 相对 简单 地 研究 . 

如 前 所 述 , 主 波 内 的 横 电 场 (在 每 一 时 刻 ) 对 应 于 由 带 有 大 小 相等 符号 相 
反 电 和 荷 的 波导 壁 组 成 的 电容 器 中 的 静电 场 . 我 们 将 波导 单位 长 度 所 具有 的 这 
些 电 荷 用 te(z) 表示 . 它们 与 在 波导 壁 内 流 过 的 电流 土 J(z) 以 连续 性 方程 


ae __ 07 
Ot Oz 
或 者 对 于 单 色 场 
OJ 
iwe = 一 
Oz 


相 联 系 . 其 次 , 设 C 为 单位 长 度 波导 的 电容 . 波导 壁 之 间 的 “电势 差 ” 为 pa 一 
21 = e/C; 将 此 式 对 z 求 微 商 , 我 们 得 到 维持 壁 内 流 过 电流 的 电动 势 (存在 吸 
收 时 . 场 不 再 是 纯 横 场 ). 令 其 与 ZJ (2 为 单位 长 度 波导 的 阻抗 ) 相等 , 我 们 
得 到 





O e 
PG 
所 0 /10J 
(8) +iw2ZJ = 0. (91.16) 


将 23= 玉 一 iwZ/e (其 中 RR 和 工分 别 为 单位 长 度 波导 的 电阻 和 自 感 ) 代入 上 
式 ,我们 可 以 由 电流 为 单 色 分 量 回 到 电流 为 时 间 的 任意 函数 的 情况 . 再 假设 电 
容 C 沿 波导 的 长 度 为 常量 , 我 们 得 到 所 谓 电 报 方程 : 
102J DJ LO 
Chi fa aR (91.17) 
在 没有 吸收 时 (R = 0), 这 个 方程 理所当然 地 归结 为 传播 速度 等 于 c/VLC = 
c 的 波动 方程 . 等 式 LC = 1 由 在 给 定 廓 线形 状 下 定义 1/C 和 工 的 数学 等 价 性 
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问题 得 出 . 理想 导体 表面 之 间 的 电场 和 磁场 相互 垂直 且 量 值 相 等 ( 见 (91.11) 
式 ), 同时 , 在 壁面 上 的 这 个 量 值 在 电场 情况 下 确定 电荷 密度 , 而 在 磁场 情况 下 
确定 电流 密度 . 所 以 场 能 与 电荷 平方 和 电流 平方 之 间 的 比例 系数 (1/C 和 工 ) 





分 别 相等 . 
习 题 


1. 试 求 出 沿 给 形 ( 边 长 分 别 为 a,0) 截面 波导 传播 的 波 的 x 值 , 并 求 出 这 


些 波 的 衰减 系数 . 


解 : 在 忆 波 内 局 
五 。 = const : Sin KxzZ sin kyy, 
其 中 
EK Rs uy ky = < 


而 nil,ma 为 从 1 开始 的 正 整 数 . 在 瓦 波 内 


H, = const : cos kyz COS kyy, 


而 且 数 ni,n2 中 有 一 个 可 以 为 零 . 在 两 种 类 型 的 波 内 
2 2 
必 = 慑 + 局 = 下 (时 + 蜂 ) 


最 小 的 x 值 对 应 于 Hio 波 (下 角 标 表示 mina 之 值 ) 且 等 于 xzemin = Tt/a (我 们 





假设 a > 中 . 
衰减 系数 按照 公式 (91.12) 一 (91.13) 计算 并 等 于 : 
对 于 书 波 总 
多 2 2 
a: 一 (ob 十 ya)， 
对 于 Hnio 波 
6 22x2 
a (e+ 党 是 


而 对 于 Hninz (nN1, n2 x 0) 波 
2 


2czc207 3 
= [er 5+ 党 (ak2 + 虽 )| 


2. 对 于 圆 (半径 为 a) 截面 波导 求解 与 上 题 相 同 的 问题 . 
解 : 采用 极 坐 标 7, pp 解 波动 方程 , 我 们 得 到 : 
@ 我 们 上 略 去 了 所 有 的 exp{i(kzz 一 wt)} 因子 . 
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在 已 波 内 

FE; = const . Jn(xr)eo ng, 
并 由 条 件 .及 (xa) = 0 确定 x 值 . 在 万 波 内 , 同样 的 公式 给 出 万 ,, 而 x 值 
则 由 条 件 几 (za) = 0 确定 .Hi 波 中 的 第 一 个 波 具 有 最 小 的 x 值 ; 它 等 于 


min 一 1.84/a. 
衰减 系数 按照 公式 (91.12) 一 (91.14) 计算 , 对 于 万 波 
5 
2 
而 对 于 万 波 





cx20! gy a 
~ whza c2x2 (a2x2 — m2) | 


$92 小 粒子 对 电磁 波 的 散射 


我 们 来 研究 宏观 粒子 对 电磁 波 的 散射 , 粒子 的 尺度 比 被 散射 波 的 波长 
入 ~ c/w 小 得 多 ( 瑞 利 , 1871). 当 这 一 条 件 满足 时 , 可 以 假定 靠近 粒子 的 电磁 场 
是 均匀 的 . 处 于 均匀 周期 场 中 的 粒子 具有 确定 的 电 矩 多 和 磁 矩 .NW, 它们 对 
时 间 的 依赖 关系 由 因子 e-i2! 给 出 . 散射 波 可 以 描述 为 这 些 交 变 矩 的 重 射 的 结 
果 . 在 波 场 内 距 粒 子 很 大 (与 入 相 比 ) 的 距离 上 散射 波 的 场 由 公式 (参见 本 教 
程 第 二 卷 871) 


H' = Sitnx +nx (xn))}, E=H'xn (92.1) 


给 出 , 其 中 单位 矢量 n 指出 散射 方向 , 而 多 和 .NM 应 当 取 它们 在 t+ 一 R/c 时刻 
的 值 ; 我 们 将 用 带 撤 的 字母 标记 散射 波 的 场 , 而 用 不 带 撤 的 字母 标记 入射 波 的 
场 . 散射 到 立体 角 中 的 时 间 平 均 辐 射 强度 等 于 


1 泥 
二 .一 |H’]?R?do, 
i 


除 以 入 射 波 中 的 能 流 密度 
C 2 Crm2 
天 | 本 | = 二 
后 , 就 得 到 散射 截面 . 
如 果 粒 子 的 尺度 不 仅 比 波长 和 小, 而 且 也 小 于 粒子 所 属 物质 内 的 频率 w 


对 应 的 “波长 ”6, 则 多 和 .N 的 计算 特别 简单 . 在 此 情况 下 , 可 以 根据 均匀 外 
静 场 的 公式 计算 粒子 的 极 化 率 , 当然 还 是 有 一 点 区 别 , 即 e 和 4 不 是 取 静 态 值 ， 
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而 是 取 与 给 定 频率 w 相对 应 的 值 . 假如 jy 和 通常 一 样 接近 1, 则 在 公式 (92.1) 
中 可 去 掉 磁 偶 极 项 . 
例如 , 对 于 半径 为 a 的 球形 粒子 我 们 有 ( 见 (8.10) 式 ) ) 


FP=VaB, a= (92.2) 





以 及 散射 截面 ” 
do = 所 lal?V? sin? 0do, (92.3) 
其 中 0 为 散射 方向 mn 与 线 偏振 入 射 波 的 电场 EE 的 方向 之 间 的 夹 角 . 总 截面 为 
Ne 8z|al2wtV? 
3c4 
截面 与 频率 的 关系 既 依 赖 于 因子 w4, 也 依赖 于 极 化 率 与 频率 的 关系 . 如 
果 频 率 小 到 使 a 没有 色散 , 则 散射 正比 于 wh. 我 们 也 注意 到 , 散射 截面 正比 于 
粒子 体积 的 平方 . 
如 果 入 射流 是 非 偏 振 的 (自然 光 ), 则 为 了 得 到 微分 散射 截面 , 必须 在 垂直 
于 入 射 波 传播 方向 ( 亦 即 波 矢 天 方向 ) 的 平面 内 按 矢量 EB 的 所 有 方向 对 (92.3) 
式 作 平均 . 用 和 ow 标记 nn 方向 相对 于 上 的 极 角 和 方位 角 (同时 2: 角 由 大 和 
五 所 在 平面 起 算 ), 我 们 有 cosg = sinVcosy (图 47), 因此 


(92.4) 


4 
da 一 全 lal2V2(1 — sin? gcos2 p)do. (92.5) 





图 47 
对 wp 角 平 均 后 , 我 们 得 到 以 下 非 偏 振 波 散射 截面 公式 : 


4 
do = Sav"loP( + cos? 9)do, (92.6) 
c 


其 中 为 人 射 方向 和 散射 方向 之 间 的 夹 角 . 我 们 注意 到 角 分 布 (92.6) 相对 于 
了 =x/2 平 面 的 对 称 性 : 向 前 散射 和 向 后 散射 是 一 样 的 . 
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从 公式 (92.5) 也 容易 求 得 散射 光 的 退 偏振 度 . 为 此 我 们 看 到 , 当 五 的 方 
向 给 定时 E' 的 方向 在 EE, m 平面 内 . 所 以 散射 波 内 电场 EB' 的 方向 在 有 入 n 
平面 (散射 面 ) 或 垂直 于 该 平面 , 分 别 对 应 于 矢量 B 相对 于 有 和 nn 平面 的 方 
位 角 为 =0 或 /2 的 情况 . 设 了 I 和 工 为 具有 这 两 个 偏振 的 散射 强度 , 退 偏 
振 度 定 义 为 这 两 个 量 中 较 小 的 量 与 较 大 的 量 之 比 . 根据 (92.5) 式 我 们 得 到 


TI/TL 一 cos? 了， (92.7) 


如 果 散 射 粒 子 具 有 很 大 的 介 电 常量 , 则 5 ~ c/wVle| 之 入 . 在 这 种 情况 下 ， 
粒子 的 尺度 可 能 比 入 小 同时 又 比 6 大 .在 1l/s 的 一 级 近似 下 , 粒子 的 电 和 矩 可 直 
接 当 作 处 于 均匀 静电 场 中 的 导体 (e 一 co) 的 矩 来 算 . 在 这 些 条 件 下 计算 磁 矩 
时 , 在 粒子 中 出 现 的 感应 电流 很 重要 , 问题 不 能 归结 为 静态 问题 ; 代替 的 办 法 
是 我 们 必须 寻求 方程 (83.2) 


2 
AH+ HH=0 (92. 8) 


(我 们 设 1 = 1) 的 解 , 这 个 解 在 远离 粒子 处 趋 于 入 射 波 的 场 . 在 此 情况 下 电 甜 
和 磁 和 矩 属 于 同一 数量 级 , 在 公式 (92.1) 中 两 项 都 必须 保留 . 与 前 面 研究 过 的 情 
况 相 比 , 此 时 角 分 布 和 散射 量 发 生 重 大 变化 (见习 题 2). 


习 题 


1. 线 偏振 光 被 混乱 取向 的 小 粒子 所 散射 , 粒子 的 电极 化 率 张 量具 有 三 个 
不 同 的 主 值 . 试 确定 散射 光 的 退 偏振 系数 . 
解 : 如 在 正文 中 一 样 略 去 磁 矩 , 从 (92.〗 式 我 们 有 


LO2 


EP = 538" x 2)xn. 


待 求 的 退 偏振 系数 由 二 维 张 量 
1ap = (BE8) 
主 值 之 比 给 出 , 其 中 角 括 号 表示 在 给 定 散 射 方向 n 时 按 散 射 粒子 取向 的 平均 ， 
而 下 标 w 和 6 取 季 直 于 mn 的 平面 上 的 两 个 值 (参见 本 教程 第 二 卷 850). 然而 ， 
更 方便 的 是 对 三 维 张 量 F; PX 求 平均 , 然后 将 其 投影 到 垂直 于 郊 的 平面 ; 张 
量 (i229X) 的 这 些 分 量 与 相应 的 分 量 Tap 成 正比 . 
将 殉 = ai 本 代入 后 , 我 们 有 


(Di PE) = (Qo ) BPE. 
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为 了 进行 平均 , 我 们 利用 公式 
( QQAkm)= Abidrm + B(6ip6m +6 intg). 
这 是 对 于 下 标 对 放 和 km 对 称 并 仅 含 标量 常数 的 四 秩 张 量 的 最 普遍 形式 . 标 


量 常 元 由 通过 一 次 按 i=1,k 二 m 取 对 , 另 一 次 按 i= 忆 1 二 mm 取 对 使 张 量 降 
秩 所 得 到 的 两 个 等 式 确定 , 它们 为 


下 
15 30 (30 一 QiiQkk): 
在 线 偏振 波 内 , 场 马 的 振幅 (我 们 略 去 时 间 因 子 e-i2t) 永远 可 以 定义 为 
实 量 . 此 时 我 们 得 到 


1 
A= — (2QiiQxy = Qik QI) B= 


(Pi Di) = (A+ BPE + BE?Gi. (1) 


设 z 轴 指向 见方 向 , 而 Xz 平面 通过 矢量 n 入 ; 这 些 轴 为 张 量 Tue 的 主轴 ， 
取 张 量 (1) 的 相应 分 量 , 我 们 得 到 退 偏振 系数 
7 B 


I (A+B)sif0+B 


(0 为 互 和 nh 之 间 的 夹 角 ). 
2. 半径 为 a 的 小 球 具 有 很 大 的 s, 假设 入 污 a~6, 试 求 小 球 的 散射 截面 . 
解 : 计算 处 于 交 变 磁场 有 中 的 具有 给 定 e 值 ( 且 = 二 1) 的 小 球 的 磁 纸 的 
问题 与 859 (习题 1) 中 解 过 的 问题 相同 , 只 有 一 点 差别 , 那 就 是 应 当 在 那里 得 
到 的 公式 中 假设 有 二 wyE/c. 因此 有 


M = -3yH, 7=3 (ttha Ty) 


我 们 注意 到 ,在 | 网 所 1 时 :YY 一 (Ka)2/30; 而 当 | ja 六 1 时 ,我 们 有 cot ka 一 
9x3(1- 是 ) 
2 ka 

在 1/e 的 一 次 近似 下 , 电 矩 可 简单 地 如 同 处 于 均匀 静电 场 中 的 导电 (E 一 

co) 球 那 样 计算 : 
ZF = a3 五 . 

考虑 到 百 和 五 相互 重 直 , 在 借助 (92.1) 作 简 单 计 算 后 我 们 得 到 以 下 的 

散射 截面 公式 : 


6 ,4 
Q6w 
do = 





ZI eos p+sin p— (y+Y)cosd+ 


cos2 bg(cos2p + |y|? sin? p)]do, 
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其 中 加 与 吃 如 图 47 所 示 . 在 非 偏振 光 散 射 时 








a6w4 [1 2 2 
dd > )(1+cos’ 9)— (y+7Y’)cosd| do, 
如 可 7Y— cosy | 
Th 1—yYcos9| 
总 散射 截面 Se 
8ra w 2 
= +h 


在 ka 一 oo 的 极限 下 ( 亦 即 入 效 Q 六 6 时 ) 我 们 有 ==1/2; 这 个 极限 对 应 
于 对 理想 反射 球 的 散射 , 无 论 是 电场 还 是 磁场 一 般 均 不 能 透 入 球 的 内 部 . 对 于 
微分 散射 截面 , 我 们 有 
5a6w4 
8c4 
注意 角 分 布 相对 于 人 = /2 平面 的 鲜明 的 非 对 称 性 : 散射 主要 发 生 在 向 后 散 
射 (向 前 散射 的 光 强 与 向 后 散射 的 光 强 之 比 为 1:9). 
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小 粒子 对 电磁 波 的 散射 同时 也 伴随 着 对 电磁 波 的 吸收 . 这 个 过 程 的 截面 
由 1 秒 钟 内 粒子 耗 散 的 平均 能 量 8 与 人 射 能 流 密度 之 比 给 出 . 此 时 为 了 计算 
Q 可 以 使 用 公式 





do = 


( 十 cos2 人 9 一 = COS 9 do. 


Q= -B.CE-NM:, (93.1) 


其 中 多 与 YM 为 粒子 的 总 电 矩 和 总 磁 和 矩 , 而 外 场 C 和 恨 则 是 散射 波 的 电场 
五 和 磁场 互 (与 (59.11) 式 对 比 ). 
使 用 物理 量 的 复数 表示 , 我 们 写 出 (参见 859 最 后 一 个 脚注 ) : 
Q = -5Re{ ‘E*+NM.H’*}= 三 (ol 十 ob) 五 |?， 
其 中 ae, am 为 粒子 的 电极 化 率 和 磁极 化 率 . 除 以 入 射 能 流 密度 , 我 们 得 到 
4Nw 


全 (ad + am)V. (93.2) 


将 这 个 公式 用 于 半径 为 a (a 冬 入 ) 的 小 球 的 吸收 上 , 假定 构成 小 球 的 物 
质 不 是 磁性 物质 (yj = 1). 吸收 的 特征 与 介 电 常量 的 数值 有 重要 的 依赖 关系 . 
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如 果 s 不 是 太 大 , 则 除了 a 之 入 我 们 还 有 a 之 5. 在 这 种 情况 下 ,与 电极 
化 率 相 比 磁极 化 率 可 以 忽略 不 计 . 取 (92.2) 式 中 的 电极 化 率 , 我 们 得 到 
12nwa3e” 


3 cl(a’ + 2)?2 +e’2] Ca 





而 如 果 |e| > 1, 则 吸收 中 的 电 部 分 变 小 而 磁 吸 收 可 以 成 为 主要 的 , 即使 
仍然 有 6 光 a. 在 5 渤 a( 亦 即 |ka| < 1) 时 , 磁极 化 率 为 ( 见 892 习题 2)) 


(ka)? a2w?2e 
~ 40x ， 40rc2， 





而 且 总 吸收 截面 为 
村 12nwase’ (高 第 ) 


-一 一 .4 
c lel? 90c2 9 


在 e 进一步 增 大 时 , 电 吸 收 部 分 变 得 比 磁 吸 收 部 分 小 , 在 5 < a ( 即 |ka| > 
1) 的 极限 情况 下 , 我 们 有 


其 中 5= 1/Ve 为 小 球 的 表面 阻抗 . 由 此 得 到 
0 一 6ra2(/. (93.5) 


我 们 发 现 , 这 个 公式 可 以 不 使 用 小 球 磁极 化 率 am(w) 的 普遍 表达 式 而 通过 更 
直接 的 途径 得 到 . 在 小 5 时 , 能 量 耗 散 8 可 通过 对 平均 坡 印 亭 矢 量 在 小 球 表 
面 作 面 积分 算出 , 同时 小 球 表面 的 磁场 分 布 可 由 均匀 磁场 中 超时 (4 = 0) 球 问 
题 的 解 (54.3) 给 出 . 

知道 小 球 的 吸收 截面 后 , 可 以 直接 求 出 它 发 出 的 热 辐 射 强度 . 按照 基 尔 
霍 夫 定律 ( 见 本 教程 第 五 卷 863), 辐射 强度 d7 (dw 频率 区 间 内 ) 通过 o(w) 由 
公式 


dI = 4xco(w)eo(w)dw (93.6) 


表示 , 其 中 
v3 
~ An3c3(eiw/T — 1) 


为 单位 体积 和 单位 立体 角 区 间 内 的 黑体 辐射 谱 密度 . 





eo(w) 
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通常 的 近似 衍射 理论 (参见 本 教程 第 二 卷 , 859 ~ 861) 是 基于 对 几何 光 
学 的 偏离 很 小 这 个 假设 . 因此 , 首先 假设 所 有 的 尺度 都 比 波长 大 ; 这 既是 指 物 
体 ( 光 屏 ) 或 其 上 的 孔 的 尺度 , 也 指 由 物体 到 光 的 发 出 点 和 观察 点 的 距离 . 其 
次 , 只 研究 小 角 衍射 , 亦 即 光 沿 接近 几何 暗影 边缘 方向 的 分 布 . 在 这 些 条 件 下 ， 
构成 物体 的 物质 的 具体 光学 性 质 一 般 并 不 重要 , 重要 的 只 是 光 屏 不 透明 这 一 

如 果 上 述 条 件 不 满足 , 则 衍射 问题 的 解决 要 求 精确 求解 波动 方程 ,并 考虑 
物体 表面 上 依赖 于 其 具体 性 质 的 相应 边界 条 件 . 寻求 这 样 的 解 在 数学 上 极端 
困难 , 因而 只 可 对 较 少 的 一 些 问题 进行 . 此 时 通常 要 对 发 生 衍 射 的 物体 的 性 质 
作 一 定 的 简化 假设 : 将 它们 假设 为 理想 导电 体 (因此 , 从 光学 的 观点 看 , 理想 
反射 体 ). 

与 此 相关 我 们 注意 到 以 下 情况 . 假设 物体 表面 是 “黑体 ", 也 就 是 对 入 射 
到 其 上 的 光 是 完全 吸收 的 , 对 于 解 衍射 问题 这 可 能 是 很 自然 的 . 然而 , 实际 上 
就 衍射 问题 的 准确 提 法 而 言 , 有 关 物 体 性 质 的 这 种 假设 存在 内 部 矛盾 . 问题 在 
于 , 如 果 构 成 物体 的 物质 是 强 吸收 的 , 则 其 表面 的 反射 系数 不 是 小 量 , 相反 应 
是 接近 1 ( 见 887). 因此 , 为 了 实现 反射 系数 接近 为 0 要 求 物 质 是 弱 吸 收 的 , 但 
这 又 要 求 物 体 具 有 足够 大 的 厚度 (与 波长 相 比 ). 在 精确 的 衍射 理论 中 , 物体 表 
面 靠近 (在 波长 量 级 的 距离 上 ) 其 边缘 的 部 分 不 可 避免 地 起 主要 作用 , 而 靠近 
边缘 部 分 的 物体 厚度 在 所 有 情况 下 都 是 小 的 , 因此 有 关 表 面 是 “黑体 ”的 假设 
在 此 明显 是 不 正确 的 . 

光 从 由 两 个 相交 半 平 面 围 成 的 理想 导电 劈 边缘 衍射 问题 的 精确 解 有 重要 
的 理论 兴趣 (A. 索 末 菲 , 1894). 完整 地 叙述 这 一 需要 运用 特殊 技巧 的 复杂 的 
数学 理论 超出 了 本 书 的 范围 , 我 们 这 里 为 了 参考 的 目的 仅 讲 述 其 最 终结 果 9. 

我 们 选取 臂 的 边缘 为 柱 坐 标 系 7,w,z 的 z 轴 ， 和 劈 的 前 表面 (图 48 中 的 
O4) 对 应 于 wp = 0, 而 后 表面 (OB) 对 应 于 yp = 其 中 2r 一 7 为 壁 的 张 角 ; 劈 
外 的 区 域 对 应 于 角度 0 < yp < 7. 设 振 幅 等 于 1 的 平面 单 色 波 在 rp 平面 内 以 
角度 po 入 射 到 劈 的 前 表面 上 (由 于 劈 的 对 称 性 只 研究 wo < 7Y/2 的 值 已 足够 ). 





@ 计算 的 详细 步骤 可 在 A. 索 末 菲 以 及 P. 夫 兰 克 和 R. von 米 塞 斯 的 以 下 书籍 
中 找到 : A Sommerfeld, Optics, Academic Press，New York, 1954; Frank P, Von Mises R. 
Die Differential-und Integralgleichungen der mechanik und Physik Part 2, Chapt. XX, Vieweg, 
Braunschweig, 1937; 另外 一 种 解 的 方法 是 由 M. WH. 康 托 洛 维 奇 和 H. H. 列 别 杰 夫 给 出 的 ， 
刊载 于 TIT. A. 格林 伯 格 的 专著 中 : Tpunbepz TIT. A. UH36paHHbIe BOIPocPI MaTEMATHYUECKOH 


TeopPHIM BNEKTPUYUECKUX UH MArHUTHEIX HABAEHUN. M3n-Bo. AH CCCP, 1948, rn. XXII. 
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我 们 将 区 分 人 射 波 (从 而 也 有 衍射 波 ) 的 两 种 独立 偏振 情况 : 矢量 巨 或 者 矢量 
也 平行 于 臂 的 边缘 (z 轴 ). 用 字母 标记 在 这 些 情况 下 相应 的 EE 或 H;. 
此 时 全 空间 的 电磁 场 由 公式 ( 略 去 各 处 的 时 间 因 子 ei*t) 


u(r, p) = vw(7,P — po) 干 v(r, p+ po) (94.1) 
给 出 , 式 中 上 面 和 下 面 的 正 负 号 分 别 对 应 于 和 五 沿 z 轴 的 偏振 , 而 函数 
v(7, 少 ) 由 复 积分 


1 —ikr cosC dé 


(k= 二 w/c) 定义 .在 5 平面 内 的 积分 路 径 C = Ci + Ca 由 图 49 示 出 的 两 个 回 
路 组 成 . 这 些 回 路 的 终点 在 (平面 的 特定 部 分 (图 49 中 男 线 部 分 ) 去 往 无 穷 
远 处 , 在 这 些 部 分 Im(cosC) < 0, 所 以 因子 exp( 一 ikr cosC) 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 








(94.2) 式 中 被 积 函 数 有 极点 , 这 些 极点 处 于 (平面 实 轴 的 5= -+2n7y 点 (m 
为 整数 ) 上 . 取代 路 径 C, 可 以 沿路 径 D = Di + D2 (图 49) 进行 积分 , 并 在 积 
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分 中 加 上 被 积 函数 在 -x < C < x 区 间 的 极点 (如 果 存 在 的 话 ) 的 留 数 . 将 表 

v( 5) = vo( #5) + va( 7) (94.8 
的 形式 , 其 中 va 为 沿路 径 万 的 积分 , 而 vo 为 上 述 极点 产生 的 留 数 给 出 的 贡 
献 . 每 一 个 极点 在 wo 中 产生 等 于 


exp[~—ikr cos(» — 2n7Y)] 


的 一 项 , 该 项 或 描写 入射 波 , 或 描写 依照 几何 光学 定律 由 壁 的 表面 反射 的 波 中 
的 一 个 . 而 函数 va 则 代表 波 的 衍射 畸变 . 最 有 意义 的 是 距 辟 的 边缘 很 大 距离 
(与 波长 相 比 ) 处 的 场 . 当 kr > 1 时, 渐 近 公式 @ 


T i(kr+n/4) sin(x*/7Y) 
一 了 GO 站 
适用 , 只 要 角 水 满足 条 件 
2 2 
(eu ue COS 型 ) > (94. 9 
由 7Y 7 


图 数 va 以 及 与 其 相关 的 场 
ud(mP) = va( Tp — po0) va( T, p+ po) 


对 > 的 依赖 关系 由 因子 e*"/Vr 给 出 , 亦 即 这 个 场 具有 犹如 从 臂 边缘 辐射 出 来 
的 柱 面 波 的 特征 . 

写 为 以 上 形式 的 公式 (94.1) 一 (94.5) 在 和 wo 取 任 何 值 时 都 正确 . 为 确 
定 起 见 , 我 们 在 角 > 和 yo 角 之 间 存 在 一 关系 式 (7> x 十 po) 的 假设 下 对 这 些 
公式 进行 更 详细 的 讨论 . 从 几何 光学 的 观点 看 , 这 个 关系 式 将 导致 两 个 边界 的 
产生 : 全 影 (图 48 中 的 III 区 ) 的 边界 O 和 从 表面 04 反射 的 波 的 阴影 边界 
Oa. 在 图 48 中 po < 7/ 2; 假若 > zw/2, 则 Oa 将 位 于 入 射 波 方向 的 右边 . 当 
7<T+ po 时 , 全 影 区 一 般 不 存在 , 而 反射 (一 次 反射 或 甚至 多 次 反射 ) 从 壁 的 
两 面 产生 . 

在 开 亚 区 函数 


uo(T, Pp) 一 v0(TP 一 po) 干 VoIP 十 9p0) 


@ 这 个 渐 近 展开 的 后 续 项 是 由 W. 泡 利 给 出 的 , 见 Pauli W. Phys. Rev. 1938. V. 54. 
P. 924. 
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有 以 下 形式 : 


I 区 , wo = exp[~ikr cos(p — po0)] 干 exp[ 一 iKr cos (y+ 20)]， 
I 区 , wo = exp[~ikr cos(p — po0)], (94.6) 
亚 区 ， ?0 三 0. 


这 些 在 kr 一 co 时 不 为 零 的 表达 式 描写 了 未 被 衍射 畸变 的 人 射 波 (在 厂区 ) 或 
入 射 波 和 反射 波 (在 I 区 ) 的 集合 . 场 的 衍射 畸变 由 公式 (94.4) 给 出 , 但 在 光 值 
过 于 接近 x 时 , 条 件 (94.5) 遭 到 破坏 ( 当 差 值 |w 一 x| 不 再 比 1/Vkr 大 时 ). 

少 ==z 对 应 于 阴影 的 几何 边界 . 当 钞 = yp 一 yo 时 对 应 的 是 全 阴影 边界 , 而 
当 儿 =p 十 po 时 对 应 反射 波 阴影 的 边界 . 在 这 些 值 的 紧邻 需要 采用 另 一 个 渐 
近 表 达 式 , 其 适用 性 只 要 求 满足 不 等 式 |w 一 | < 1. 这 个 条 件 和 kr > 1 的 条 
件 一 起 正好 保证 了 通常 的 菲 涅 耳 衍射 近似 理论 的 适用 性 . 与 此 相应 , 在 全 影 区 
边界 Ob 附近 得 到 以 下 渐 近 表达 式 : 


1 一 i /ij 
= Dl ee in 
u(r, p) = exp[—ikr cos(w vl/ 。 dn, 
(94.7) 
W=—(p— po— TA) VEr/2. 


类 似 地 , 在 反射 波 阴影 边界 Oa 附近 , 有 
u(r, 9p) = exp[—ikr cos(p — po0)] + 
exp[~ikr cos (p + 20)] 十 人 ein dn, 
= —(p+ po — TA) VEr/?. (94.8) 
在 这 一 近似 下 , 衍射 花样 与 波 的 偏振 方向 及 臂 的 张 角 无 关 . 


公式 (94.4) 和 公式 (94.7) 一 (94.8) 的 适用 区 部 分 重合 . 例如 , 在 全 影 边 界 
附近 公共 适用 区 由 不 等 式 


J 
1 之 1p -po 一 可 | 六 一 一 
|P 20 | VEr 


给 出 , 而 且 在 其 中 


ei(kr 十 r/4) 3“ 
um， 9) = vo(”, O) 十 一 到 一 一 一 Dr Do 二 20 二 元 


(wo 由 (94.6) 式 给 出 ). 这 个 表达 式 是 借助 菲 涅 耳 积分 在 大 lw| 时 的 已 知 渐 近 


(94.9) 
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内 
出 


人 eiod -Orta ( 当 > 0 时 
i ND ， 


ZU 
i 二 
id 2 iw > < 0 压 


从 (94.7) 式 得 到 的 . 
895 平面 屏 上 的 衍射 


在 半 平 面 衍 射 的 特殊 情况 下 (对 应 于 ?7 = 27), 辟 上 衍射 的 精确 公式 (94.2) 
可 以 化 为 较 简单 的 形式 . 确切 地 说 ，(94.2) 式 中 的 复 变 积分 可 以 约 化 为 菲 涅 耳 
积 


v(7,Y) 二 a Ba 
> (95.1) 
Ww = V2kr cos 


这 个 公式 对 于 任何 > 和 纱 值 都 适用 . 当 kr 污 1 以 及 角 | 小 -zi| 污 1/Vkr 时 , 合 
适 的 渐 近 表达 式 是 

ud(r, 功 ) = A (95.2) 
Oo = 27 时 的 公式 (94.4) ). 

借助 公式 (95.2) 可 以 得 到 任意 形状 的 平面 理想 导电 屏 上 衍射 问题 的 封闭 
形式 的 解 . 这 时 只 需 假设 屏 的 尺度 及 到 达 屏 的 距离 远大 于 波长 , 以 及 衍射 角 
不 是 太 小 (而 且 这 个 角度 范围 与 通常 的 菲 涅 耳 衍 射 公式 适 用 的 小 角度 区 重 羡 ). 
结果 以 沿 屏 边 缘 的 廓 线 积分 的 形式 表示 , 类 似 于 在 通常 的 近似 理论 中 以 遮盖 
屏 上 小 孔 的 表面 积分 表示 衍射 场 . 我 们 不 在 此 详细 讨论 这 些 计算 . 

在 平面 理想 导电 屏 的 精确 衍射 理论 中 , 可 以 得 出 一 个 定理 (首先 由 AI. 环 . 
曼 德 尔 施 塔 姆 和 M. A. 列 昂 托 维 奇 提出 ), 在 已 知 意义 上 , 这 个 定理 与 近似 衍 
射 理论 中 的 巴 比 涅 定理 相似. 

我 们 来 研究 带 有 任意 形状 孔 的 平面 屏 ; 选 屏 平面 为 z = 0 的 平面 , 并 设 
电磁 波 从 z < 0 一 侧 入 射 . 设 Eo, Ho 为 人 射 波 和 从 屏 反 射 的 波 (就 像 屏 上 无 
孔 那样 ) 的 总 的 电场 和 磁场 . 我 们 假定 场 延 续 到 屏 的 另 一 侧 (z > 0). 因为 在 
z= 二 0 时 万 ; = 0, 及 ==0 (由 于 理想 导电 表面 上 边界 条 件 ), 则 Eo, Ho 在 2>0 
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和 z<0 时 的 秆 由 关系 式 


Eoz(7,Yy, 2) Foz(7X,Y, 一 2)， 五 ot(Z, Vi; 2) 一 下 ov(Z, y, =z); 
Hoz (X,Y, 2) = —Hoz(x,Y, 一 2)， Ho (x,y, z) Ho(x, 2 一 2) 


相 联 系 . 

其 次 , 假设 E', HH' 为 在 Bo, Ho 场 内 放置 了 一 个 形状 、 大 小 和 位 置 都 与 屏 
上 小 孔 相 同 并 具有 位 导 率 /= co 的 平板 后 得 到 的 场 . 此 时 屏 上 小 孔 衍射 问题 
的 解 由 下 列表 达 式 给 出 


1 


E=-(Eo+E), H=-(Ho+H')(z<0 时 ), 


(95.4) 


i 一 Im 


E= 


I~ NI 


(Eo—E'), H==(Ho- H') (z>>0 时 ) 


2 
为 了 证 明 此 一 论断 , 我 们 注意 到 场 Bp', HH' 具有 与 场 Bo, Ho 同样 的 对 称 性 
((95.3) 式 表 示 出 来 的 ). 所 以 在 > = 0 平面 上 , 这 些 场 满 足 条 件 


EE! 一 0， HH’ ==0 (在 小 孔 外 ) 
Bi = 一 Bis， Hzi = 一 His (在 小 孔 上 ) 


(下 标 1, 2 分 别 对 应 于 z 一 土 0). 除 此 之 外 , 它们 也 满足 条 件 
E' =0， Hz; =0 (在 小 孔 上 )， 


因为 在 = o% 的 物体 表面 的 边界 条 件 与 理想 导电 (es = co) 表面 的 边界 条 件 
倒 易 (在 五 ,五 互 换 的 意义 上 ). 由 此 可 知 , 场 (95.4) 满足 孔 外 屏 平 面 (z 一 -0) 
的 必要 条 件 EE: = 0, Hs = 0 和 在 孔 上 连续 . 最 后 , 由 于 场 B',H' 在 无 穷 远 处 趋 
于 Eo, Ho, 故 (95.4) 式 在 z 一 -co 时 趋 于 Eo, Ho, 而 当 zz 一 十 oo 时 趋 于 零 . 
此 它们 满足 衍射 问题 提出 的 所 有 条 件 , 从 而 定理 得 证 . 

如 此 一 来 , 具有 = = co 的 屏 内 小 孔 上 衍射 的 问题 等 价 于 /= eo 的 互补 屏 
上 的 衍射 问题 . 

习 题 

1. 平面 单 色 波 正 入 射 到 在 理想 导电 屏 上 切 开 的 宽度 为 2a 的 颖 上 , 颖 宽 
远大 于 波长 . 试 确定 狭 缝 后 远 距离 处 大 角度 衍射 的 光 分 布 强度 . 

解 : 当 a 六 入 时 , 狭 颖 后 的 衍射 场 可 以 看 作 是 狭 颖 的 两 个 边缘 的 独立 衍 
射 产生 的 场 的 登 加 , 并 可 利用 渐 近 公式 (95.2) 确定 四 当 从 狭 颖 边缘 到 观察 点 

@ 然而 , 当 衍射 角 充分 接近 /2 ( 即 x/2 一 x 1/Vka 时 ), 这 个 假设 变 得 不 再 适用 . 
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的 距离 AP=7r1 和 BP 二 72 (图 50) 比 a 大 得 多 时 , 在 因子 eikr 和 eikr? 中 我 
们 写 出 : 


T1 一 7 一 QSinX， yo 三 7rl1 十 QSinXi 








在 其 他 所 有 地 方 , 我 们 都 假设 mi srasm 而 4POPBP 和 >z 轴 之 间 的 夹 角 ， 
则 假设 都 等 于 同一 个 衍射 角 X- 
结果 我 们 得 到 
ei(hr +/4) i ee 
V2onkr | sin(X/2) cos(X/2) 


由 此 衍射 到 dx 角度 间隔 的 光 强 (相对 于 入 射 到 狭 颖 的 光 的 总 强度 ) 为 : 


__1 fsin(aksinx) 2 Cos(ak sin X) 
uz{| sin(X/2) 让 | | ja 


ak | [sin(ak sinX) 2 Xx1-2 
3 | 区 | COSXX 十 [2ak cos | dx. 


ak sin x 
在 Xx 角 小 时 这 个 表达 式 转化 为 狭 颖 上 的 夫 琅 禾 费 衍射 公式 
1 sin?(akx) 

ee 

2. 平面 波 入 射 到 带 有 圆 孔 的 理想 导电 平面 上 , 孔 的 半径 a 小 于 波长 . 试 
确定 通过 圆 孔 的 衍射 光 强 度 ( 瑞 利 , 1897). 

解 : 按照 正文 所 述 , 这 个 问题 可 化 为 在 儿 = oo 的 圆 盘 上 的 衍射 问题 , 而 由 
于 a 之 入 ,我 们 要 处 理 的 是 小 粒子 上 的 散射 . 按照 892, 要 解决 这 样 的 散射 问 
题 , 必须 求 出 圆 盘 的 静电 极 化 这 和 静 磁 极 化 率 . 场 Bo 垂直 于 圆 盘 平面 , 而 边界 
条 件 EB/ = 二 0 形式 上 与 在 c= 二 0 的 物体 表面 上 的 静电 学 中 出 现 的 条 件 相 同 . 而 


d7 = 
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场 Ho 平行 于 圆 盘 , 边界 条 件 H! = 0 对 应 于 多 = co 的 静 磁 学 问题 . 所 以 , 圆 盘 
的 电 和 矩 和 磁 矩 分 别 为 (参见 84 的 习题 4 和 854 的 习题 ) : 
2a3 4a3 


9 = N= 57 Ho 


在 转化 为 小 孔 衍 射 问题 时 ,为 与 公式 (95.5) 一 致 , 这 些 表达 式 必 须 乘 以 1/2, 然 
后 代入 散射 公式 (92. 1) 
因此 , 在 立体 角 do 内 的 衍射 光 强 度 为 加 


C WwWw4a6 2 
Sr dD 
C Ww4a6 2 法 
一 mot Eo) +4(n x Ho) +4n. Ho x Eo}do 


总 衍射 强度 由 对 半球 积分 得 到 并 等 于 


衍射 截面 可 定义 为 衍射 光 强 度 与 入 射 波 能 流 密度 (cE?2/(4N), 无 下 标的 字母 表 
示 入 射 波 场 ) 之 比 . 我 们 把 入 射 波 的 偏振 分 为 两 种 情况 : 

(a) 入 射 波 失 互 重 直 于 入 射 面 (zz 平面 ), 亦 即 平行 于 屏 平 面 (zy 平面 ). 
入 射 波 场 和 反射 波 场 在 屏 表 面 之 和 为 


Eo=0, Hozr =2Hcosa=2Ecosa 
(Qa 为 入 射 角 ). 由 此 


16 6,,4 
do = Tr cos2 a(1 — sin? ¥ cos? o)do. 


其 中 纺 为 衍射 方向 见 与 屏 的 法 线 (z 轴 ) 之 间 的 夹 角 , 而 yp 为 和 失 量 n 相对 于 入 
射 面 的 方位 角 . 总 截面 为 


(b) 矢量 五 位 于 入 射 面 内 . 此 时 


Eo= Foz = —2Esina, Ho = Hoy =2H = 2E. 


微分 截面 为 
< 6.4 1 
dg 二 Te {er D+sin2w (eo pp 十 了 sin2 "中 — sin V9 sin Qa cos | do, 





@ 我 们 假定 上 略 去 因子 e-i2t, 故而 如 和 五 均 为 实数 . 
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总 截面 为 


Ce 64arw” 1 十 sin2 a 
27rc4 


对 于 自然 光 , 我 们 有 


fo 64o ] 一 二 a 
~ 27xc4 . 
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896 晶体 的 介 电 常量 


相对 于 电磁 波 , 各 向 异性 介质 的 性 质 决定 于 张 量 eir(w) 和 Hik(w), 这 两 个 
张 量 确立 了 感应 强度 和 场 强度 之 间 的 关系 为 2 


Di = Eik(w)Er, Bi = Hik(w) 肥 . (96.1) 


下 面 为 明确 起 见 , 我 们 只 研究 电场 和 张 量 < 站 但 得 到 的 全 部 结果 也 完全 适用 
于 张 量 jix. 

当 w 一 0 时 , ei 取 其 静态 值 , 在 813 内 已 证 明 , 它们 对 下 角 标 i 和 是 
对 称 的 . 这 种 证 明 纯 粹 是 热力 学 性 质 的 , 因而 只 适用 于 热力 学 平衡 态 . 在 交 变 
场 内 , 物质 状态 当然 不 是 平衡 态 , 因而 上 述 证 明 不 适用 . 为 了 阐明 张 量 six 的 
性 质 , 我 们 现在 必须 应 用 广义 的 动 理 学 系数 对 称 性 原理 (参见 本 教程 第 五 卷 
8125). 

我 们 提醒 读者 , 这 个 原理 表述 中 出 现 的 广义 响应 率 aap(w) 双 决 于 系统 对 
形 如 

V = -$falt) 


的 扰动 的 响应 (其 中 za 为 表征 系统 的 一 系列 量 ), 并 表示 为 平均 值 Zo(t) 的 传 
里 叶 分 量 与 广义 力 falt) 之 间 线 性 关系 的 系数 : 
Taw = Qab (WwW) fow: 


@ 记 住 这 里 讨论 的 所 有 量 指 的 都 是 波 内 交 变 场 的 量 ; 在 压 电 或 铁 磁 上 晶体 中 可 能 存 
在 的 恒定 感应 强度 与 这 里 所 讨论 的 问题 无 关 . 
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在 扰动 影响 下 系统 能 量 随 时 间 的 变化 由 公式 
Y = —farTo 
表示 . 如 果 系 统 没 有 处 于 外 磁场 中 且 不 具有 磁 结 构 , 根据 对 称 性 原理 ， 
aab(w) = Apa(w); 
在 相反 的 情况 下 应 当 取 “时 间 反 演 了 的 ”系统 的 qos(w). 


容易 将 张 量 sik(w) 的 分 量 与 广义 响应 率 联系 起 来 . 为 此 , 我 们 注意 到 , 交 
变 电 场 内 介 电 体 的 能 量变 化 率 由 下 列 积分 给 出 : 


1 OD 
[ur® dV. (96.2) 


与 前 面 写 出 的 公式 比较 , 我 们 将 看 到 , 如 果 选 择 物体 每 一 点 处 的 矢量 EE 的 分 
量 为 量 zo, 则 相应 的 量 f 将 是 矢量 DD 的 分 量 (下 角 标 a 取 一 系列 的 连续 值 ， 
标记 矢量 的 分 量 和 物体 上 的 点 ). 这 时 系数 aos 的 角色 由 张 量 = 志 的 分 量 扮演 ， 
但 逆 张 量 (* 坟 ) 和 正 张 量 (eix) 的 对 称 性 质 当 然 是 相同 的 . 由 于 在 积分 (96.2) 
中 只 有 同一 点 处 的 吾 值 和 厂 值 相 乘 , 下 角 标 a 和 5。 的 置换 实际 上 归结 为 只 
是 张 量 下 角 标 的 置换 . 因此 , 我 们 得 到 张 量 six 是 对 称 张 量 的 结论 @: 


Eik (WwW) = Eki 如). (96.3) 
我 们 注意 到 , 在 广义 响应 率 定义 下 还 包括 整个 物体 的 极 化 率 张 量 的 分 量 ， 


也 即 是 等 式 
Di = VaikCk 


中 的 系数 . 实际 上 , 置 于 外 交 变 场 内 的 物体 的 能 量变 化 由 公式 

ee (96.4) 

给 出 . 由 此 可 见 , 若 量 zo 是 张 量 罗 的 三 个 分 量 , 则 相应 的 量 f 为 矢量 @ 的 分 
量 , 于 是 系数 aos 和 Vais 相同 

以 前 对 于 各 向 同性 介质 所 得 到 的 一 系列 公式 可 直接 推广 到 各 向 异性 情 

况 . 重复 880 内 的 推导 过 程 , 我 们 得 到 单 色 电磁 场 中 能 量 耗 散 由 下 式 给 出 : 

Q = Te {eh — em) BB + (ph — Lui) HiHi}, (96.5) 

这 与 公式 (80.5) 类 似 . 不 存在 吸收 的 条 件 是 c= ex = eit, 也 即 是 所 有 的 em 
必须 为 实数 (对 于 ix 也 同样 ) 

Q@ 存在 外 磁场 时 的 张 量 ei 的 性 质 , 将 在 8101 中 研究 . 
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当 吸 收 不 存在 时 , 如 在 880 中 所 指出 的 , 可 以 求 出 物体 单位 体积 的 电磁 内 
能 . 对 各 向 异性 介质 , 电磁 内 能 由 类 似 于 (80.11) 式 的 公式 
1 


a d » d 
2 eb | 
U Re 人 (weik) Bi BR 十 3 (whir Hi :} (96.6) 


给 

在 $87 中 曾 引进 了 “表面 阻抗 ”〈 这 一 概念 , 即使 当 介 电 常量 的 概念 失去 
意义 时 , 利用 它 仍 可 以 表述 出 金属 面 上 的 边界 条 件 . 在 各 向 异性 物体 表面 上 ， 
类 似 于 (87.6) 式 的 边界 条 件 必须 写成 


Bas Cab(H x n)g (96.7) 


的 形式 , 式 中 Cs(w) 为 物体 表面 上 的 二 维 张 量 . 应 该 注意 到 , 这 个 张 量 的 数值 ， 
一 般 而 言 , 也 与 晶 面 的 晶体 学 取向 有 关 . 
流入 物体 内 部 的 能 流 为 
C 
An 
( 式 中 吾 和 五 为 实数 ). 由 此 可 见 , 若 在 应 用 动 理学 系数 对 称 性 原理 时 选择 分 量 
Ea 为 量 za, 则 相应 的 量 fo 将 是 -( 互 xm)u, 也 即 是 量 刀 将 是 一 (i/w)(H xn)。 
( 回 到 复数 表示 ). 因此 , 准确 到 一 个 乘 数 因子 , 系数 aa 和 分 量 Gap 相同 , 于 是 
我 们 得 到 的 结论 为 


c c 
i = LE 
ExH.:n zxP Hxn 3 a(H x n)a 


Cap 二 CBa (96.8) 
(不 存在 外 磁场 时 ). 
习 题 


假设 物体 是 非 磁 性 的 (Lik 二 Oik ), 试用 张 量 Nap EE 
量 Cog 的 分 量 (假定 前 者 存在 ). 
解 : 在 各 向 异性 介质 内 , 将 等 式 (87.2) (2 二 1/e 用 下 式 代替 : 


28 的 分 量 来 表示 张 


Ce 


Cay Gr6 二 Nap. 


人 + C2C21 = m1, C2 + Ci2C21 = 22, 
612(G11 + 622) = 2, C21(011 + C622) = 1121. 
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C12 = M2/é€, C21 = 121/6， 
ey ey 1 
[mi 十 VTil722 一 712721]， C22 = ED2? 土 V1722 二 712721] 


(£2 = m1 十 722 土 2VT117722 — T1271). 


1 


1 =e 


正 负 号 的 选择 取决 于 能 量 的 吸收 必须 为 正 的 条 件 . 我 们 没有 假定 C12 = C21, 故 
而 结果 也 适用 于 有 外 磁场 存在 的 情况 
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研究 各 向 异性 物体 晶体 的 光学 时 , 我 们 只 限于 研究 一 种 最 重要 情况 ， 
即 在 给 定 的 频率 范围 内 , 可 以 认为 介质 是 非 磁性 的 和 透明 的 . 与 此 对 应 , 电场 
和 磁场 的 强度 与 感应 强度 之 间 的 关系 由 等 式 





D:; 一 Eik Bk, B=H (97. 1) 


给 出 , 同时 介 电 张 量 six 的 全 部 分 量 都 是 实数 , 而 张 量 的 主 值 为 正 . 
单 色 波 场 的 麦克 斯 韦 方程 为 


iwH = crot E, iwD= -crotH. (97. 3 


在 透明 介质 内 传播 的 平面 波 内 , 全 部 量 都 与 ei' 成 正比 , k 为 实 波 矢 . 对 坐标 
求 微 商 后 , 我 们 得 到 


wH/c=kx E, wD/c=—kxH. (97. 3) 


由 此 我 们 首先 看 出 , 三 个 矢量 k, D 和 万 是 相互 垂直 的 . 此 外 , 矢量 五 与 
矢量 巨 重 直 . 因为 矢量 五 同时 与 三 个 矢量 D, E, k 垂直 , 后 三 个 矢量 都 在 一 
个 平面 内 .图 51 示 出 所 有 矢量 的 相互 位 置 . 相对 于 波 矢 方 向 , 九 和 五 是 横向 
的 ,但 巨 不 是 . 图 51 也 示 出 了 波 内 的 能 量 流 S 的 方向 . 它 决定 于 矢 积 (Ex HH)， 
也 即 是 它 垂直 于 媚 和 五. 与 各 向 同性 介质 内 的 波 不 同 , 这 里 能 流 的 方向 与 波 
矢量 方向 不 相同 . 显然 , 矢量 5 与 矢量 刀 , D, kk 共 面 , S 和 此间 的 来 角 等 于 到 
和 DD 间 的 夹 角 . 

我 们 从 矢量 的 绝对 值 中 分 出 因子 二 并 写 为 


WwW 
€ 


-n. (97. 4) 
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在 各 向 异性 介质 内 , 这 样 定义 的 矢量 n 的 大 小 与 它 的 方向 有 关 , 这 与 各 向 同 
性 介质 中 n= Ve 只 依赖 于 频率 不 同 @. 借助 于 (97.4) 的 标记 符号 , 基本 公式 
(97.3) 可 以 写 为 
H=nxE, D=-nxH. (97.5) 
我 们 也 写 出 平面 波 内 能 流 矢量 的 表达 式 : 
S= BE xH= InB? — E(E.n)] (97.6) 
( 式 中 马 和 五 均 为 实 矢量 ). 
到 此 为 止 , 我 们 还 未 利用 含有 表征 物质 性 质 的 常量 sik 的 关系 式 (97.1)， 
将 这 个 关系 式 与 (97.5) 式 联合 利用 , 可 以 求 出 函数 w(k). 
将 (97.5) 式 的 第 一 式 代 入 第 二 式 , 我 们 得 到 
D=nx(Exn)=nE-n(n.E). (97.7) 


如 果 根 据 (97.1) 式 令 这 个 矢量 的 分 量 等 于 表达 式 ei Bk, 则 得 到 矢量 马 
三 个 分 量 的 三 个 线性 齐 次 方程 : 
m2 Ei — ning Bk = eik Bk, 
或 者 
(n26ix — Ningk — Eir) Er = 0. (97.8) 
这 些 方程 的 相 容 性 条 件 要 求 它 们 的 系数 行列 式 为 零 : 
det In26ix — Ning — Eik| = 0. (97.9) 
利用 张 量 sik 的 主轴 (因此 称 为 主 介 电 轴 ) 作为 笛 卡 儿 坐 标 轴 x, y, z, 这 
个 行列 式 就 可 以 方便 地 实际 计算 出 来 . 张 量 的 主 值 分 别 用 se),sto),s(2) 标记 . 


@ 量 ” 在 这 里 仍 称 为 “折射 率 ”, 虽然 它 现在 不 具有 各 向 同性 物体 中 那 种 与 折射 定 
律 的 简单 关系 . 
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由 简单 计算 得 到 下 列 方程 : 


mn2(s(z)mn2 + elWn? 十 <(z)m2) 一 [mn2stz)(e(z) + <(2)) 十 m2ety) (el®) 十 <(2)) 十 
n2el(?) (el®) + seO)] + es)etyel?) = 0. (97.10) 


我 们 注意 到 高 次 项 (mw 的 六 次 项 ) 在 行列 式 展开 后 相互 消去 ; 这 种 情况 当然 不 
是 偶然 的 , 这 归根 到 底 是 因为 波 只 有 两 个 而 不 是 三 个 独立 偏振 方向 . 

方程 (97.10) 称 为 菲 涅 耳 方程 , 是 晶体 光学 的 基本 方程 之 一 @. 它 非 显 式 
地 确定 色散 关系 , 也 即 是 频率 与 波 矢 之 间 的 函数 关系 (es@) 的 主 值 是 频率 的 水 
数 , 而 在 某 些 情况 下 (参见 899), 张 量 ei 的 主轴 方向 也 是 如 此 ). 但 是 通常 在 
研究 单 色 波 时 , 频率 以 及 全 部 e) 都 是 给 定 的 常数 值 , 于 是 方程 (97.10) 给 出 波 
矢量 的 大 小 为 其 方向 的 清 数 . 当 n 方向 给 定时 ，(97.10) 式 为 n? 的 二 次 方程 ， 
其 系数 为 实数 . 因此 在 一 般 情况 下 , 对 应 于 的 每 一 个 方向 , 波 矢量 有 两 个 不 
同 的 大 小 . 

系数 ce 中 为 常数 时 , (97.10) 式 在 ny,ny,nz 坐标 系 内 确定 一 个 表面 “ 波 
矢 面 "*@. 在 一 般 情况 下 这 是 一 个 四 次 曲面 , 我 们 将 在 下 一 节 内 进行 详细 研究 . 
这 里 我 们 只 是 指出 它 的 一 些 重要 的 一 般 性 质 . 

我 们 首先 再 引入 表征 在 各 向 异性 介质 内 传播 的 光 的 一 个 量 . 几何 光学 中 
光线 方向 由 群 速度 矢量 9w/6k 决定 . 在 各 向 同性 介质 内 , 这 个 矢量 的 方向 永 
远 和 波 矢 方向 重合 ; 但 在 各 向 异性 介质 内 ,一般 说 来 并 不 重合 . 为 了 表征 光线 ， 
我 们 引入 矢量 s, 它 的 方向 和 群 速度 方向 相同 , 但 其 大 小 由 下 面 的 等 式 给 出 : 





n.s=1. (97.11) 


我 们 称 s 为 射线 矢量 这 个 量 的 意义 说 明 如 下 . 

我 们 来 研究 从 某 一 中 心 向 各 方向 传播 的 光线 束 (具有 相同 频率 ). 在 光线 
每 -点 处 , 程 函 少 (准确 到 因子 w/c, 它 与 波 的 相位 相同 , 参见 885) 的 值 由 沿 光 
线 所 取 积 分 fra 给 出 . 引入 确定 光线 方向 的 矢量 s 后 , 我 们 将 之 写 为 


v= /na f Ta = e (97.12) 


在 均匀 介质 中 s 沿 光 线 为 常量 , 因此 = Z/s, 其 中 工 为 给 定 光 线段 落 的 长 度 . 
由 此 看 出 , 如 果 从 光束 中 心 沿 每 一 半径 取 一 线段 等 于 s (或 与 s 成 正比 ), 则 我 
@ 远 在 电磁 理论 建立 之 前 , 早 在 19 世纪 20 年 代 , 菲 涅 耳 就 从 力学 类 比 出 发 商定 了 
晶体 光学 的 基础 . 
@ 文献 中 使 用 的 另 一 种 图 示 “法 线 面 ”( 或 “指标 面 ") 是 通过 沿 每 一 方向 取 线段 1/n 
(而 不 是 n) 得 到 的 , 它 用 起 来 不 太 方便 . 
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们 得 到 一 个 表面 , 在 这 个 表面 的 每 一 点 上 , 光线 有 相同 的 相位 . 这 个 面 称 为 身 
线 面 . 
这 样 引入 的 波 矢 面 和 射线 面 构成 一 种 确定 的 对 偶 关系 . 我 们 把 波 矢 面 方 
程 写 为 f(w,k) = 0. 于 是 群 速度 矢量 为 
Bw 861 91 
束 二 -天 / 马 ， 
也 即 是 与 矢量 9j/Bk 成 正比 , 或 者 同样 地 与 矢量 9f/6mn 成 正比 (因为 取 导 数 
时 设 w 为 常数 ) 因此 射线 矢量 也 与 加 成 正比 . 但 矢量 并 垂直 于 表面 f =0. 
由 此 可 见 , 我 们 得 到 结果 为 : n 为 给 定 值 的 波 的 射线 和 失 量 方向 为 波 矢 面 上 相应 
点 处 的 法 线 方向 . 
容易 看 出 , 倒 过 来 的 说 法 也 是 正确 的 : 射线 面 的 法 线 方向 也 给 出 相应 波 
矢量 的 方向 . 实际 上 , s 与 波 矢 面 垂直 可 用 下 列 关系 表示 : 


(97.13) 


s.07 = 0, 


式 中 sm 为 n 的 无 穷 小 变化 (保持 w 给 定 ), 也 即 是 波 矢 面 的 无 穷 小 位 移 矢 量 . 
然而 , 对 等 式 n.s==1 求 微分 ( 仍 保持 w 给 定 ), 我 们 得 到 m.8s+s.sm =0, 由 
此 看 出 
1.0s 一 0， 

因此 证 明了 上 述说 法 . 

上 述 的 n 表面 与 s 表面 间 的 关系 , 还 可 以 进一步 精确 化 . 设 mo 为 波 矢 面 
任 一 点 的 径 矢 , 而 so 为 与 它 对 应 的 射线 矢量 . 我 们 写 出 (用 坐标 ny,ny,nz 表 
示 的 ) 这 一 点 处 的 切 平面 的 方程 为 


s0:(n— no)=0, 


这 表明 so 与 这 一 平面 上 任 一 矢量 nn 一 no 垂直 . 因为 so 和 no 的 关系 为 so:mo = 
1, 因而 这 个 方程 可 以 写 为 
so:n=1. (97.14) 


由 此 看 出 , 1/so 是 从 坐标 原点 至 波 矢 面 no 点 的 切 平面 的 垂直 线 的 长 度 . 

反 过 来 , 如 果 在 射线 面 某 一 点 so 处 作 一 切 平面 , 则 从 坐标 原点 至 这 切 平 
面 的 垂直 线 的 长 度 等 于 1/mo. 

我 们 来 前 明 射 线 矢 量 相对 于 波 内 场 强 矢量 的 位 置 . 为 此 我 们 注意 到 , 群 速 
度 方向 总 是 和 时 间 平 均 能 流 矢量 方向 相同 . 实际 上 , 我 们 来 观察 处 在 空间 某 一 
小 区 域内 的 波 包 . 显然 , 当 波 包 移动 时 , 集中 在 波 包 内 的 能 量 必须 与 波 包 一 起 
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移动 , 这 就 表明 能 流 方向 与 波 包 速度 方向 亦 即 群 速度 方 向 一 致 . 也 可 以 直接 从 
(97.5) 证 明 , 群 速 度 方 向 与 坡 印 亭 失 量 方向 相同 . 在 保持 w 不 变 的 条 件 下 对 公 
式 (97.5) 求 微分 , 我 们 得 到 


SD=SHxn+HxSn, SH=nxSdE+6nxE. (97.15) 
用 五 标 乘 第 一 式 , 五 标 乘 第 二 式 , 我 们 有 
E.S8D=H.S8H+ExH.:5n, H.8SH=D.:.8SE+ExH.n 
但 吃 . 5E = eiBr5B;= 也 -8D; 因此 将 两 式 相 加 后 ,我 们 得 到 
ExH.5n=0, (97.16) 


也 即 是 矢量 瓦 x 互 垂直 于 波 矢 曲面 , 这 就 是 所 要 证 明 的 @， 
因为 坡 印 亭 矢量 与 及 和 万 垂直 , 因而 我 们 的 结论 是 , 矢量 s 也 分 别 垂直 
于 互 和 五 : 





s:H=0, s:E=0. (97.17) 
利用 公式 (97.5)，(97.11) 和 (97.17), 由 直接 计算 得 到 关系 式 为 
H=sxD, E=-sxH. (97.18) 
例如 ， 
sxH=sx(nxE)=n(s:.E)- En.s)=—bE. 
如 果 将 (97.18) 式 与 (97.5) 式 比较 , 我 们 看 到 , 利用 下 面 的 代 换 : 
EoD, nos, eko en (97.19) 


可 以 从 其 中 一 式 得 到 另 一 式 (当然 关系 式 ns = 1 不 遭 到 破坏 ). 之 所 以 必须 
引入 上 面 最 后 一 个 代 换 , 是 为 了 使 万 与 如 的 关系 式 (97.1) 仍然 有 效 . 这 样 一 
来 , 可 以 提出 下 面 一 个 对 各 种 计算 非常 有 用 的 规则 : 如 果 某 一 方程 对 上 述 的 一 
组 量 正确 , 则 由 (97.19) 的 代 换 , 可 以 得 到 对 另 一 组 量 正确 的 类 似 方程 . 

村 别 是 , 把 这 一 规则 应 用 到 (97.10) 式 , 立即 得 到 矢量 s 的 类 似 方程 : 


s2(eG)e(s2 十 ee()s2 + el ely)s?) — 
[s2(e(W) + el®)) + s2(e(®) + el ))+ se) +eW)+1=0. (97.20) 


Q@ 这 样 得 到 的 结果 指 的 是 能 流 的 瞬时 和 值 ,而 不 仅 是 平均 值 .但 是 在 上 述 证 明 中 , 主 
要 是 利用 了 张 量 ejx 的 对 称 性 . 因此 这 种 形式 的 结果 对 eix 为 非 对 称 的 介质 ( 旋 性 介质 ， 
参见 8101) 不 再 是 正确 的 . 这 一 论断 对 坡 印 亭 矢量 的 平均 值 也 仍然 正确 ( 见 8101 习题 
1). 
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由 这 一 方程 确定 射线 面 的 形状 . 和 波 矢 面 一 样 , 它 也 是 一 个 四 次 曲面 . 当 s 方 
向 给 定时 ，(97.20) 式 得 出 s? 的 二 次 方程 , 在 普遍 情况 下 它 有 两 个 不 同 的 实 根 . 
因此 , 在 晶体 内 的 每 一 方向 可 以 有 波 矢 不 同 的 两 条 射线 传播 . 

我 们 来 研究 在 各 向 异性 介质 内 传播 的 波 的 偏振 特性 . 推导 出 菲 涅 耳 方 程 
的 (97.8) 式 不 适合 于 这 一 目的 , 因为 其 中 包含 有 场 强 五 , 而 感应 强度 DD 在 波 
内 是 横向 的 (相对 于 给 定 的 n). 为 了 一 开始 就 计 及 矢量 DD 的 横向 性 , 我 们 暂 
时 选择 一 个 新 坐标 系 , 令 它 的 一 个 轴 沿 波 矢 方向 , 其 余 两 个 横向 轴 用 希腊 字母 
Qa,B 作 下 角 标 ,它们 的 取 值 为 1, 2. 由 等 式 (97.7) 的 横向 分 量 给 出 Ds = n?2Eo; 
将 En = ex8De (其 中 e233 为 张 量 sap 的 逆 张 量 分 量 ) 代入 前 式 后 , 我 们 得 到 


(n ?2608 — esd)Da =0. (97.21) 


含 未 知 函 数 Di 和 Ds 的 这 两 个 方程 (a = 1,2) 的 相 容 性 条 件 , 是 它们 的 
系数 行列 式 等 于 零 . 
det In ?6ag — ez8|=0. (97.22) 


当然 , 这 个 条 件 和 用 原来 的 坐标 x, y, z 表示 的 菲 涅 耳 方 程 相同 . 但 是 我 
们 现在 看 到 , 与 n 的 两 个 值 对 应 的 矢量 DD 的 方向 沿 二 秩 二 维 对 称 张 量 53 的 
主轴 方向 . 根据 普遍 定理 , 由 此 得 出 这 两 个 矢量 互相 垂直 . 因此 , 在 波 矢 方向 相 
同 的 两 个 波 内 , 电感 应 矢量 在 两 个 互相 垂直 平面 内 是 线 偏振 的 . 
(97.21) 式 有 一 个 简单 的 几何 解释 . 我 们 在 zx, y, z 坐标 系 内 (重新 返回 到 
主 介 电 轴 ) 绘 出 一 个 对 应 于 张 量 六 的 张 量 椭 球 , 也 即 是 绘 出 一 个 表面 
2 2 2 


-1 7 y 多 
Sik TiTk = Zt) 十 < + 2 1 (97.23) 





(图 52). 我 们 用 通过 椭 球 中 心 并 垂直 于 给 定 n 方 向 的 平面 与 椭 球 相 截 . 在 一 
般 情况 下 , 这 个 截面 为 一 椭圆 ; 它 的 主轴 长 度 决定 n 的 取 值 , 而 其 主轴 的 方向 
决定 相应 的 振动 方向 (矢量 DD). 


也 


x 
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从 张 量 椭 球 作 图 中 (在 st*),st),s(2) 不 相同 的 普遍 情况 下 ) 可 以 直接 看 出 ， 
如 果 波 矢 方 向 例如 沿 z 轴 , 则 DD 的 偏振 方向 是 y 轴 与 z 轴 方 向 . 如 果 矢 量 m 
处 于 一 个 坐标 平面 , 例如 在 zy 平面 内 , 则 有 一 个 偏振 方向 也 处 于 zy 平面 内 ， 
而 妃 一 个 偏振 方向 与 它 垂直 . 

射线 矢量 方向 相同 的 两 个 波 的 偏振 有 完全 类 似 的 性 质 . 代替 感应 强度 DD 
的 方向 , 我 们 在 这 里 必须 考虑 处 于 s 横向 的 矢量 EB 的 方向 , 而 且 代 替 (97.21) 
式 , 我 们 得 到 类 似 方程 为 


(s 2608 — Eap) Bg = 0. (97.24) 
在 这 种 情况 下 , 利用 张 量 椭 球 
EikTiTk = ET) x2 + eV + el)z2 = 1 (97.25) 
进行 几何 作 图 , 这 个 张 量 椭 球 对 应 于 正 张 量 ei ( 称 为 菲 涅 耳 椭 球 ). 

应 该 强调 指出 , 在 各 向 异性 介质 内 传播 的 平面 波 ,在 确定 的 平面 内 是 线 偏 
振 的 . 在 这 方面 ,各 向 异性 介质 的 光学 性 质 与 各 向 同性 介质 非常 不 同 . 在 各 向 
同性 介质 内 传播 的 平面 波 , 在 一 般 情 况 下 是 椭圆 偏振 的 , 只 在 特殊 情况 下 , 椭 
圆 偏振 才 变 成 线 偏振 . 这 种 本 质 性 的 差别 是 由 于 介质 的 完全 各 向 同性 情况 在 
某 种 意义 上 是 简 并 的 : 两 个 偏振 方向 此 时 对 应 于 同一 个 波 矢量 , 而 不 是 像 在 各 
向 异性 介质 的 一 般 情 况 下 那样 对 应 于 两 个 不 同 的 波 矢 量 (方向 相同 ). 于 是 当 
以 同一 个 n 秆 传播 时 , 两 个 线 偏振 动 波 就 并 合成 为 一 个 椭圆 偏振 波 . 


习 题 


试 把 射线 矢量 s 的 分 量 用 主 介 电 轴 内 的 n 的 分 量 表 示 出 来 . 
解 : 将 方程 f(n) =0 即 方程 (97.10) 的 左 端 对 ni 求 微 商 , 并 从 条 件 n.s= 二 1 
求 出 si 与 90jf/6m 的 比例 系数 , 我 们 得 到 和 失 量 s 与 nn 的 关系 为 : 


Sr E(z)(E(y) 十 <(2)) 2e(T)n2 en, (E(2) 十 el(y))n2 ch (el®) 十 E(z))722 
Nz ~ 9e(lz)e(y)e(z) 一 m2E(z)(E(y) 十 E(z)) = n2ely) (Etz) 十 E(z) ) 本 22E(z) (ECz) 十 ely)) 





对 于 sy 和 ss 有 类 似 公 式 ， 
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晶体 的 光学 性 质 首先 依赖 于 介 电 张 量 ei 的 对 称 性 . 在 这 方面 , 全 部 晶体 
可 以 分 为 三 类 : 立方 品系 晶体 、 单 轴 唱 体 和 双 轴 晶体 (参见 813). 
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在 立方 晶 系 晶体 内 ei = sbik, 也 即 是 张 量 的 三 个 主 值 相等 , 而 主轴 的 方 
向 完全 是 任意 的 . 因此 就 光学 性 质 来 说 ,立方 晶 系 晶体 一 般 说 来 与 各 向 同性 物 
体 没 有 差别 . 

单 轴 晶体 包括 三 方 晶 系 、 四 角 唱 系 和 六 方 晶 系 . 在 这 种 晶体 内 , 张 量 eix 
有 一 个 主轴 分 别 与 三 重 、 四 重 或 六 重 对 称 轴 重 合 . 这 个 轴 在 光学 中 称 为 晶体 
的 光 轴 (下 面 我 们 选择 此 轴 为 z 轴 , 而 相应 的 张 量 sx 的 主 值 用 ei | 表示 ). 其 他 
两 个 主轴 的 方向 (在 垂直 于 光 轴 的 平面 内 ) 是 任意 的 , 而 相应 介 电 张 量 的 主 值 
相等 (在 下 面 把 它们 表示 为 sl ). 

如 果 在 菲 涅 耳 方程 (97.10) 中 令 cc) = cg) = cu, eC) = < , 则 其 左 端的 表 
达 式 分 解 为 两 个 二 次 因 式 : 

(m2 一 ei)[q ne2 +EL(n2 +n2) — eael|]=0, 
换 句 话说 , 四 次 方程 分 解 为 两 个 二 次 方程 : 
mn2 = el, (98.1) 


2 2 2 
n nz 十 7 





三 天， 98.2 
Ed el ( ) 


这 在 几何 上 表明 : 波 矢 面 (在 一 般 情况 下 为 四 次 曲面 ) 分 解 为 两 个 单独 的 曲 
面 一 一 球面 和 椭 球 面 . 图 53 所 示 为 这 些 曲 面 的 纵向 剖面 . 这 里 有 两 种 可 能 情 
况 : 若 el > El 则 球 在 椭 球 外 , 若 si < El 则 球 在 椭 球 内 ( 见 图 53). 在 第 一 种 
情况 下 , 单 轴 晶 体 称 为 负 单 轴 晶 体 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 称 为 正 单 轴 晶 体 . 这 两 
个 曲面 相 切 于 两 点 一 一 nz 轴 的 两 个 相反 的 极点 上 . 换 句 话说 , 光 轴 方向 只 对 
应 于 波 矢 的 一 个 值 . 





ny ns 
vE1 - VE + 
Nz Ny 
val 








图 53 
射线 面 有 相似 形状 . 根据 规则 (97.19), 从 (98.1) 和 (98.2) 可 以 得 到 射线 面 
方程 为 
二 /Ga (98.3) 
E18s2 十 El(s2 十 s2) 一 1. (98.4) 
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在 正 单 轴 晶 体内 , 椭 球 在 球 内 , 而 在 负 单 轴 晶 体内 , 椭 球 在 球 外 . 
于 是 , 我 们 看 到 , 在 单 轴 章 体内 可 以 传播 两 种 类 型 的 波 . 对 其 中 一 种 波 ( 称 
为 寻常 波 ), 晶体 行为 类 似 于 折射 率 为 n = VET 的 各 向 同性 物体 . 波 矢 的 大 小 
等 于 > 与 它 的 方向 无 关 , 射线 矢量 方向 则 和 nn 方向 相同 . 
在 第 二 种 波 内 ( 称 为 非常 波 ), 波 矢量 的 大 小 依赖 于 它 和 光 轴 所 成 的 夹 角 
0. 按照 (98.2) 式 
si sin20 cos20 
n2 s 


(98.5) 








引 El 

非常 波 的 射线 矢量 方向 和 波 矢 方向 不 相同 , 但 是 处 于 通过 光 轴 的 同一 平面 内 ， 
这 个 平面 称 为 n 的 主 截面 . 令 这 一 平面 为 zz 平面 ; 将 (98.2) 式 左 端 对 n。 和 
nz 求 微 商 , 并 取 这 些 导 数 之 比 , 我 们 得 到 射线 矢量 方向 为 





Sr EE ElNz 
gz 到 ElNz 
换 句 话说 , 射线 矢量 和 光 轴 间 的 夹 角 9' 与 9 角 有 简单 关系 ; 
tanb = 2+ tan®d. (98.6) 


el 


只 有 对 沿 光 轴 和 垂直 于 光 轴 传播 的 波 , n 和 s 的 方向 才 是 相同 的 . 

寻常 波 和 非常 波 的 偏振 方向 问题 , 可 以 很 简单 地 解决 . 为 此 只 要 注意 到 ， 
在 每 种 波 内 四 个 矢量 E, D, s, 总 是 共 面 的 , 就 已 足够 . 在 非常 波 内 ,s 入 n 
的 方向 不 重合 , 但 处 于 同一 主 截面 内 . 因此 , 这 种 波 的 偏振 要 使 得 矢量 忆 和 妃 
仍 处 于 这 一 截面 内 . 男 一 方面 , n 方向 相同 的 寻常 波 和 非常 波 内 的 矢量 DD (或 
者 s 方 向 相同 的 寻常 波 和 非常 波 内 的 矢量 忆 ) 互相 垂直 . 因此 , 寻常 波 的 偏振 
是 使 已 和 妃 位 于 垂直 于 主 截 面 的 平面 内 . 

只 有 在 光 轴 方向 传播 的 波 是 一 种 例外 . 在 这 个 方向 上 , 寻常 波 和 非常 波 
之 间 的 差别 消失 , 因而 它们 的 偏振 和 至 加 起 来 , 在 一 般 情况 下 给 出 椭圆 偏振 波 . 

入 射 到 晶体 表面 上 的 平面 波 的 折射 现象 , 和 在 两 种 各 向 同性 介质 分 界面 
上 的 折射 现象 大 不 相同 , 但 折射 定律 和 反射 定律 在 这 里 仍 可 以 从 波 矢 与 分 界 
面相 切 的 切 向 分 量 ni 的 连续 性 条 件 得 到 . 因此 , 折射 波 和 反射 波 的 波 矢 都 在 
入 射 平面 内 . 但 这 时 晶体 内 同时 产生 两 种 不 同 的 折射 波 , 称 为 双 折 射 现 象 , 它 
们 对 应 于 ni 给 定时 由 菲 涅 耳 方 程 所 给 出 的 法 向 分 量 nn 的 两 个 可 能 值 . 此 外 ， 
必须 记 住 , 所 观察 到 的 射线 传播 方向 , 不 是 由 波 失 而 是 由 射线 矢量 s 决定 的 . 
它 与 nn 的 方向 不 同 , 一 般 情 况 下 位 于 入 射 面 之 外 . 

在 单 轴 晶 体内 折射 时 产生 寻常 的 和 非常 的 折射 波 . 第 一 种 波 完全 类 似 于 
各 向 同性 物体 内 的 寻常 折射 波 ; 特别 是 , 它 的 射线 矢量 (方向 和 波 矢 方 向 相同 ) 
处 于 入 射 面 内 . 但 非常 波 的 射线 矢量 方向 , 一 般 说 来 , 不 在 入 射 面 内 . 
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习 题 


1. 试 求 出 从 真空 入 射 到 单 轴 晶体 表面 上 的 光 折 射 时 非常 射线 的 方向 , 设 
单 轴 晶体 表面 与 它 的 光 轴 简直 . 

解 : 在 现在 情况 下 , 折射 光线 仍 在 入 射 面 内 (选择 它 为 zz 平面 , z 轴 垂 直 
于 表面 ). 折射 时 波 和 失 的 工分 量 nz = sin (作为 入 射 角 ) 保持 不 变 , 折射 波 的 rz 
分 量 按照 (98.2) 式 求 得 为 ; 


el 1/2 
ns 一 (= — — sin? 5) 

[a 

| 


于 是 从 (98.6) 式 求 出 折射 光 射 线 的 方向 为 (9 为 折射 角 ) 


El1nz VEL sind 


a S|.z Val (el — sin? 9) | 
2. 试 求 出 重 直 入 射 到 单 轴 晶体 表面 时 非常 光 射 线 的 方向 , 设 单 轴 蝇 体 的 
光 轴 取 任 意 方向 . 
解 : 折射 光线 在 zz 平面 内 , 这 平面 通过 表面 法 线 (z 轴 ) 和 光 轴 ; 设 光 轴 
与 法 线 间 的 夹 角 为 a. 于 是 射线 矢量 s (其 分 量 与 (98.2) 式 左 端 对 nn 相应 分 量 
的 导数 成 正比 ) 与 下 式 成 正比 : 


sx 三 +o (三 )， 


式 中 ?为 光 轴 方向 的 单位 矢量 . 在 现在 情况 下 , 波 矢 n 在 z 轴 方向 , 因此 





_ 1 1 sin2aw cos?o 
sz XK COSQSINQ | 一 一 -一 | ， 十 
[= 区 轩 | 








el 后 二 
由 此 求 得 折射 角 多 为 


tanV’ = Sr 一 (El — £1)sin2a 





Sz 外 二 工本 (al —€1)cos2a 
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在 双 轴 晶体 中 , 张 量 eix 的 三 个 主 值 各 不 相同 . 属于 这 类 晶体 的 有 三 斜 唱 
系 、 单 斜 晶 系 和 正 交 晶 系 的 品 体 . 在 三 斜 系 晶 体内 , 主 介 电 轴 的 位 置 与 任何 特 
定 的 晶体 学 方向 无 关 . 特别 是 , 它们 随 频率 变化 而 变化 , eix 的 全 部 分 量 都 随 频 
率 变化 . 在 单 斜 晶 系 晶体 内 有 一 个 主 介 电 轴 在 晶体 学 上 是 同 定 的 , 这 个 主轴 
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与 二 重 对 称 轴 重 合 或 者 垂直 于 对 称 平 面 ; 而 其 他 两 个 主轴 的 位 置 依赖 于 频率 . 
最 后 , 在 正 交 晶 系 晶体 内 三 个 主轴 位 置 全 部 固定 , 即 它们 必须 和 三 个 互相 垂直 
的 二 重 对 称 轴 重合 . 

双 轴 晶体 光学 性 质 的 研究 涉及 普遍 珍 式 的 菲 涅 耳 方 程 的 研究 ， 

为 明确 起 见 , 我 们 今后 假定 


ce(z) < s() < el2). (99.1) 


为 了 阐明 (97.10) 式 所 定义 的 四 次 曲面 形状 的 特征 , 我 们 首先 求 出 它 与 坐 
标 平 面相 交 的 截面 形状 . 在 (97.10) 式 中 令 nz = 0, 我 们 发 现 , 其 左 端 部 分 可 分 
解 为 两 个 因 式 : 


(mn2 一 stz))(e(tz)mn2 十 elYn2 — el(*)e(y)) = 0. 


由 此 可 见 , 在 zy 平面 内 的 截面 的 轮廓 线 包括 圆 : 


n? = e(?) (99.2) 
和 椭圆 : 人 
nN ny a 
a (99.3) 





而 且 根 据 (99.1) 的 条 件 , 椭圆 位 于 圆 内 . 类 似 地 我 们 还 得 到 , 与 yz 平面 和 zz 

平面 相交 的 截面 也 包括 椭圆 和 圆 , 但 在 yz 平面 内 , 椭圆 位 于 圆 外 , 而 在 zz 平 
面 内 . 二 者 相交 . 由 此 可 见 , 波 矢 面 为 图 54 所 示 的 自 相 交 型 的 曲面 (图 中 所 示 
是 一 个 卦 限 内 的 曲面 ). 
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这 个 曲面 有 四 个 奇 点 一 一 四 个 分 别 位 于 zz 平面 的 每 一 个 象限 内 的 自 相 
交点 . 由 形 如 f(ny,ny,nz) = 0 的 方程 给 出 的 曲面 的 奇 点 , 众所周知 , 由 郑 数 
f 的 三 个 一 阶 导数 全 等 于 零 求 出 . 对 (97.10) 左 端的 表达 式 求 微 商 , 得 到 下 列 
方程 : 


] 
] = 


mnz[E((eG) + elW) -<(C9mn2 - (ez)n2 + en? 十 <(m2)] = 


nz [EC)(e() 十 E(2)) 一 e(z)m2 一 (Etz)m2 十 elWn2 十 <(2)m2) = 0， 
nyleY) (el®) ee el2)) ece(Wn2— (E(z)m2 十 Et )m2 证 <(z)m2) 0， (99.4) 
0， 
(当然 (97.10) 式 本 喘 也 必须 同时 被 满足 ). 我 们 已 经 知道 , 所 要 求 的 n 的 方向 
位 于 zz 平面 内 , 我 们 令 ny = 0, 从 其 余 两 个 方程 经 过 简单 计算 后 得 到 包 
2 E(z)(E(y) 了 e(?)) 2 E(z)(e(z) = el(y)) 


7 re (99.5) 


这 些 矢量 n 的 方向 与 z 轴 的 倾角 为 8, 于 是 





加 JJ 
人 


号 Et) (et) — ety) (00 


这 个 方程 确定 了 zz 平面 内 的 两 个 轴 (两 个 方向 ), 其 中 的 每 一 个 轴 通 过 相对 的 
两 个 奇 点 , 而 与 z 轴 的 倾角 为 8. 两 个 轴 称 为 晶体 的 光 轴 (或 称 为 副 法 线 ) ; 图 
54 上 的 虚线 即 表示 其 中 一 个 光 轴 . 显然 , 光 轴 方向 是 波 矢 只 取 一 个 值 的 唯一 
方向 @. 

射线 面具 有 类 似 的 性 质 . 要 推导 出 相应 公式 , 只 需 用 s 代替 mw， 工 代替 < 
特别 是 也 有 两 个 “光线 轴 ”( 或 副 光 轴 ) 在 zz 平面 内 , 并 且 与 > 轴 的 倾角 为 小 


ely) _ elz) 


tan7 = 1) -一 tan CO (99.7) 


co 二 co Ve) 
因为 stz) < st), 因而 y < 0 
只 对 沿 坐 标 轴 方 向 ( 即 主 介 电 轴 方 向 ) 传播 的 波 ,m 和 s 的 方向 才 相 同 . 如 
果 位 于 某 一 个 坐标 平面 内 , 则 s 也 位 于 同一 平面 内 . 但是, 这 个 规则 有 一 个 
引 人 注 日 的 例外 , 那 就 是 对 于 指向 光 轴 的 波 矢 . 

Q@ 容易 直接 证 实 , 这 样 求 得 的 解 为 (99.4) 式 的 唯一 的 实数 解 ， 如果 三 个 分 量 
nz,ny,nz 都 不 为 零 , 则 (99.4) 式 的 三 个 方程 相互 矛盾 (实质 上 , 这 三 个 方程 中 只 有 两 
个 未 知 数 : mn2 和 <s(z)n2 + seGo)n3 十 e(*)n2). 若 nz = 0 或 mw = 0, 则 方程 的 解 为 虚数 ， 

@ 在 张 量 椭 球 (97.23) 上 ， 剧 法 线 方向 为 垂直 于 椭 球 的 圆 截面 的 方向 . 大 家 已 经 知 
道 ,一 个 三 轴 椭 球 有 两 个 这 样 的 截面 . 
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在 用 矢量 n 确定 矢量 s 的 普遍 关系 式 ( 见 897 习题 ) 中 代入 (97.5) 式 的 
n 值 , 得 到 0/0 型 的 不 定式 . 从 下 面 的 几何 观点 可 以 完全 明了 这 种 不 确定 性 的 
来 源 和 意义 . 在 奇 点 附近 , 波 矢 面 的 外 腔 和 内 腔 为 具有 公共 顶点 的 锥 面 . 在 这 
个 顶点 ( 奇 点 ) 上 , 波 矢 面 的 法 线 方向 成 为 不 确定 的 ; 而 且 由 上 述 公式 确定 的 s 
方向 正好 是 法 线 方向 .实际 上 , 沿 光线 轴 方 向 ( 副 法 线 方向 ) 的 一 个 波 矢 对 应 着 
无 限 多 个 射线 矢量 , 它们 的 方向 占据 一 个 确定 的 锥 面 , 称 为 内 锥 形 折 射 锥 是 . 


为 了 求 出 这 个 射线 锥 , 本 来 可 以 研究 奇 点 附近 的 法 线 方向 .但 是 更 直观 的 
方法 是 利用 射线 面 进行 几何 作 图 . 

图 55 示 出 了 一 个 象限 内 的 射线 面 与 zz 平面 相交 的 截面 ( 实 曲线 所 示 )， 
在 同样 的 坐标 轴 下 示 出 了 波 矢 面 的 截面 (使 用 任意 改变 的 比例 ). 直线 05 为 
副 光 轴 , 而 ON 为 副 法 线 . 对 应 于 N 点 的 波 矢量 用 mw 表示 . 容易 看 出 , 波 矢 
面 上 的 奇 点 N 对 应 于 射线 面 上 的 奇异 切 平面 一 一 垂直 于 ON 方向 的 平面 ,并 
且 它 与 射线 面 不 是 在 一 个 点 上 相 切 , 而 是 沿 着 一 条 曲线 (一 个 圆 ) 相 切 . 在 图 
55 上 , 这 平面 的 截面 用 线段 ab 表示 . 从 897 所 指出 的 波 矢 面 与 射线 面 的 几何 
对 应 立即 可 以 得 出 : 知 对 射线 面 某 一 点 s 作 一 切面 , 则 从 坐标 原点 至 这 切面 的 
垂直 方向 与 n 相同 , 而 其 长 度 等 于 1/m, 此 外 n 为 对 应 于 s 的 波 矢 . 在 现在 情 
况 下 , 必须 有 无 限 多 个 矢量 s 对 应 于 同一 个 n=nw; 因此 , 射线 面 上 代表 这 些 
矢量 s 的 点 必须 在 同一 个 切面 上 , 而 这 切面 与 nw 垂直 . 由 此 可 见 , 图 55 上 的 
三 角形 Oab 为 内 圆锥 形 折 射 锥 与 zz 平面 相交 的 截面 . 








对 上 述 几 何 图 形 进行 定量 计算 并 没有 什么 特别 的 困难 , 但 是 我 们 不 在 这 
里 叙述 它 . 而 只 限于 引入 最 后 的 公式 . 折射 锥 与 射线 面相 交 的 圆 方程 由 下 列 两 


Q@ 以 下 所 描述 的 圆锥 形 折 射 现象 是 哈密 顿 预言 的 (W. R. Hamilton, 1833) 
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式 给 出 : 


人 EO el®)s2 + (ssVe We) -etW)) — ssVe® (el — el®))) x 


(z) _ (9) (y) — sl7) 
E 区 £ E 
区 Ty | =0, (99.8) 


sse (elW) elo) + ssVe (e® 一 <) 一 ey 


其 中 第 一 个 方程 , 若 把 s, sy, ss 理解 为 三 个 独立 变数 , 即 为 折射 锥 方程 . 第 二 
个 方程 为 与 射线 面相 切 的 切面 方程 . 特别 是 当 sy = 0 时 ，(99.8) 的 第 一 个 方 
程 分 解 为 两 个 方程 : 

6 el2) (ely) —e7)) sz el(?)(ely) 一 e(?)) 

sz Vale®d ew)’ ss VeeD ew)’ 


这 些 方程 确定 与 zz 平面 相交 的 截面 内 的 边界 射线 (分 别 为 图 55 上 的 Oa 和 
Ob) 的 方向 . 前 者 与 副 法 线 方向 重合 [对 照 (99.6) 式 ], 它 同 时 与 切线 ob 垂直 . 

与 给 定 射线 矢量 对 应 的 波 矢 情况 完全 相似 . 方向 沿 副 光 轴 方向 的 矢量 s 
对 应 无 穷 多 的 波 矢 , 它们 的 方向 占据 着 一 个 所 谓 外 锥 形 折射 锥 (图 55 中 的 三 
角形 Oo' 为 这 折射 锥 与 zz 平面 相交 的 截面 ) 和 往常 一 样 , 在 (99.8) 式 中 进 
行 代 换 : s -me -+, 得 到 相应 公式 为 











elY (el®) ce))n02 + (ns Ve ey) — nsVely) — el2)) x 
(nz ctz) /Ee (2) "=— ely) E ED)) = 0， (99.9) 
na Ve el + nsVet) ely) = YelW (el®) ~ el®)). 


为 了 实际 观察 内 锥 形 折射 由 可 以 利用 一 片 垂直 于 副 法 线 方向 从 晶体 上 
切 下 来 的 平行 平面 薄片 (图 56). 在 注 片 面 上 获 盖 一 狭窄 的 光 阐 , 它 从 垂直 入 
射 到 注 片 上 的 平面 波 ( 波 矢 具有 确定 方向 的 ) 内 分 出 窗 波 束 . 透射 到 薄片 内 的 
光 的 波 矢 方 向 与 副 法 线 方向 相同 ,因此 它 的 射线 分 布 于 内 折射 锥 面 上 . 从 薄片 
另 一 面 射出 来 的 光 , 其 波 矢 和 和 射 光 的 相同 , 分 布 于 圆柱 面 上 . 

为 了 观察 外 锥 形 折射 ,平行 平面 薄片 必须 垂直 于 副 光 轴 方 向 切 下 , 而 它 的 
两 面 都 用 有 小 孔 的 光 阑 覆盖 , 两 光 盖 上 的 小 孔 正 好 互相 对 准 . 用 会 聚 光 束 ( 即 
射线 含有 一 切 可 能 n 方向 ) 照射 薄片 时 , 光 益 在 薄片 内 分 离 出 s 方向 沿 副 光 
轴 的 光线 , 因而 其 到 方向 占据 一 外 锥 形 折 射 锥 面 . 从 第 二 个 小 孔 出 射 的 光 央 
此 也 分 布 在 锥 面 上 (但 由 于 在 出 口 处 发 生 折 射 , 这 个 锥 并 不 完全 和 外 折射 锥 
相同 ). 

下 面 的 描述 非常 概括 ,不 涉及 细节 . 
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图 56 





当 和 人 射 方向 任意 时 , 双 轴 晶体 表面 上 的 折射 定律 极其 繁复 ,我 们 这 里 不 去 
讨论 它 虽 . 只 是 指出 , 和 单 轴 唱 体 不 同 , 双 轴 晶体 的 两 个 折射 波 都 是 “非常 波 ”， 
它们 的 射线 都 不 在 入 射 平 面 内 . 

在 897 中 曾经 约定 , 我 们 只 研究 透明 晶体 的 光学 . 但 是 , 这 里 我 们 要 提 到 
双 轴 晶体 的 一 个 性 质 , 这 个 性 质 可 以 在 计 及 吸收 时 出 现 . 

我 们 来 研究 在 晶体 中 传播 的 均匀 平面 波 ; 其 中 n 为 复 矢量 , 但 n 的 实 部 
和 虚 部 有 同一 个 方向 :m = nv, 其 中 为 实 单位 矢量 , 而 mn = n(w) 为 一 复数 量 . 
在 v 给 定时 写成 展开 形式 的 色散 方程 (97.21) 为 


non ?mi+n2) + m1 — nf = 0， 
其 中 win 三 ej, 而 下 角 标 1, 2 为 在 与 v 垂直 的 平面 上 的 张 量 的 下 角 标 . 如 果 
1122 一 M11 二 士 217112j (99.10) 


则 有 -2 = (mi 十 m22)/2, 于 是 这 个 n-? 的 二 次 方程 有 重 根 . 存在 吸收 时 , 张 量 
nik 三 74 十 in44 为 复数 . 

在 双 轴 晶体 中 张 量 椭 球 wh 和 WW 是 三 轴 椭 球 , 同时 它们 的 半 轴 长 度 比 
(在 三 斜 系 和 单 斜 系 晶体 中 , 还 有 它们 的 方向 ) 对 于 两 个 张 量 是 不 一 样 的 . 在 这 
些 条 件 下 , 一 般 而 言 , 二 维 张 量 改 *。 和 mo 不 能 同时 对 角 化 . 两 个 张 量 主轴 之 
间 的 夹 角 9 是 两 个 独立 变量 (给 出 vv 方向 的 两 个 角度 ) 的 函数 . 所 以 对 于 给 定 
频率 w 可 以 存在 wv 方向 的 单 参 量 集合 , 对 于 它们 , 9 = nx/4. 在 这 样 的 丸 值 下 
复数 方程 (99.10) 的 虚 部 恒 能 满足 , 而 实 部 取 以 下 形式 : 


Fy 


仍 一 入 三 干 (只 一 7)， (99.11) 


其 中 下 角 标 1, 2 表示 相应 张 量 的 主 值 @. 在 任意 选择 zi zz 轴 的 情况 下 方程 


Q@ 对 详细 计算 的 叙述 , 可 在 刊 于 Handbuch der. Physik, Bd. XX，(Berlin, 1928) 中 的 
G. 西 维 架 的 长 篇 论文 Kristaloptik 中 找到 . 

@ 选 z1,z2 为 张 量 改 e 的 主轴 方向 并 将 张 量 mj 的 分 量 用 其 主 值 表示 , 容易 证 实 
所 述 . 
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(97.21) 现在 给 出 

D;» _ 722 二 ml 

DI 2712 
其 中 等 式 右 端的 两 个 正 负 号 对 应 于 (99.10) 式 的 两 个 正 负 号 . 因此 , 9 = x/4 和 
(99.11) 这 两 个 条 件 一 起 为 每 一 个 w 值 区 分 出 确定 的 vv 方 向 , 在 这 个 方向 上 只 
可 能 传播 一 种 符号 的 圆 偏振 波 , 究竟 是 左 圆 偏振 波 还 是 右 圆 偏 振 波 , 则 根据 哪 
一 个 符号 满足 条 件 (99.10) 来 决定 (W. 沃 伊 特 , 1902). 在 晶体 中 这 样 的 方向 称 
为 奇异 光 轴 或 圆 光 轴 . 

与 微分 方程 的 普遍 理论 相对 应 , 在 这 种 情况 下 场 方 程 的 第 二 个 独立 解 在 
包含 指数 因子 exp(inv :7) (其 中 含有 阻尼 ) 的 同时 , 还 包含 形 如 a 十 bv :7r 的 与 
坐标 成 线性 关系 的 因 式 外. 这 个 波 的 偏振 沿 射线 变化 , 但 归根 结 底 , 随 着 :7 
的 增 大 建立 起 第 一 种 波 中 那样 的 圆 偏振 (如 果 注 意 到 在 所 述 极 限 下 将 解 代入 
场 方程 时 应 当 被 微分 的 只 有 指数 因子 , 此 时 两 个 解 之 间 的 差别 消失 . 这 个 结论 
就 是 显然 的 ). 

这 里 我 们 要 强调 奇异 轴 与 因为 晶体 的 对 称 性 使 色散 方程 自动 出 现 二 重 根 
情况 的 差别 . 对 于 沿 单 轴 晶 体 光 轴 传 播 的 光 , 二 维 张 量 mag 具有 mae = 76a6 的 
形式 且 条 件 (99.10) 恒 能 满足 . 在 这 种 情况 下 方程 (97.21) 允许 具有 不 同 偏振 
的 两 个 独立 解 . 


= 土 i， 
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各 向 同性 物体 放 在 恒定 电场 内 会 变 成 光学 各 向 异性 物体 . 这 种 各 向 异性 
的 出 现 可 以 描述 为 介 电 常 量 在 恒定 电场 作用 下 发 生 改 变 的 结果 . 虽然 这 种 改 
变 是 相当 微弱 的 , 但 在 现在 的 情况 下 却 十 分 重要 , 因为 它 导 臻 物体 的 光学 性 质 
发 生 了 质 的 变化 . 

在 这 一 节 内 , 我 们 用 马 表 示 物 体内 的 恒定 电场 强度 @, 并 把 介 电 张 量 eix 
展开 为 马 的 震级 数 . 在 各 向 同性 物体 内 , 在 零 级 近似 下 , ei = e058ig. 在 eix 
内 不 存在 电场 的 一 次 项 , 因为 在 各 向 同性 物体 内 不 存在 任何 常 矢量 可 以 用 来 
构成 与 五 成 线性 关系 的 二 秩 张 量 . 因此 szx 的 展开 式 中 接 下 来 的 项 为 场 的 二 
次 项 . 由 矢量 分 量 可 以 构成 两 个 二 秩 对 称 张 量 : B26i 和 BiBk. 前 者 不 改变 张 
量 e(0)8x 的 对 称 性 , 在 这 个 张 量 上 加 上 形式 为 const.B26ix 的 项 仅 归结 为 对 标 
量 常量 e(0) 增加 一 个 小 修正 ; 显然 , 这 个 小 修正 不 会 导致 任何 光学 各 向 异性 的 








@ 例如 , 在 沿 奇异 轴 传 播 的 光 的 反射 和 折射 问题 中 , 必须 考虑 这 个 解 . 
四 不 要 把 吾 与 波 的 很 弱 的 交 变 电场 相 混 淆 . 
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出 现 , 故 没 有 什么 意义 . 因此 , 我 们 得 到 下 面 形式 的 依赖 于 电场 的 介 电 张 量 : 
E 庆 一 E(08i + QP; By, (100.1) 
其 中 a 为 标量 常量 . 
这 个 张 量 的 一 个 主轴 与 电场 方向 重合 , 相应 的 主 值 等 于 
el = <(0) +ap. (100.2) 
其 余 两 个 主 值 彼此 相等 : 
el = (0), (100.3) 


而 与 之 对 应 的 主轴 在 垂直 于 场 的 平面 中 的 位 置 是 任意 的 . 由 此 可 见 , 在 电场 内 
各 向 同性 物体 的 光学 性 质 和 单 轴 晶体 完全 一 样 ( 称 为 克 尔 效应 ). 

光学 对 称 性 在 电场 中 的 改变 也 可 以 在 晶体 内 发 生 (例如 , 光学 单 轴 蝇 体 
可 以 变 成 双 轴 齐 体 , 光学 各 向 同性 的 立方 晶体 , 可 以 变 成 光学 各 向 异性 晶体 ). 
但 它们 与 各 向 同性 物体 内 所 出 现 的 相应 现象 的 区 别 在 于 此 时 效应 可 以 是 电场 
的 一 级 效应 . 对 应 于 这 种 线性 效应 的 介 电 张 量 为 


Eik 一 Bl + Qikl bl, (100.4) 


其 中 系数 ai 的 总 体 构成 一 个 三 秩 张 量 , 它 对 下 角 标 i 和 是 对 称 的 (aiw = 
Qxpil). 这 个 张 量 的 对 称 性 和 压 电 张 量 的 对 称 性 相同 . 因此 , 上 述 效应 存在 于 容 
许 压 电 现象 的 20 类 唱 体 内 . 


8101 磁 光 效应 
当 存在 恒定 磁场 万 时, 张 量 ck(w; 瑟 ) 不 再 是 对 称 的 , 广义 动 理学 系数 
对 称 性 原理 按照 以 下 方式 联系 不 同 场 中 的 ei 和 en 分 量 : 
en(H)= su( 一 万)， (101.1) 
无 吸收 条 件 只 要 求 这 个 张 量 为 厄 米 型 的 : 
eik = Ex (101.2) 


(这 可 以 从 (96.5) 式 看 出 ), 但 并 不 要 求 它 为 实数 . 从 (101.2) 式 只 能 得 到 sx 的 
实 部 和 虚 部 必须 分 别 是 对 称 的 和 反对 称 的 : 
Esp = Ekhiy El = ek. (101.3) 


外 不 要 将 互 与 电磁 波 的 周期 性 弱 场 相 混淆 . 
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考虑 到 (101. 1) 我 们 有 
ep(H)= en(H)= eir(—H), 
et(H)= -eri(H)= -ei(—H), 
亦 即 在 非 吸 收 介质 内 , ea 是 五 的 偶 函 数 , 而 e4 为 瑟 的 奇遇 数 . 
显然 , 逆 张 量 oj! 也 具有 相同 的 对 称 性 质 . 在 下 面 的 计算 中 , 更 为 方便 的 
是 利用 这 一 张 量 . 为 了 避免 使 用 下 角 标 太 多 , 我 们 对 它 引 进 一 个 专用 标记 符 
号 @: 


(101. 4) 


Eh = Mk = Wk + i (101.9 
(以 前 我 们 已 用 过 它 ). 

大 家 知道 , 任何 二 秩 反 对 称 张 量 等 价 于 (对 偶 于 ) 某 一 轴 矢 量 ; 我 们 用 G 
表示 这 个 与 张 量 区 对 应 的 轴 矢 量 . 利用 反对 称 单位 张 量 ejn, 张 量 m4 的 分 
量 与 矢量 G 的 分 量 间 的 关系 可 以 写 为 

网 一 eikLC 1， (10 1. 0 
写成 分 量 形式 为 : 
J Es Gz,) 7 = Gy J ps 至 
此 时 电感 应 强度 和 电场 强度 之 间 的 关系 EB; = mikDk 变 成 


Ei = (mn + iein G1) Dy = Mp Dy +i(D x G); (101.7 
类 似 地 , D 和 万 的 线性 关系 为 
Di = er Br +i(E x g)i. (101. 8) 


(101.7) 和 (101. 8) 式 内 的 系数 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 : 
1 /— [8 1 / 
Mik = {ew le |— gigr},， Gi = el ig (101. 9) 


其 中 |e| 和 |e'| 为 张 量 sx 和 es 人 的 行列 式 (参见 822 习题 ). D 和 万 的 关系 具 
有 这 种 形式 的 介质 称 为 旋 性 介质 , 矢量 9 称 为 回转 矢量 , G 称 为 旋光 矢量 . 

我 们 现在 对 在 任意 旋 性 介质 内 传播 的 波 的 性 质 进行 一 般 性 研究 , 这 时 我 
们 假定 介质 是 各 向 异性 的 , 并 且 对 磁场 大 小 不 作 任何 限制 @. 

@ 当然 WW 和 mh 本 身 不 是 ei 和 eh 的 逆 张 量 . 

@ 和 前 面 一 样 , 我 们 假定 介质 对 电磁 波 的 交 变 场 为 非 磁性 的 ( 亦 即 假定 wk(w) = 
5ig). 但 是 , 这 并 不 排除 介质 被 恒定 磁场 所 磁化 的 可 能 性 (也 即 是 静 磁 导 率 可 以 不 为 1). 

当 在 给 定 频率 范围 内 磁 导 率 的 色散 重要 时 , 上 述 ei(w) 的 性 质 同样 适用 于 张 量 


Hik(W). 
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选择 波 矢 方 向 为 z 轴 方 向 , 于 是 (97.21) 式 变 为 
1 
(ws 加 坊 5o】 De = (ms 十 ice 一 jo ) Da = 0， (101.10) 


式 中 下 角 标 a,6 取 zx,y 值 , 我 们 选择 x 和 2 轴 方 向 沿 二 维 张 量 ms 的 主轴 , 这 
个 张 量 的 相应 主 值 以 ng? 和 miz 表示 ; 于 是 方程 变 为 











， (101.11) 
_iGsDs + (二 二 5 Ds=0 
这 个 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 的 条 件 给 出 n? 的 二 次 方程 为 
jr i 
(让 一 去 ) ( 直 去 ) = G2， (101.12) 
对 给 定 方向 的 n, 方程 的 根 给 出 ”的 两 个 值 : 中 
En 1 (去 工 Yes (101.13) 
nn 2 nei nfo 4 ma 四 néo | 
把 这 些 值 代 回 (101.11) 式 内 , 得 到 相应 的 比值 为 
OD | G2 101.14 
Da 0 es i no ni2 ee Wo 








比值 Dy/D; 为 纯 虚 数 意味 着 波 是 椭圆 偏振 的 ,椭圆 的 两 个 主轴 与 x,y 轴 
合 . 容易 看 出 , 这 个 比值 的 两 个 值 的 乘积 等 于 1. 换 句 话说 , 若 当 一 种 波 内 


D, =ioD。 


( 式 中 实数 p 为 偏振 椭圆 的 轴 长 比 ), 则 在 第 二 种 波 内 ， 
es 
p 
这 表明 两 种 波 的 偏振 椭圆 具有 相同 的 轴 长 比 , 但 彼此 相对 转动 了 90°; 在 两 个 
椭圆 中 场 的 旋转 方向 相反 (图 57). 
”” @ 当场 不 存在 时 , G = 0 和 n 二 noi 或 n= noa. 但 是 应 注意 到 , 当场 存在 时 ，(101.12) 


式 内 的 nox 和 no2, 一 般 说 来 不 是 及 =0 时 的 nn 值 , 因为 这 时 依赖 于 场 的 不 只 是 矢量 G， 
而 且 还 有 张 量 mw 的 各 分 量 . 


Dy,= 
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如 果 把 两 种 波 中 的 矢量 DD 表示 为 Di 和 D2, 则 所 得 到 的 关系 式 可 以 写 
为 
Di: D; = DisD;, + DiyD?, =0. 


这 种 关系 式 是 在 将 厄 米 张 量 (在 现在 的 情况 下 为 张 量 mag) 约 化 为 对 角形 式 时 
产生 的 本 征 矢 量 的 普遍 性 质 . 








图 57 


矢量 G 和 张 量 "从 的 分 量 为 磁场 强度 的 函数 . 如 果 ( 像 通常 发 生 的 那样 ) 
磁场 是 比较 弱 的 , 则 可 以 展开 为 场 的 震级 数 . 当 磁场 不 存在 时 , 矢量 G 等 于 零 ; 

因此 , 在 弱 场 内 可 以 令 
Gi = fir Hex, (101.15) 


式 中 fi 为 二 秩 张 量 , 它 在 一 般 情 况 下 是 非 对 称 的 . 这 种 依赖 关系 的 形式 和 普 
遍 规则 一 致 , 按照 普遍 规则 , 在 透明 介质 内 反对 称 张 量 m (以 及 张 量 ei) 的 分 
量 必须 是 五 的 奇 函数 . 而 对 称 张 量 mm 的 分 量 则 是 磁场 的 偶 函 数 ， 因 此 , mi 
中 打头 的 那些 修正 项 , 与 场 不 存在 时 的 值 比较 , 为 场 的 二 次 项 ，( 在 (101.9) 中 
略 去 这 些 项 后 , 我 们 就 只 有 WW, = e 汉 1). 

在 波 和 撩 量 为 任意 方向 的 普遍 情况 下 , 磁场 对 光 在 晶体 内 的 传播 影响 很 小 ; 
只 引起 很 小 的 振动 椭圆 率 , 振动 的 偏振 椭圆 轴 长 比 很 小 (为 场 的 一 阶 小 量 ). 

就 磁 光 效应 特征 而 言 , 只 有 光 轴 方向 (和 其 邻近 方向 ) 是 一 个 例外 , 在 这 
些 方向 上 , 当场 不 存在 时 , n 的 两 个 值 是 相等 的 . 于 是 方程 (101.12) 的 根 和 这 
些 值 只 相差 一 个 一 阶 小 量 2, 因而 所 发 生 的 效应 类 似 于 各 向 同性 物体 内 的 效 
应 , 我 们 现在 就 来 研究 它们 . 

各 向 同性 物体 以 及 立方 晶 系 晶体 内 的 磁 光 效应 , 由 于 它们 的 独特 性 , 又 有 
较 大 数值 , 因而 具有 特别 意义 . 

略 去 二 阶 小 量 以 后 , 我 们 得 到 mi = e716ix, 其 中 为 磁场 不 存在 时 各 向 

注意 (101.12) 式 的 两 个 根 这 时 相互 不 等 , 在 几何 上 , 这 表明 波 矢量 表面 的 内 腔 和 
外 腔 是 完全 分 开 的 . 
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同性 介质 的 介 电 常量 . D 和 瑟 之 间 的 关系 为 
E=iD+iDxG, D=eEp+iExyg, (101.16) 


而 且 在 同一 近似 下 , 矢量 g 与 G 的 关系 为 


1 
G= -59. (101.17) 


在 各 向 同性 物体 中 g (或 G) 对 外 磁场 的 依赖 关系 归结 为 简单 的 比例 关系 : 
g= fH: (101.18) 


标量 常数 f 可 以 为 正 , 也 可 以 为 负 . 
在 (1 主 (101.12) 式 内 , 我 们 现在 有 mol = mo 三 mo = Ve, 这 是 无 外 场 时 的 折射 
率 . 由 此 得 


或 者 在 同样 精确 度 下 


n2 = n+tniG = ni 干 9z. (101.19) 


记得 z 轴 选 在 矢量 n 方向 , 可 以 在 同样 精确 度 下 把 这 个 公式 写成 矢量 形式 : 
六 
(r 土 9 ) = (101.20) 


由 此 看 出 , 波 矢 面 在 现在 情况 下 为 两 个 半径 为 no 的 球面 , 球 心 分 别 从 坐 
标 原点 沿 G 方向 移动 了 + 
n 的 两 个 值 中 每 一 pe 于 各 自 的 波 的 偏振 即 


D。 = +iD,, (101.21) 


式 中 正 负 号 与 (101.19) 内 的 正 负 号 相对 应 . 当 D; 与 Dy 之 间 的 相位 差 为 干 r/2 
时 , 它们 的 大 小 相等 表明 波 是 圆 偏振 的 , 如 果 沿 波 矢 方向 看 去 , 矢量 DD 的 旋转 
方向 分 别 为 逆 时 针 或 顺 时 针 方 向 (或 者 按 习 惯 说 法 , 分 别 为 右 旋 偏振 波 或 左旋 
偏振 波 ). 
左旋 偏振 波 和 右 旋 偏振 波折 射 率 的 不 同 , 导致 在 旋 性 物体 表面 上 折射 时 
产生 两 种 圆 偏振 的 折射 波 ， 这 种 现象 称 为 双 圆 折射 . 
设 线 偏振 平面 波 垂直 入 射 到 物质 的 平行 平面 层 上 (厚度 为 0). 我 们 选择 人 
射 方向 为 > 轴 , 和信 射 波 内 的 矢量 互 = DD 的 方向 为 z 轴 . 于 是 线性 振动 可 以 表 
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示 为 旋转 方向 相反 的 两 个 圆 振动 之 和 , 它们 之 后 在 波 矢 不 同 (kx = (<) ns) 
的 物质 层 内 传播 . 假定 波 的 振幅 等 于 1, 我 们 得 到 
D, = (ex 十 eik- 的 D, = 3(-e eik+z 站 :大 2 
或 者 引进 
= (k++k-)/2, x = (kr —k-)/2, 
得 到 
D; < se (er ry 二 eikz COS xz, 
De = er( 一 ez 于 :er 1%) eikz Sin xz, 
当 波 从 物质 层 内 出 射 时 , 我 们 得 到 
D 
DF = ton = tan (过 ) . (101.22) 
这 个 比值 为 实数 表明 , 这 个 波 仍 然 为 线 偏振 波 , 但 偏振 方向 相对 于 原来 的 方向 
已 有 转动 ( 称 为 法 拉 第 效应 ). 偏振 平面 转动 的 角度 与 波 所 经 过 的 路 程 成 正比 ; 
在 波 矢 方向 单位 长 度 上 这 个 角度 为 


9 cos 0, (101.23) 
2cno 





其 中 9 为 n 与 g 间 的 夹 角 . 
应 注意 的 是 , 当 磁 场 方向 给 定时 , 偏振 平面 的 旋转 方向 (相对 于 mm 方向 而 
言 ) 在 nn 变 号 时 改变 为 相反 方向 一 一 即 右 旋 变 成 左旋 , 或 者 反 过 来 . 因此 , 若 
射线 通过 同一 路 程 两 次 (来 回 ), 则 偏振 平面 的 总 转动 为 通过 一 次 时 的 二 倍 . 

当 6 = 了 ( 波 矢量 垂直 于 磁场 ) 时 ，(101.19) 式 描写 的 场 的 线性 效应 消失 
(这 与 上 述 的 普遍 规则 一 致 即 矢量 9 0 对 光 传 播 有 影响 的 只 是 
它 在 nn 方向 上 的 投影 ). 因此 , 当 9 接近 2 时 , 还 必须 考虑 到 与 场 的 平方 成 比 
例 的 项 . 特别 是 在 张 量 办 内 必须 计 及 二 次 项 . 由 于 对 场 方 向 是 轴 对 称 的 , 因而 
对 称 张 量 "从 的 两 个 主 值 相等 (如 同 单 轴 品 体 的 情况 ). 下 面 我 们 选择 z 轴 为 
磁场 方向 , 并 且 将 平行 于 和 垂直 于 磁场 方向 的 Wx 的 主 值 分 别 用 | 和 7 表 
示 , 于 是 差 值 四 一 mi 与 H? 成 正比 . 

我 们 现在 研究 n 和 g 互相 垂直 时 所 发 生 的 二 次 效应 ( 称 为 科 顿 - 穆 顿 效 
应 ). 在 这 种 情况 下 , 在 (101.11) 和 (101.12) 式 内 , 我 们 有 Gs = 0, 而 nz? 和 na 
分 别 等 于 和 m1. 因此 , 在 其 中 的 一 种 波 内 ， 


外 “一 MN, Dy=0; 
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这 个 波 是 线 偏振 的 , 矢量 DD 的 方向 与 z 轴 平 行 . 在 另 一 种 波 内 ， 


n ?=n, Du = 0， 


亦 即 其 中 万 沿 y 轴 方 向 . 假设 线 偏 振 光 垂直 人 射 到 与 磁场 方向 平行 的 物质 的 
平行 平面 层 上 , 于 是 透 入 物质 的 光 的 两 个 分 量 (矢量 DD 分 别 在 zz 和 yz 平面 
内 ) 以 不 同 n 值 传播 . 结果 从 物质 层 男 一 面 出 来 的 光 为 椭圆 偏振 光 . 

最 后 , 我 们 研究 发 生 在 具有 与 (恒定 ) 磁场 成 线性 关系 的 旋光 矢量 (101.15) 
的 介质 中 的 一 个 独特 的 效应 : 非 磁 性 透明 介质 被 交 变 电场 所 磁化 ( 皮 塔 耶 夫 斯 
基 , 1960). 

我 们 将 从 普遍 公式 (31.6) 

B OU 


4x 06H 


出 发 , 而 且 考虑 由 公式 (80.11) 给 出 的 交 变 电场 对 已 的 贡献 . 根据 对 热力 学 量 
的 小 增 量 定理 , 在 介 电 常量 发 生 小 改变 时 这 一 贡献 的 变化 85 与 自由 能 的 变 
化 6F 相同 (通过 相应 的 变量 表示 ). 在 将 公式 (14.1) 以 显然 的 方式 推广 到 各 
向 异性 介质 后 , 对 于 6F 可 以 使 用 该 式 . 关于 这 个 公式 在 有 色散 的 透明 介质 中 
对 于 交 变 场 (而 不 是 像 在 814 那样 只 对 恒定 场 ) 仍然 正确 一 事 , 已 经 在 881 提 
到 @. 因此 , 我 们 有 








(101.24) 


( 式 中 多 出 的 一 个 1/2 因子 是 因 使 用 了 瑟 的 复数 表示 ) ; (101.24) 式 的 后 一 个 
等 式 的 来 源 , 是 因为 从 定义 simk = 5ix, 我 们 有 exSmx = 一 m5ex 人 . 
将 介 电 常量 的 变 分 理解 为 恒定 磁场 改变 的 结果 , 我 们 写 出 


B 本 oO OmMik DiDx 


4f OH 0H 16nx’ 


其 中 页 与 无 电场 时 的 介质 有 关 .， 如 果 介 质 本 身 是 非 磁 化 的 (4 = 1), 则 有 
95D0/9H = - 瑟 /(4m). 此 时 磁化 强度 M = ( 互 - 五)/(4r) 等 于 

















@ 我 们 提醒 读者 , 这 里 VU 上 面 的 “~” 符号 针对 的 是 磁 变 量 而 不 是 电 变 量 ! 为 了 简 
化 书写 ,我们 舍 去 了 UU 上面 的 时 间 平 均 符号 . 

@ 为 要 直接 导出 公式 (101.24), 应 当 以 研究 充满 电介质 的 共振 腔 来 代替 在 881 研究 
过 的 振荡 回路 . 计算 出 在 介 电 常量 有 小 变化 时 的 频率 改变 (参见 890 中 的 习题 4) 并 利 
用 浸 渐 不 变量 定理 ,我 们 可 以 求 得 共振 腔 的 能 量变 化 . 
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在 没有 外 磁场 时 导数 9mik/6 瑟 应 当 取 五 = 0 时 的 值 . 使 用 (101.6) 式 和 
(101.15) 式 给 出 的 mk, 我 们 最 终 得 到 由 交 变 电场 产生 的 磁化 强度 的 以 下 表达 
趟 : 


1 
Mir: 一 了 km fm DiDk; (101.25) 


它 与 电场 成 平方 关系 . 如 果 没 有 磁场 , 介质 各 向 同性 , 则 有 fi = f6m, 且 此 时 
这 ， 
M = -DxD.. (101.26) 


对 于 线 偏 振 场 , D 矢量 可 以 仅 与 实数 相差 一 个 位 相 因 子 ; 此 时 也 与 万 * 
共 线 , 而 且 表 达 式 (101.25) 或 (101.26) 为 零 . 因此 , 只 有 在 旋转 电场 的 作用 下 
才 产 生 磁 化 . 在 某 种 意义 上 , 这 个 效应 与 在 磁场 中 偏振 平面 转动 效应 相反 并 可 
用 同一 个 张 量 fi 表示 ; 所 以 称 为 逆 法 拉 第 效应 . 


习 题 


1. 试 通过 直接 计算 证 明 , 在 透明 旋 性 介质 中 传播 的 波 的 时 间 平 均 坡 印 亭 
矢量 的 方向 与 群 速度 方向 相同 . 
解 : 根据 (59.9a) 式 
i c 
Ss Br eB Xx H), 
其 中 轧 和 万 均 以 复数 形式 表示 . 采用 类 似 于 推导 (97.16) 式 的 步骤 , 将 (97.15) 
式 分 别 乘 以 B* 和 HH*: 
E*.58D= H*.8H+(E”* x 互 ) .0m， 
H*.8H=D*.8E+(Ex H*).Sn. 
将 两 式 相 加 , 并 注意 到 由 于 张 量 ei 的 厄 米 性 : EB* .6D = D*. 6, 我 们 求 得 所 
需 结 果 : 
Sn.:Re(E* x 五 ) = 0. 
2. 试 求 从 真空 入 射 到 磁场 内 各 向 同性 物体 表面 的 光线 折射 时 的 方向 . 
解 : 射线 矢量 s 的 方向 由 波 和 拓 面 的 法 线 定 出 ; 将 (101.20) 式 左 端 对 矢量 n 
的 分 量 求 微 商 , 我 们 发 现 , 矢量 s 与 nn 土 g/2no 成 正比 . 这 个 表达 式 的 绝对 值 
的 平方 等 于 mai 因此 , 射线 方向 上 的 单位 矢量 由 下 式 给 出 : 


S 1 1 
ge " 
我 们 用 日 表示 入 射 角 . 一 般 说 来 , 折射 光线 不 在 入 射 面 内 , 它们 的 方向 由 
与 表面 法 线 方向 所 成 的 lf 角 和 从 入 射 面 算 起 的 方位 角 yy/ 所 决定 . 我 们 选择 
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入 射 面 为 zz 平面 , 其 xz 轴 重 直 于 发 生 折 射 的 表面 . 折射 时 波 夭 的 分 量 nz,n 
仍然 保持 不 变 . 而 在 入 射 光线 内 , 它们 等 于 ns = sin0,n, = 0. 把 这 些 值 代入 
(1) 式 内 , 就 得 到 单位 矢量 = 的 工分 量 和 1 分量 , 它们 直接 给 出 折射 光 的 方向 : 


1 1 
| / 1 We 0 土 EE 
Sin 0 cos eR sin 2 Gs 
1 
sin 0 sing’ = ta 


若 入 射 角 不 太 小 , 则 方位 角 wo 很 小 , 并 且 可 以 写 为 


sin0 9 
/ < 士 Uy 。 0 Se 土 DZ 
2nosing” no 2n6 


当 垂 直入 射 时 (0 = 0), 我 们 选择 zz 平面 通过 矢量 g; 于 是 Jp/' 一 0, 而 为 


sinb = +3 
虽然 这 个 公式 内 并 不 包含 gz, 但 是 如 果 gs = 二 0, 这 个 公式 不 再 适用 , 因为 m 和 
9 互相 垂直 时 , 不 能 对 场 采 用 线性 近似 . 

3. 试 求 线 偏 振 光 从 真空 内 垂直 入 射 到 因 磁 场 而 变 得 各 向 异性 的 物体 表 
面 时 反射 光 的 偏振 . 

解 : 在 各 直入 射 时 , 波 夭 方向 在 波 进入 第 二 种 介质 时 仍然 保持 不 变 . 因此 ， 
在 三 种 波 内 (入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 ), 矢量 及 都 平行 于 分 界面 (zy 平面 ). 
至 于 电场 矢量 忆 , 在 入 射 波 和 反射 波 内 , 它 也 平行 于 zy 平面 , 但 在 折射 波 内 ， 
虽然 瑟 : 夭 0, 但 媚 和 百 的 z 分 量 和 ?分 量 间 的 关系 和 在 各 向 同性 物体 内 相 
同 (Hs = 一 nB, Hy = nEBs). 若 入 射 波 的 偏振 和 各 向 异性 (折射 ) 介质 内 沿 nn 
方向 传播 的 两 类 波 中 的 一 类 波 的 偏振 相同 , 则 只 产生 具有 这 种 偏振 的 折射 波 . 
于 是 在 这 些 条 件 下 , 问题 在 形式 上 变 得 和 从 各 向 同性 物体 上 反射 的 问题 相同 ， 
并 且 反 射 波 和 入 射 波 内 的 场 I 和 Eo 由 下 式 联系 起 来 : 


TN 
0 2) 
式 中 宛 为 相应 于 上 述 偏 振 的 折射 率 . 
线 偏 振 可 以 看 成 是 旋转 方向 相反 的 两 个 圆 偏振 胎 加 的 结果 ; 如 果 在 入 射 
波 内 , Eo 平行 于 z 轴 , 则 可 以 写 为 Bo = Et 十 By, 其 中 


Ei = 





; 1 | 
Eo =ibd, = 3Eo, Por = -ibo,= 3Eo 
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对 于 ET, Ey 波 中 的 每 一 个 波 , 利用 (1) 式 (其 中 m+ 由 (101.19) 式 给 出 ), 我 们 
得 到 
Eo 


ee= 摆 | 





lm. 1=Na| .=n 
1+n+ | 
局 = io 1 一 你 _ 麻辣 | gcos0 

3, 1 十 7 1+nr "mo(L 十 mo)2 








2 
(9 为 入 射 方向 与 失 量 g 之 间 的 夹 角 ). 由 此 看 出 , 反射 波 是 椭圆 偏振 的 , 顶 贺 
的 长 轴 在 x 轴 上 ,而 短 轴 与 长 轴 之 比 等 于 
gcos0 
no(nd — 1). 
4. 试 确定 高 频 时 回转 矢量 依赖 于 频率 的 极限 形式 . 
解 : 计算 和 878 中 进行 的 计算 相似 , 所 不 同 的 只 是 在 电子 (电荷 e== -el) 
的 运动 方程 内 必须 增加 由 恒定 外 磁场 及 所 引起 的 洛 伦 兹 力 : 


在 满足 w 六 le|H/(mc) 的 条 件 时 , 这 方程 可 用 逐次 近似 法 解 出 . 精确 到 五 的 
一 次 项 , 我 们 得 到 


然后 我 们 求 得 形 为 
D=e(w)E+if(w ExH 
的 电感 应 强度 , 式 中 的 e(w) 和 (78.1) 式 相 同 , 而 


dnxnNes lel de 
cm2w3 2mce dw 





f(w) = 


(HH. 贝克 勒 尔 , 1897). 
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除了 电光 和 磁 光 效应 外 , 还 存在 在 外 部 作用 下 介质 光学 对 称 性 改变 的 其 
他 情况 . 

这 首先 包括 弹性 形变 对 固体 光学 性 质 的 影响 . 特别 是 , 由 于 形变 的 结果 ， 
各 向 同性 固体 可 以 变 得 光学 各 向 异性 . 对 这 种 现象 的 描写 是 通过 在 sik(w) 内 
引信 与 形变 张 量 分 量 成 正比 的 附加 项 . 相应 公式 和 描写 静 介 电 常量 的 (16.1) 
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式 和 (16.6) 式 完全 相同 , 所 不 同 的 只 是 其 中 的 系数 现在 是 频率 的 函数 . 例如 ， 
各 向 同性 物体 形变 时 ， 


E 庆 一 E(0)6i + anik + QA2U6ik. (102.1) 


系数 a1(w) 和 az(w) 称 为 弹 光 常量 . 
另 一 种 情况 是 在 非 均匀 运动 流体 内 发 生 的 光学 各 向 异性 . 相应 的 介 电 张 
量 的 普遍 表达 式 是 


(0) Ove Om) ii /Ov _ Ov 
Eik Eik 和 1 ( 品 本 于 ) 间 5A2 (2 DA a (102.2) 


它 表示 sik 展开 为 速度 v(7) 的 导数 的 震级 数 的 头 几 项 . 无 吸收 条 件 (ei 是 厄 
米 型 的 ) 要 求 系数 Xi(w) 和 Xa(w) 为 实数 . e(0)(w) 为 静止 流体 的 介 电 常量 . 在 
不 可 压缩 流体 内 , 9v1/ 9z1= divv = 0，(102.2) 式 最 后 两 项 缩 并 时 变 成 零 . 

在 人 研究 运动 流体 的 电磁 性 质 时 , 必须 联合 应 用 运动 介 电 体 电动 力学 公式 
(76.9) 一 (76.11) (速度 wv 与 坐标 有 关 ) 以 及 (102.2) 式 . 但 是 这 时 必须 略 去 同时 
包括 速度 及 其 导数 的 各 项 , 因为 它们 已 超出 了 公式 的 精确 度 范围 . 

(102.2) 式 右 端 第 二 项 和 第 三 项 对 下 角 标 i 和 分 别 是 对 称 的 和 反对 称 
的 . 当 流体 整体 地 匀速 转动 时 , v = 1 xm (1 为 转动 角速度 ), 对 称 项 变 为 零 . 
反对 称 项 形式 为 ixaeikf 人 2 即 介 质变 成 回转 矢量 为 


g= M0 (102.3) 


的 旋 性 介质 . 量 和 2 包括 来 自 两 种 效应 的 贡献 : 介 电 常量 的 色散 和 科 里 奥 利 力 
对 它 的 影响 . 
在 与 给 定 流 体 元 一 起 运动 的 参考 系 内 ，( 在 实验 室 参考 系 中 的 ) 单 色 波 的 
振幅 Eo 以 角速度 -8 转动 , 亦 即 成 为 满足 方程 
=—0xEo 
的 时 间 函 数 . 在 这 个 意义 上 波 成 为 准 单 色 波 , 其 中 D 和 五 的 关系 由 公式 
.de(w) OF0 _;, 
D=e(w)E+ti ns t 
给 出 (这 个 公式 的 推导 与 公式 (80.10) 推导 的 差别 仅 在 于 现在 f(w) = e(w)). 将 
导数 9E0/ 6t 之 值 代入 上 式 并 将 结果 与 (101.16) 式 中 的 回转 矢量 g 的 定义 比 
较 , 我 们 得 到 色散 对 X 的 贡献 等 于 de(%) /dw (M. A. 普 雷 耶 , 1976). 
如 果 现 在 将 Xa 表示 为 


(102.4) 





de(0) 
和 :三 和 OW 二 (102.5) 
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的 形式 , 则 SY 只 与 科 里 奥 利 力 有 关 (与 8 成 线性 关系 ). 
大 家 知道 , 在 转动 参考 系 内 差 值 


和 = 入 一 


起 系统 哈密 顿 量 的 作用 , 其 中 . 疹 和 .Mseor 为 系统 的 通常 的 能 量 算 符 和 角 动 
量 算 符 (参见 本 教程 第 五 卷 834). 转动 介质 的 介 电 常量 原则 上 应 按照 这 个 哈 
密 顿 量 计算 . 不 过 这 个 表达 式 与 磁场 内 精确 到 五 线性 项 的 系统 哈密 顿 量 


沦 =. 移 一 用 . 厂 


相似 , 其 中 . 为 磁 矩 算 符 (参见 本 教程 第 三 卷 8113). 如 果 在 给 定 频率 范围 内 
对 介 电 常量 的 贡献 只 是 由 原子 中 的 电子 产生 的 , 则 这 种 相似 性 是 精确 的 . 此 时 
.NM = e/(2mc)AMiwech (e = |e| 为 电子 电荷 ) 且 两 个 哈密 顿 量 相互 之 间 的 差别 只 
在 于 将 有 换 作 e 瑟 /(2mc). 所 以 很 清楚 , 在 这 种 情况 下 将 有 


Jo) = Ef), (102. 6) 
其 中 f(w) 由 公式 (101. 18) 确定 (H.B. 巴 兰 诺 娃 , B. 肛 泽 尔 多 维 奇 , 1978) @， 
与 系数 Xi 相关 的 效应 在 诸如 含有 各 向 异性 形状 粒子 的 悬浮 液 及 胶体 溶 
液 中 有 显著 的 大 小 . 此 时 效应 与 速度 梯度 对 悬浮 在 液体 中 的 粒子 的 取向 作用 
有 关 ， 均匀 转动 不 具有 这 样 的 取向 作用 , 所 以 在 当前 情况 下 》Xa < li, 而且 
(102.2) 式 右 端 最 后 一 项 可 以 舍弃 . 含 Ni 的 那 项 所 描述 的 效应 称 为 麦克 斯 韦 
效应 . 
在 结束 本 节 时 , 我们 注意 到 含 Xi 的 项 并 不 满足 广义 动 理学 系数 对 称 性 原 
理 , 按照 该 原理 本 来 应 该 有 sik(wiv) = eki(w; 一 v) (因为 v 是 在 时 间 反 演 时 变 
号 的 参量 ). 但 是 , 这 并 不 必要 . 原因 是 , 当初 推导 这 个 原理 时 假设 了 我 们 人 研究 
的 系数 所 描写 的 过 程 是 系统 内 能 量 耗 散 的 唯一 来 源 . 而 在 现在 的 情况 下 , 除 
了 在 波 的 交 变 电磁 场 中 的 耗 散 外 , 还 有 另外 一 个 耗 散 源 , 这 个 耗 散 源 与 电磁 场 
毫 无 关系 , 它 是 液体 非 均 匀 流 中 的 内 摩擦 . 从 广义 响应 理论 的 观点 看 , 含 Ai 的 
项 描写 系统 对 非 线性 相互 作用 电场 轧 和 速度 梯度 同时 对 电感 应 强度 的 贡 


Q@ 与 此 相关 我 们 要 强调 指出 , 其 实在 经 典 ( 非 量子 ) 理论 中 已 经 可 以 有 不 为 零 的 
Xs 系数 存在 . 在 经 典 理论 框架 内 , 已 知 的 有 关 物 体 热力 学 性 质 与 均匀 转动 的 科 里 奥 
利 力 无 关 的 论证 ( 见 本 教程 第 五 卷 834) 仅 与 统计 平衡 性 质 有 关 . 而 关 0 时 的 介 电 常 
量 表 征 的 是 物体 的 非 平衡 动 理学 性 质 . 
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献 一 一 的 响应 @., 液体 整体 的 均匀 旋转 与 附加 耗 散 没有 关系 ; 因此 , 在 存在 这 
种 转动 的 (102.2) 式 中 , 含 和 2 的 项 满足 对 称 性 原理 : cik(wi; 12) = eni(w; 一 2). 
习 题 


试 确定 平行 于 旋转 介 电 体 旋转 轴 传 播 的 波 的 偏振 面 的 旋转 . 
解 : 问题 归结 为 确定 一 个 回转 拓 量 , 它 由 两 部 分 相 加 而 成 : 第 一 部 分 是 由 
介 电 常量 的 改变 及 其 色散 对 (102.3) 式 的 贡献 ; ee 与 速度 出 现在 关系 


式 (76.10) 和 (76.11) 内 有 关 的 “运动 学 ”部 分 ; 第 二 部 分 正 是 需要 计算 的 . 
在 麦克 斯 韦 方程 
iw jw : 
rot 五 一 aB, rot H = -=D， divB=0, divD=0 (1) 


中 , 根据 关系 式 (76.10) 和 (76.11), 我 们 通过 刀 和 五 表示 百 和 巨 (/ = 了 1), 此 
人 一 个 方程 的 旋 度 并 使 用 其 余 方程 , 得 到 


iw(e — 1) 


AD - 
C 








Se. rot rot(v x 五 ) 十 rot(Dxwv)=0 (2) 


eS eg 
确 到 的 一 阶 项 情况 下 正确 , 故 略 去 所 有 高 阶 项 . 

方程 (2) 左 端 最 后 两 项 给 出 所 要 寻求 的 效应 . 我 们 将 这 两 项 展开 , 代入 
v= 二 人 2x7; 此 时 有 


rot(v x H)=—Hx #0, rot(Dxv)=DxQ. 


完成 这 些微 分 操作 后 , 剩 下 来 的 所 有 量 的 坐标 依赖 性 归 台 ee 
且 大 | (根据 习题 所 给 条 件 ). 最 后 , 注意 到 在 的 震级 近似 下 , 我 们 有 通 
关系 式 及 二 ck x 万/w,h? = ew?/c?, 计算 后 导致 方程 (2) 取 形 式 





? = 
AD+ D+2w -DxQ=0 
C C 
村 有 2i(€E— 1) 
(站 -让 )D- Dxn=0, (3) 
no LA WE 


I 人 二 8) 而 nn de gn a 式 A 11) 及 (101.17) 比较 ， 


2(E 一 


@ 原则 上 还 存在 相似 种 类 的 其 他 效应 . 例如 , 在 没有 反 演 中 心 的 导电 介质 中 ,在 eix 
中 允许 存在 形 为 6ixEE. 瑟 或 HiBn 十 HnBi 的 寿 张 量 项 ,其 中 BE 和 五 为 恒定 外 场 (H.B. 
巴 兰 诺 娃 , 10. B. 波 格 丹 诺 夫 , B. 4. 泽 尔 多 维 奇 , 1977). 重要 的 是 , 这 些 形式 上 破坏 了 
对 称 性 原理 的 项 仅 可 能 在 导电 介质 中 存在 , 其 中 恒定 电场 引起 附加 的 耗 散 . 
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(E. 费 米 , 1923). 波 的 偏振 面 的 转动 由 总 矢量 


一 2 一 也 de ,oO) 1 
w dy “ 


确定 . 我 们 注意 到 , 在 高 频 极 限 下 , 此 时 物质 中 原子 的 电子 可 当 作 自由 电子 , e 
由 表达 式 (78.1) 给 出 , 上 式 花 括号 中 的 前 两 项 相 消 . 
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迄今 为 止 , 在 讨论 物质 的 介 电 性 质 时 , 我 们 都 假定 电感 应 强度 D(t,7) 取 
决 于 处 于 同一 点 、 但 (在 存在 色散 时 ) 不 只 是 同一 时 刻 上 而 是 所 有 先前 时 刻 
t' <t 的 电场 强度 E(t',7). 这 样 的 假设 并 不 永远 正确 . 一 般 情况 下 , D(t,7) 之 
值 依赖 于 7 点 周围 某 一 空间 区 域 的 巨 (t',7') 之 值 . 此 时 , 用 以 描述 万 与 瓦 之 
间 线 性 关系 的 是 表达 式 (77.3) 的 推广 形式 : 


Dilt,7) = Ei(t,7)+ fig (Tr, Tr) Er(t — 7,r’)dV’dr7; (103.1) 
D 


[ 
这 里 已 将 这 个 关系 式 表示 为 相对 于 各 向 异性 介质 的 形式 . 这 种 非 局 域 关 系 就 
是 通常 所 谓 的 空间 色散 (与 此 相关 的 在 877 研究 过 的 通常 的 色散 称 作 时 间 色 
散 或 频率 色散 ) 的 表现 . 对 于 与 时 间 t 上 的 依赖 关系 由 因子 e-“: 给 出 的 场 的 单 
色 分 量 , 这 个 关系 所 取 形 式 为 


Po es A / A oe (103.2) 


我 们 马上 发 现 , 在 大 多 数 情况 下 空间 色散 所 起 的 作用 远 比 时 间 色 散 所 起 

的 作用 小 . 理由 是 对 于 通常 的 介 电 体 , 积分 算 符 的 积分 核 fi 在 仅 比 原子 尺度 a 

大 的 距离 |r 一 7 上 就 已 经 大 为 衰减 . 而 且 对 物理 无 穷 小 体积 元 平均 的 宏观 场 

按照 定义 在 ~ a 的 距离 上 变化 应 当 很 小 . 在 一 级 近似 下 可 以 将 E(7’) ~ E(7) 

从 (103.1) 式 中 对 dV' 的 积分 号 下 提出 , 结果 我 们 又 回 到 了 (77.3) 式 . 在 这 种 

情况 下 , 空间 色散 可 能 只 作为 小 修正 出 现 . 但 我 们 将 要 看 到 , 这 些 修正 可 以 导 
致 本 质 上 全 新 的 物理 现象 , 从 而 非常 重要 . 
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在 导电 介质 (金属 , 电解 质 溶液 , 等 离子 体 ) 中 可 以 出 现 另外 的 情景 : 自由 
载 流 子 的 运动 所 导致 的 非 局 域 性 可 以 伸展 到 远大 于 原子 尺度 的 距离 . 在 这 种 
情况 下 , 在 宏观 理论 的 框架 内 已 可 能 出 现 重要 的 空间 色散 ©. 

气体 中 吸收 谱 线 的 多 普 勒 展 宽 也 是 空间 色散 的 表现 . 如 果 静 止 原子 在 频 
ee 处 有 一 条 宽度 可 忽略 的 吸收 谱 线 , 则 对 于 运动 的 原子 , 由 于 多 普 勒 效应 ， 

个 频率 将 移动 量 k-wv, 其 中 wv 是 原子 的 速度 (v < 0). 这 导致 在 气体 吸收 谱 
a Aw ~ kvr 的 谱 线 , 其 中 vr 为 原子 的 平均 热 速 度 . 同样 
地 , 这 样 的 展 宽 也 意味 着 在 之 |w 一 wol/vT 时 气体 的 介 电 常 量 有 重要 的 空间 
色散 . 

对 于 (103.1) 式 的 形式 必须 作 如 下 说 明 . 任何 的 对 称 性 (空间 的 或 时 间 的 ) 
考虑 都 不 可 能 排除 在 非 均 匀 交 变 磁 场 中 的 介 电 体 的 电极 化 . 与 此 相关 可 能 
生 是 否 应 当 在 (103.1) 式 或 (103.2) 式 右 端 添 加 含 磁场 的 项 的 问题 . 但 实际 上 
没有 这 个 必要 . 理由 是 不 能 认为 声 和 B 是 完全 独立 的 . 它们 之 间 (在 单 色 


情况 下 ) 以 方程 rot E = 8 相 联 系 . 借助 这 个 等 式 D 对 B 的 依赖 关系 可 以 


看 作 是 对 忆 的 空 s 间 导数 的 依赖 关系 ， 也 即 是 非 局 域 性 的 表现 之 一 . 
不 失 普 遍 性 , 计 及 空间 色散 时 , 完全 可 以 合理 地 将 麦克 斯 韦 方 程 写 为 以 下 


形式 : 
10B 
rot 五 一 二 divB = 0， (103.3) 
10D 
rot B=-——, divD=)0, (103.4) 


c ot’ 


除了 平均 磁场 强度 h= B 之 外 并 不 引进 另 一 个 量 五 . 代替 的 办 法 , 是 假定 所 
有 通过 平均 微观 电流 得 到 的 项 均 纳 入 D 的 定义 中 . 前 面 使 用 过 的 按照 (79.3) 
式 将 平均 电流 分 为 两 部 分 , 一 般 说 来 ， ad 在 没有 空间 色散 时 , 分 
割 由 忆 是 局 域 地 与 相关 的 电极 化 这 个 条 件 确 定 . 在 缺少 这 种 关系 时 , 令 
AM =0; 妃 = 万 以 及 


oP 


更 为 方便 , 将 麦克 斯 韦 方程 表示 为 (103.3) 一 (103.4) 式 的 形式 正好 与 此 相对 








对 于 各 向 同性 导电 介质 ,空间 色散 可 忽略 的 条 件 对 于 横向 和 纵向 介 电 常 量 是 不 
一 样 的 . 在 第 一 种 情况 下 , (103.2) 式 中 积分 核 不 等 于 零 的 特征 距离 ro 是 量 v/w 或 1 中 
的 较 小 者 , 其 中 % 为 载 流 子平 均 速 度 , ! 是 载 流 子平 均 自由 程 . 对 于 纵向 介 电 常 量 ro 与 
量 ww 或 (lo/w)VY2 中 的 小 者 相同 (后 一 个 长 度 是 载 流 子 在 ~ 1/w 时 间 内 因 扩 散 沿 场 方 
向 走 过 的 距离 ; 扩散 系数 D ~ 1v). 如 果 kro < 1, 空间 色散 不 重要 . 
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应 @. 
张 量 的 分 量 fi(w; 7,*) 是 (103.2) 式 中 积分 算 符 的 积分 核 , 它们 满足 对 称 
Jowinm) = fri(w; rr’, 7). (103.6) 


这 一 关系 式 是 从 896 对 于 张 量 sik(w) 所 进行 的 那些 讨论 得 出 的 . 差别 仅 在 于 ， 
广义 响应 率 aa 中 下 标 a 和 5， 的 置换 既 表示 张 量 下 标 i 和 上 的 置换 , 也 表示 
点 7 和 m' 的 置换 , 这 种 置换 现在 导致 函数 fix(w;7,7') 中 的 相应 宗 量 的 置换 人 @. 

以 下 我 们 将 研究 无 界 宏观 均匀 介质 . 在 此 情况 下 (103.1) 或 (103.2) 式 中 
的 积分 算 符 的 核 仅 依赖 于 差 p=? 一 7'. 此 时 函数 D 和 加 可 适当 地 展开 为 时 
间 以 及 坐标 的 傅 里 叶 积 分 , 使 其 成 为 以 因子 exp[i(k :7 一 wt)] 给 出 对 rn 和 t 依 
赖 性 的 平面 波 的 集合 . 对 于 这 样 的 波 , 刀 和 瑟 的 关系 为 


D; = eir(w, k) Ex, (103.7) 


刁 


eik(w, k) = 9ik 十 站 | 有 (mpjeiler kp) dq3 pdr7. (103.8) 
0 


在 这 样 的 描述 下 , 空间 色散 归结 为 介 电 常 量 张 量 对 波 矢 的 依赖 

“波长 ”1 人 确定 场 发 生 显著 变化 的 距离 . 所 以 可 以 说 , 同 频率 色散 表示 场 
对 时 间 变 化 的 依赖 相似 , 空间 色散 是 物质 宏观 性 质 对 电磁 场 的 不 均匀 性 依赖 
程度 的 表示 . 当天 一 0 时 , 场 趋 于 均匀 , 与 此 相应 ,sik(w, 有 ) 趋 于 通常 的 介 电 常 
量 eik (WwW)®. 


从 (103.8) 式 的 定义 可 见 ， 





Eik(—w, —k) = exi(w, k), (103.9) 
这 是 关系 式 (77.7) 的 推广 . 用 函数 sik(w,R) 表述 的 对 称 性 (103.6) 现在 给 出 


Eik(wW, ke;$) = expi(w, —k; —$), (103.10) 


@ 根据 以 上 所 述 , 可 以 从 某 种 不 同 的 观点 来 看 待 879 所 作 的 有 关 在 光学 频率 区 磁 
导 率 /失去 意义 的 论断 . 在 这 个 区 域内 , 与 磁 导 率 不 为 1 有 关 的 效应 和 介 电 常量 的 空 
间 色 散 引 起 的 效应 区 分 不 开 . 同时 应 当 注 意 到 , 这 里 所 采用 的 PP 的 定义 (在 此 定义 下 
M = 0) 并 不 是 唯一 的 . 在 本 章 后 面 将 要 讨论 的 无 限 均匀 介质 情况 下 ,这 个 定义 是 方便 
的 . 在 其 他 情况 下 , 同时 引进 PP 和 M 可 能 更 为 适当 . 

@ 在 使 用 动 理 学 系数 广义 对 称 性 原理 时 始终 应 当做 的 是 , 如 果 物 体 处 于 外 磁场 或 
有 具有 磁 结 构 , 关系 式 (103.6) 的 右 端 必须 取 场 反 号 或 时 间 反 演 时 的 结构 . 

@ 更 准确 地 说 , 对 的 依赖 性 在 kro < 1 时 消失 ,其 中 ro 为 fir(w,p) 显著 地 不 为 堆 
的 区 域 的 尺度 . 
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其 中 以 显 式 写 人 了 外 磁场 广 (如 果 存 在 的 话 ). 如 果 介 质 具 有 反 演 中 心 , 分 量 
eik 是 矢量 的 偶 阔 数 ; 而 轴 矢 量 在 反 演 时 不 变 , 所 以 等 式 (103.10) 约 化 为 


Eik(w, k;) = eki(w, k; —). (103.11) 


空间 色散 并 没有 影响 (96.5) 式 对 能 量 耗 散 的 推导 . 所 以 无 吸收 条 件 与 过 
去 一 样 仍 通过 张 量 eix(w,k) 的 厄 米 性 表达 . 

存在 空间 色散 时 , 即使 在 各 向 同性 介质 中 , 介 电 常量 也 是 张 量 (而 非 标量 ): 
波 矢 成 为 特殊 方向 . 如 果 介质 不 仅 是 各 向 同性 的 , 而 且 具 有 反 演 中 心 , 则 张 
量 sx 可 以 仅 由 大 的 分 量 和 单位 张 量 ix 构成 (在 没有 对 称 中 心 时 也 可 能 由 含 
反对 称 张 量 ei 的 项 构成 ; 参见 8104). 这 种 张 量 的 一 般 形式 可 以 写 为 


kik kik 
eik(w, k) = st ,kk) (aa A | 十 El(w， 网 (103.12) 





其 中 se; 和 ge 仅 依 赖 于 波 矢 的 大 小 (以 及 w). 如 果 电 场 强度 五 指向 波 矢 , 则 电 
感应 强度 D = si 五 ; 如 果 Blk, 则 D = etB. el 和 st 分 别称 作 纵向 介 电 常量 
与 横向 介 电 常量 . 当 k 一 0 时 , 表达 式 (103.12) 趋向 于 不 依赖 于 天 方向 的 取 值 
e(w)5ix; 因此 显然 有 
sl(w;0) = ei(w,0) = e(w). (103.13) 

背 助 介 电 常 量 s 和 si 对 各 向 同性 介质 电磁 学 性 质 的 描写 , 对 应 于 以 (103.3)， 
(103.4) 式 表 示 的 麦克 斯 韦 方程 . 从 另 一 方面 看 , 当 k 一 0 且 空 间 色 散 消失 时 ， 
我 们 可 以 回 到 借助 于 介 电 常量 se 和 的 描述 . 因此 在 各 量 之 间 存 在 确定 的 联 
系 (见习 题 1). 

公式 (103.8) 与 (77.5) 的 相似 , 使 得 我 们 可 以 把 在 877, 882 所 进行 的 解析 
性 质 研究 的 结果 移植 到 作为 变量 w 的 复 函 数 的 每 一 个 eix(w,k) 分 量 上 去 . 它 
们 是 在 w 的 上 半 平 面 没有 奇 点 的 解析 函数 , 并 且 满 足 (在 每 一 个 固定 k 值 ) 
克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 色散 关系 . 这 也 同样 适用 于 (103.12) 式 中 的 函数 ei(w,) 
和 ez(w,k). 此 时 应 当 注 意 到 , 在 天 和 0 情况 下 , 即使 在 导电 介质 中 , 函数 si 在 
w 一 0 时 也 不 趋 于 无 穷 大 , 因此 这 里 不 要 求 将 其 减 去 (在 推导 (82.9) 式 时 必须 
减 去 ) ; 当 w 一 0 时 导体 中 se(w) 趋 于 无 穷 大 , 这 与 静 场 的 均匀 性 (k = 0) 有 关 . 

空间 色散 透明 介质 中 电磁 场 的 时 间 平 均 (在 880 所 解释 的 意义 上 ) 能 量 密 
度 仍 由 以 前 的 公式 (96.6) 表达 ; 由 于 现在 =1, 故 

1 [|6(weik) 





人 7 公 
5= 语 | 一 EB +|B| (103.14) 
(假定 和 B 均 表 示 为 复数 形式 ). 在 这 种 介质 的 能 流 密度 中 有 一 个 附加 项 : 
去 > WwW OEik ,x 
9S. 生 a Re(E* x B) 16r Bk EE (103.15) 
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这 个 公式 是 通过 推广 公式 (80.11) 的 推导 而 得 出 的 : 现在 需要 研究 在 不 大 的 频 
率 区 间 和 波 矢 方向 范围 分 布 的 波 (见习 题 2). 


习 是 


1. 试 求 出 函数 e(w),N(w) 之 间 以 及 有 一 0 时 函数 si(w, 有 st(w,K) 的 极限 
值 之 间 的 关系 . 

解 : 我 们 来 比较 平均 微观 电流 的 两 个 表达 式 (103.5) 和 (79.3). 对 于 单 色 
场 , 我 们 在 第 一 种 情况 下 有 


Poi = -ein(o, h) — ir] Bk, 
而 在 第 二 种 情况 下 有 
75 = — Axe) 一 了] 五 十 A) -ljkxH. 


将 (103.12) 式 中 的 eip(w,k) 代入 第 一 个 表达 式 , 而 根据 麦克 斯 韦 方程 将 五 = 
(c/wp)k xx 百代 入 第 二 个 表达 式 ， 并 令 两 个 表达 式 相 等 , 比较 有 (有 .也 ) 的 项 , 我 
们 得 到 等 式 


ci(w 则 =s()+ 有 (czju2)01 — /p(w)), er(w,k) = e(w). 


由 这 个 公式 可 见 , 磁感应 率 的 存在 导致 st 中 正比 于 ji 的 项 的 出 现 . 然而 , 重 
要 的 是 在 st 和 el 中 ,一般 而 言 , 有 其 他 的 量 级 为 12 的 项 . 如 果 含 用 的 项 是 
基本 项 , 则 引进 磁感应 率 是 有 意义 的 ,鉴于 在 分 母 中 存在 w2, 这 显然 发 生 在 
w 一 0 时 . 相反 , 正如 在 879 已 经 解释 过 的 那样 , 在 高 频 时 引进 没有 意义 . 

2. 试 导 出 空间 色散 介质 的 (时 间 ) 平均 能 流 密度 公式 (103.15). 

解 : 如 同 在 880 中 那样 , 从 等 式 (80.2) 出 发 , 在 其 中 令 及 = B (与 方程 
(103.3) 一 (103.4) 中 场 的 写法 对 应 ), 将 所 有 量 表 示 为 复数 形式 并 对 时 间 平 均 : 


div Re(E x H’*) = 让 (PF. 斩 + 2 
我 们 来 研究 玛 单 色 平面 波 , 其 中 
E= Eolt,r)e'*o"- 00), 
这 里 Eo(t,T) 是 空间 和 时 间 的 缓 变 函数 , 引进 算 符 


fir = en; (2) 


,448 ， 第 十 二 章 空间 色散 





我 们 将 导数 9Di/6t 写 为 有 ispBk, 当 这 个 算 符 作用 于 严格 的 时 间 和 空间 单 色 波 
时 : 
fi Br = fin Er = —iweir (w, ke) Er. 


将 Eo(t,7) 展开 为 时 间 和 坐标 的 傅 里 叶 积 分 , 并 表示 为 形 如 
万 aoeita 7 一 ob) 


的 分 量 的 登 加 形式 ,而且 a < wo,g 安 ko. 其 次 , 按 推导 公式 (80.12) 那样 着 手 . 
将 算 符 (2) 作用 于 函数 


Eva, ko+q = Eoamg expli i(ko 小 9g) Pr i(wo 丰 Qa)t], 
我 们 写 出 
fr Eo Fo = fix(wo 十 ay ko + q)Ewota,kotg 


of WwW ,Ek ofi CU ,k 
~ fioo ho) + ok) + g, 2 全 | 可 cam 


现在 进行 侍 里 叶 分 量 的 逆 求 和 , 代入 fip(w,) = 一 jweir(w,k) 并 去 掉 wo 和 ko 
的 下 标 , 我 们 得 到 : 
O(weik) OFoxr Oeix 


三 -ie 本 | Bo 元 一 WwW Dk | (RS (3) 





方 括 号 中 的 第 二 0 10) 式 . 将 式 (3) 代入 式 (1), 1 
该 式 具 有 能 量 守恒 定律 的 形 


oaU 


一 一 一 div5， 
ot 


其 中 U 生 由 (103.14) 和 (103.15) 式 给 出 . 


8104 自然 旋光 性 


如 果 空 间 色 散 很 弱 , 张 量 ei4(w,k) 可 以 按 上 的 震级 数 展开 . 对 于 通常 的 
凝聚 态 介 电 体 , 这 是 按 a/ 和 的 圭 级 数 展开 , 其 中 a 为 原子 尺度 , 和 为 场 的 波长 . 
准确 到 小 量 的 一 阶 项 , 这 种 展开 的 形式 为 


Eip (ws ke) = El) (w) + spk (104.1) 
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其 中 el0) = six(w,0), 而 yini 为 某 一 依赖 于 频率 的 三 秩 张 量 ( 当 w 0 时 , 这 个 
与 对 w 的 任何 展开 都 无 关 的 张 量 的 分 量 趋 于 恒定 值 ). 与 介 电 常量 (104.1) 对 
应 的 单 色 场 (x e-i*t ) 中 的 万 和 了 百 间 的 关系 在 坐标 表象 中 的 形式 为 


9 
Di = ed Er + Yin os. (104.2) 
Oz 


将 对 称 性 要 求 (103.10) 应 用 于 (104.1), 我 们 求 得 (在 无 外 场 时 ) : 
Yinl (Ww) = —Yra (w). (104.3) 


无 耗 散 时 的 厄 米 性 条 件 给 出 ?加 = 一 yrit; 利用 (104.3) 式 , 我 们 由 此 得 到 
Yi = mil 因此 , 无 吸收 条 件 要 求 张 量 yiri 为 实 张 量 . 

如 果 依 照 897 中 引进 的 写法 , 将 平面 波 的 波 和 撩 表示 为 k = wn/c, 则 表达 
式 (104.1) 的 形式 可 改写 为 


LU 
Eik = el®) * i Yipin. (104.4) 


根据 , 

二 TAR = eik191 (104.5) 
将 反对 称 二 秩 张 量 Wims 代 之 以 与 其 对 偶 的 轴 矢 量 回 转 失 量 g, 亦 即将 six 写 
为 
a 诗 二 el0) 十 ieik1g1, (104.6) 
这 形式 上 与 8101 所 用 的 书写 方式 相同 . 区 别 在 于 , 那里 的 矢量 g 仅 依赖 于 介 
质 的 性 质 (以 及 施加 的 外 磁场 ), 而 这 里 的 回转 矢量 还 依赖 于 场 的 波 矢 . 根据 

(104.5) 式 , 这 个 矢量 的 分 量 是 n 的 分 量 的 线性 函数 : 


9i = gikNk. (104.7) 
将 (104.7) 式 代 入 (104.5) 式 , 我 们 求 得 
Ep = EikmImlN) 
c 
鉴于 ?7 为 任意 矢量 , 所 以 
in = Cikmgm, (104.8) 
这 个 公式 确立 了 三 秩 真 张 量 和 iri 与 二 秩 虱 张 量 gi 之 间 的 关系 ®. 


物体 的 具体 晶体 学 对 称 性 给 张 量 Yik: (或 gix) 的 各 分 量 加 上 了 确定 的 限 
制 , 特别 是 , 可 能 使 得 所 有 的 分 量 恒 等 于 零 . 例如 , 在 具有 中 心 对 称 的 物体 中 张 


AZ 、 二 LU CO WwW 
© 写 为 分 量 有 gxzz 二 EC Yr 9vy 二 VQ E22 等 . 
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量 iri 不 可 能 存在 . 实际 上 , 在 所 有 三 个 坐标 变 号 ( 反 演 ) 时 三 秩 张 量 (以 及 相 
应 的 二 秩 寿 张 量 ) 的 所 有 分 量 都 变 号 , 然而 物体 的 对 称 性 却 要 求 在 这 一 变换 下 
它们 不 变 . 

对 于 张 量 gix 不 为 零 的 物体 , 人 们 常 称 它们 具有 自然 旋光 性 或 自然 旋 性 . 
因此 存在 旋光 性 的 所 有 情况 都 要 求 物体 没有 对 称 中 心 . 

我 们 先 来 研究 各 向 同性 物体 的 自然 旋光 性 . 如 果 液 体 (或 气体 ) 由 没有 立 
体 异 构 体 的 物质 组 成 , 则 其 不 仅 相 对 于 转动 对 称 , 而 且 相 对 于 在 任何 一 点 的 反 
射 ( 反 演 ) 也 对 称 , 于 是 自然 旋光 性 被 排除 . 只 有 由 具有 两 种 立体 异 构 体 形式 
的 物质 组 成 , 而 且 两 种 异 构 体 含量 不 同 的 液体 , 才 是 旋光 性 的 : 这 样 的 液体 不 
具有 对 称 中 心 . 

在 各 向 同性 物体 中 (同样 也 在 立方 对 称 唱 体 中 ), 春 张 量 gix 约 化 为 腊 标 








县 -. 
> 


gik = fik, Mikl = /eikt: (104. 9) 


异 标 量 是 在 坐标 反 演 时 变 号 的 量 . 在 反 演 操作 后 , 两 种 立体 异 构 体 物 质 在 形式 
上 互相 转换 ; 所 以 它们 的 f 的 取 值 具有 相反 的 符号 . 

因此 , 旋光 性 各 向 同性 物体 中 回转 矢量 g = fn, 且 波 的 电感 应 强度 与 电 
场 强度 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 : 


D=e dE+ifExn. (104.10) 


因为 思 .n = 0, 故 由 此 也 得 出 五 :m= 0. 换 句 话说 , 在 这 种 波 里 不 仅 感应 强度 
DD 是 横 的 (相对 于 方向 nr 而 言 ), 而 且 在 全 部 介质 中 电场 强度 五 也 是 横 的 . 

在 计 及 物质 的 自然 旋光 性 时 , 折射 率 的 变化 是 小 量 . 所 以 在 确定 这 个 变 
化 时 , 可 以 在 (104.10) 式 的 小 项 百 xg 中 令 n = no = Vs(D， 那 时 计算 差 值 
n 一 no 的 问题 形式 上 与 8101 研究 过 的 在 磁场 影响 下 的 改变 的 问题 相同 , 与 
后 者 的 差别 仅 在 于 矢量 g 的 含义 以 及 这 个 矢量 始终 平行 于 nn 方向 (8101 中 的 
z 轴 ). 所 以 , 类 似 于 (101.19), 我 们 马上 可 以 写 出 


n3 =n? 土 9g =n$ 土 fno. (104.11) 
这 两 个 值 分 别 对 应 于 (与 (101.21) 式 对 比 ) EE (或 万 ) 的 两 个 分 量 的 以 下 关系 : 
bE, = +iE,, (104.12) 


亦 即 左旋 圆 偏振 波 和 右 旋 圆 偏振 波 . 我 们 还 要 指出 , 矢量 n 的 大 小 不 依赖 于 
其 方向 ; 所 以 n 的 方向 与 射线 矢量 s 的 方向 相同 . 
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因此 我 们 看 到 , 自然 旋光 性 各 向 同性 物体 的 光学 性 质 与 非 旋光 物体 在 磁 
场 中 所 具有 的 性 质 有 相似 之 处 : 它 具 有 双 圆 折射 , 且 线 偏振 波 在 其 中 传播 时 发 
生 偏振 面 旋转 . 在 射线 路 径 单 位 长 度 上 的 旋转 角 为 wf /2c. 

物质 的 两 种 立体 异 构 体形 态 的 f 常量 的 正 负 号 相反 , 因此 旋转 方向 也 相 
反 : 分 别 被 称 为 右 旋 立 体 异 构 体 或 左旋 立体 异 构 体 . 

与 在 磁场 中 的 偏振 面 旋转 不 同 , 在 自然 旋光 性 物质 中 旋转 的 大 小 和 方向 
都 不 依赖 于 射线 传播 的 方向 . 所 以 如 果 线 偏振 光线 在 自然 旋光 介质 的 同一 路 
径 来 回 通过 两 次 , 则 其 偏振 处 于 初始 的 偏振 面 上 . 

我 们 现在 转向 自然 旋光 晶体 . 我 们 这 里 不 去 系统 地 列举 所 有 可 能 的 对 称 
情况 ( 见 本 节 的 习题 ), 但 要 指出 , 尽管 对 称 中 心 存在 时 不 可 能 有 自然 旋光 性 ， 
但 在 对 称 平面 或 转动 -反射 轴 存 在 时 仍 可 能 有 自然 旋光 性 . 因而 , 我 们 要 强调 
晶体 中 自然 旋光 性 的 存在 条 件 与 允许 晶体 以 两 种 镜像 异 构 体 (左右 对 映 体 ) 形 
式 存 在 的 条 件 并 不 相同 , 后 者 更 为 严 苛 , 不 仅 要 求 不 存在 对 称 中 心 , 而 且 也 不 
允许 有 对 称 平面 . 因此 晶体 可 以 是 旋光 性 的 , 同时 又 与 自己 的 镜像 相同 . 

当 具 有 任意 方向 波 矢 的 光 在 自然 旋光 晶体 ( 单 轴 或 双 轴 的 ) 中 传播 时 , 我 
们 实际 上 遇 到 的 是 线 偏振 波 的 通常 的 双 折 射 现象 ; 计 及 旋光 性 基本 上 归结 为 
将 严格 的 线 偏振 波 代 换 为 具有 非常 小 (一 阶 小 量 ) 的 长 短 轴 比 的 椭圆 偏振 波 . 

只 有 光 轴 方向 是 例外 , 在 不 计 及 自然 旋光 性 时 , 沿 光 轴 的 菲 涅 耳 方程 的 
两 个 根 相同 . 在 这 些 方向 上 , 晶体 的 自然 旋光 现象 和 各 向 同性 物体 的 旋光 性 相 
似 ; 出 现 一 阶 双 圆 折射 以 及 相应 的 线 偏 振 波 偏 振 面 旋转 . 当 波 矢 方向 偏离 光 
轴 方 向 时 , 这 些 现象 迅速 消失 . 

就 定量 计算 晶体 中 的 自然 旋光 现象 而 言 , 方便 的 办 法 不 是 用 表示 也， 
而 是 用 DD 表示 忆 (如 在 8101 中 所 作 的 那样 ). 准确 到 一 阶 小 量 这 些 公式 为 : 


Ei = e011D, +i(D x G),, (104.13) 
其 中 G 与 先前 引进 的 矢量 g 通过 
二 
Gi = 一 ET gk 


相 联 系 (参见 (101.9)). 由 于 这 一 表达 式 与 表达 式 (101.7) 形式 上 相同 , 故而 方 
程 (101.11) 一 (101.12) 也 依然 适用 . 在 这 些 方程 中 , Gs 为 矢量 G 在 nn 方向 的 
影 . 如 果 将 G 表示 为 
Gi 一 Giknk (104.14) 
的 形式 (与 (104.7) 类 似 ), 则 这 个 投影 正比 于 


NG = GirNning. (104.15) 
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自然 旋光 晶体 的 光学 性 质 取 决 于 这 个 二 次 型 , 张 量 Gis 本 身 并 不 一 定 是 
对 称 的 , 但 如 果 将 它 分 解 为 对 称 与 反对 称 部 分 , 则 在 构成 (104.15) 式 时 , 反对 
称 部 分 消失 . 因此 在 研究 自然 旋光 晶体 的 光学 性 质 时 , 可 以 认为 Gok 是 对 称 的 . 


习 题 


试 求 出 晶体 对 称 性 对 张 量 Gik 的 分 量 所 加 的 限制 . 

解 : 对 于 所 有 的 转动 操作 , 矿 张 量 Gik 表现 得 如 同 真 张 萤 ; 特别 是 , 二 重 
以 上 对 称 轴 的 存在 , 就 像 对 于 真 的 二 秩 对 称 张 量 一 样 , 导致 在 重 直 于 轴 的 平面 
上 的 完全 的 各 向 同性 . 厦 张 量 Gik 在 反射 下 的 行为 取决 于 其 与 三 秩 真 张 量 的 
对 偶 : 在 改变 二 秩 真 张 量 一 个 给 定 分 量 符号 的 所 有 反射 下 , Gi 的 对 应 分 量 保 
持 不 变 或 者 相反 . 例如 , 在 yz 平面 上 反射 时 ,分量 Giz,Gyy,Gzz,Gys 变 号 ,而 
Gu Gus 则 保持 不 变 . 

以 下 我 们 给 出 在 所 有 的 允许 自然 旋光 性 存在 的 晶 类 中 不 消失 的 Gk 的 分 
量 , 将 zx 轴 选 为 沿 3 重 、4 重 或 6 重 对 称 轴 , 或 者 活 唯 一 的 2 重 轴 (在 C2, Czv 
帅 类 中 ), 而 在 Cs 晶 类 中 选 为 重 直 于 对 称 面 的 方向 ; 存在 三 个 互相 重 直 的 对 称 
轴 时 选 它们 为 坐标 轴 . 

QO1 晶 类 : Gik 的 所 有 分 量 ， 

Cz 晶 类 : Go Gu GisyGiy; 适当 地 选择 zy 轴 可 使 Go, 为 堆 

Cs 晶 类 : Gz, Guz; 适当 地 选择 zy 轴 可 使 其 中 之 一 为 堆 . 

C2v 晶 类 : Gay (zz 面 , yz 面 与 对 称 面 重合 ). 

D2 晶 类 : Cuz, Gyy, Gzz. 

Cs Ca Ce, Ds, Ds, De 晶 类 : Giss = Gyy; Gzz. 

S54 晶 类 : Guz = 一 Gyy, Guy; 适当 地 选择 zi,y 轴 可 使 其 中 的 一 个 量 为 零 . 

Dz4 晶 类 : Gy (z,y 轴 处 于 坚 直 对 称 面 上 ). 

TO 而 类 : Gzs = Gyy = Gzz. 

我 们 注意 到 在 单 轴 Sa 和 Dad 晶 类 中 , 如果 拓 量 即 沿 z 轴 方 向 因为 
Gzz = 0, 标量 (104.15) 式 为 零 ， 这 表明 在 这 些 唱 体 中 沿 光 轴 没 有 自然 旋光 
效应 . 

在 双 轴 Cav 唱 类 中 光 轴 处 于 一 个 对 称 面 上 . 但 对 于 处 于 zz 面 或 者 yz 面 
上 的 矢量 n, 标量 (104.15) 式 也 为 零 , 因此 这 里 沿 光 轴 也 没有 自然 旋光 效应 . 唯 
一 允许 沿 光 轴 方 向 出 现 偏振 面 旋 转 但 同时 又 不 允许 左右 对 映 性 的 晶 类 是 单 斜 
C。 晶 类 ， 


孔 
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在 对 称 性 不 允许 自然 旋光 性 的 晶体 中 , 其 介 电 常量 eix(w,k) 按 到 的 震级 
数 展开 的 ( 零 阶 项 之 后 ) 第 一 项 是 平方 项 . 

如 同 通常 在 品 体 光 学 中 所 作 的 那样 ,为 了 今后 使 用 , 更 方便 的 是 将 这 个 展 
开 写 为 对 北 张 量 mi = ej 的 展开 . 我 们 将 它 写 为 : 


Mik = nt (w) + Pirim(w) Rikm. (105.1) 


可 以 认为 张 量 birm 相对 于 第 二 对 下 标 是 对 称 的 , 因为 它 与 对 称 乘积 kk 相 
乘 . 由 于 方程 (103.10) (其 中 与 = 0) 张 量 Birwm 也 相对 于 第 一 对 下 标 对 称 : 





Bigim = Pritm = Pigmil: (105.2) 
但 是 , 它 不 应 当 相 对 于 两 组 下 标的 置换 对 称 . 无 吸收 时 , 由 张 量 mi 的 厄 米 性 
及 其 对 称 性 得 出 mik 是 实 张 量 , 今后 我 们 将 假定 仍然 如 此 . 
在 各 向 同性 介质 中 张 量 Pipim 应 当 只 通过 单位 张 量 来 表示 , 亦 即 具有 





Bb 
Pipim = Bidir dm 十 (Gudem + Op1 im) 





的 形式 , 它 仅 包含 两 个 独立 分 量 . 在 各 向 同性 的 物体 中 同样 也 有 0) = 984， 
因此 张 量 (105.1) 的 形式 变 为 


mk = (7 + Bik?)Bir + Bakike, (105.3) 


与 具有 空间 色散 的 各 向 同性 介质 中 介 电 张 量 的 普遍 表达 式 (103.12) 一 致 . 波 
在 介质 中 的 传播 取决 于 方程 (97.21). 但 在 将 (105.3) 式 代 入 这 些 方程 后 , 由 于 
矢量 DD 与 & 在 平面 波 中 正 交 , 含 2 的 各 向 异性 项 消失 , 亦 即 介质 理所当然 地 
仍 为 光学 各 向 同性 的 . 

但 是 , 在 立方 晶体 中 张 量 birim, 就 已 经 不 能 归结 为 单位 张 量 ; 依 唱 类 不 同 ， 
对 于 这 些 唱 体 它 有 三 个 或 四 个 独立 分 量 . 不 计 及 空间 色散 时 立方 晶体 是 光学 
各 向 同性 的 ; 计 及 对 为 平方 的 色散 导致 晶体 中 出 现 新 的 性 质 一 一 光学 各 向 
异性 (H. A. 洛 伦 效 , 1878). 

在 立方 晶体 中 m0 = 5ix/s(o), 而 且 展 开 式 (105.1) 的 形式 变 为 





Mik 一 i 二 Bikim klkm. (105.4) 
将 此 表达 式 代 入 方程 (97.21) 后 , 我 们 得 到 


1 w2n2 
|( 店 训 ) 6a8 一 2 Dap33| De = 0， (105.5) 
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其 中 艰 =e@), 笛 卡 儿 坐标 系 zl,za,zs 的 zs 轴 的 方向 沿 波 矢 方向 . 根据 展开 
式 (105.4) 的 涵义 , 这 些 方程 方 括号 内 第 二 项 应 当 被 视 为 小 修正 (有 关 1/m3 赵 
于 零 的 特殊 情况 , 参见 $106). 此 时 在 该 项 中 可 将 n2 换 作 n3: 





人 
(让 襄 ) So 3apss| De =0. (105.6) 

这 些 方程 具有 与 不 考虑 空间 色散 的 非 立 方 晶 体 中 的 波 的 方程 同样 的 形 
式 . 它们 的 行列 式 是 n-? 的 二 次 方程 , 用 以 确定 具有 同样 的 上 方向 但 偏振 不 
同 的 两 个 波 的 折射 率 . 因此 , 立方 晶体 中 的 空间 色散 消除 了 “偏振 简 并 ”一 一 两 
个 波 的 速度 变 得 不 同日 依赖 于 波 传播 方向 . 

在 884 末尾 曾 提 到 过 在 透明 各 向 同性 介质 中 存在 纵向 电磁 波 的 可 能 性 . 
确定 这 些 波 的 频率 与 波 矢 之 间 关 系 (色散 关系 ) 的 条 件 的 严格 表述 要 求 计 及 
空间 色散 ; 这 个 条 件 为 

E(w,k) = 0. (105.7) 


在 很 小 时 , 这 个 方程 的 解 的 形式 为 


1 
w(k) = wio 十 30k”, (105.8) 


其 中 a 为 常量 , 而 wio 为 介 电 常量 e(w) = st(w,0) 趋 于 零 时 的 频率 值 . 此 时 波 
的 传播 速度 
u= 项 =ok (105.9) 


正比 于 波 矢 . 
习 题 


试 求 出 立方 唱 系 非 旋光 晶体 中 张 量 Bixim 分 量 之 间 的 关系 . 

解 : 在 Ty, Th, Oh 晶 类 中 ,没有 自然 旋光 性 . 

在 Ta 和 了 T 蝇 类 中 , 选 3 个 二 重 对 称 轴 为 2,y,z 轴 . 张 量 中 不 为 零 的 分 
量 为 : 





Bi 三 [起 一 ov = Das2ai bo 三 ea Dyyzz 一 Bzzyy’ 
Ba 三 ivsy > biz O32 Ba 三 Daag bi Dajvy Byyzz-: 








在 Oh 晶 类 中 , 3 根 Ca 轴 成 为 C4 轴 , 其 结果 是 附加 了 一 个 关系 Bo = fa. 


i 
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在 前 面 的 两 节 中 都 把 空间 色散 效应 当 作 小 修正 , 通常 出 现 的 情况 也 确实 
如 此 . 然而 , 在 晶体 尖锐 的 吸收 线 近 淮 情 况 发 生变 化 , 在 那里 根据 (84.7) 式 
s(0)(w) 急剧 增 大 . 在 这 个 区 域内 考虑 空间 色散 , 甚至 会 使 物理 图 像 发 生 定性 的 
改变 . 

问题 在 于 , 在 介 电 常 量 中 增加 大 的 宕 次 项 , 提高 了 确定 k(w) 函数 依赖 关 
系 的 色散 代数 方程 的 阶 数 . 因此 , 在 其 形式 解 中 出 现 附加 根 . 在 远离 吸收 线 处 ， 
这 些 根 处 于 大 的 区 域 , 亦 即 处 于 理论 适用 范围 之 外 , 应 当 合 弃 . 而 在 吸收 线 
附近 , 当天 很 小 时 介 电 常量 已 经 大 为 改变 , 并 可 以 出 现 具 有 真实 物理 意义 的 附 
加 根 , 也 就 是 说 出 现 新 的 横 波 . 

为 简单 起 见 , 我 们 仅 限 于 研究 各 向 同性 介质 , 并 从 介质 不 是 旋光 介质 
不 具有 自然 旋光 性 的 情况 开始 (C. HH. 佩 卡尔 , B. I. 金 效 堡 , 1958). 

如 前 节 所 述 , 各 向 同性 介质 即使 在 计 及 空间 色散 时 也 是 光学 各 向 同性 的 . 
这 表明 , 在 这 样 的 介质 中 , 横 电 磁 波 的 色散 关系 由 通常 的 方程 n? = = 给 出 , 而 
且 应 当 把 <s 理解 为 横向 介 电 常 量 se: 

mn2 = er(w, k). (106.1) 

在 8103 节 指 出 过 , et(w,k) 和 a1(w,) 作为 频率 的 函数 ,与 没有 空间 色散 的 
函数 e(w) 一 样 满 足 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 关系 . 所 以 可 以 断言 , 在 吸收 线 附近 函 
数 ei(w,k) 具有 如 同 在 (84.7) 式 中 一 样 的 形式 , 不 过 含有 依赖 于 的 常量 ; 我 
们 将 其 写 为 以 下 形式 : 








A(k) 
wi(k)—w’ 
如 果 量 4 相对 很 小 由 , 则 除去 计 及 含 极 点 的 项 之 外 , 在 s 中 同样 计 及 常数 项 
(与 w 无 关 ) 可 能 是 有 意义 的 ; 将 这 一 项 记 为 a(k) 并 假设 a > 0, 也 就 是 说 , 在 
远离 吸收 线 处 , 介质 是 光学 透明 的 . 理论 上 人 允许 在 s 中 同时 包含 极点 项 和 常 
数 项 , 要 求 这 两 项 在 |w 一 wl < wi 的 频率 范围 内 彼此 不 相 上 下 , 也 只 有 在 这 个 
范围 内 极点 表示 适用 ; 换 句 话说 , 必须 有 A < awi. 

由 于 像 从 前 一 样 假定 天 很 小 , 可 以 将 函数 按 其 需 级 数 展开 . 此 时 将 a(k) 
和 A(k) 换 作 恒定 值 a = a(0) > 0,4 = 4(0) > 0, 只 在 小 差 值 wi 一 w 中 国 数 
wi(k) 的 展开 wi(k) swo 十 zk2 里 留 下 修正 项 . 此 时 介 电 和 常量 为 : 
4 
w0 十 ZK2 一 ww 


@ 例如 , 由 于 某 些 近似 的 选择 定 则 减 小 了 确定 4 值 的 矩阵 元 . 


er(w,k) = A(k) > 0. 


eit(wW,k) 一 Q 十 (106.2) 
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我 们 注意 到 , 这 个 表达 式 作为 频率 的 函数 在 w > wi 的 区 域内 有 零点 . 当 k=0 
时 函数 在 w= wio = wo 十 4/a 处 为 零 . 由 于 大 = 0 时 介 电 常量 s 和 se 相同 , 则 
wio 是 纵波 的 极限 ( 当 一 0 时 ) 频率 (与 (105.8) 对 比 ). ex(w,k) 的 根 在 天 夭 0 
时 没有 直接 的 物理 意义 . 

色散 方程 (106.1) 现在 的 形式 为 


(2 一 oj(8n2 一 ww 十 wo) = 4， (106.3) 


其 中 引入 了 标记 8 = zxo2/e2 = zwl/e2; 这 个 量 可 正 可 负 . 这 个 方程 的 解 可 以 看 
作 是 谱 的 两 支 波 相交 的 结果 , 一 支 是 n? = a 的 寻常 光波 , 而 另 一 支 是 与 介 电 
常量 的 极点 相关 的 nz = (w 一 wo)/B 的 波 . 这 两 支 波 在 图 58 中 以 点 划 线 标 出 . 
强度 取决 于 量 4 的 这 些 分 支 的 “相互 作用 ”导致 这 些 线 分 开 @ 




















图 58 


在 图 58 中 用 实 线 示意 地 标 出 了 决定 方程 (106.3) 的 根 的 n2(w) 对 w 的 依 
赖 关 系 ; 虚线 表示 未 计 及 空间 色散 的 函数 n?2(w)(8 = 0). 当然 , 在 介质 中 传播 
的 波 只 对 应 于 ?2 的 正 根 加 . 6 > 0 时 (图 58a) 上 面 的 实 线 出 现在 w > wo 区 , 从 
而 给 出 了 一 个 若 不 考虑 空间 色散 时 就 不 会 存在 的 附加 波 ; 当 w > wio 时 , 介质 
中 可 以 传播 两 种 不 同 的 电 做 波 . 图 58b 中 绘 出 了 6 < 0 情况 下 mw2(w) 对 w 的 
依赖 关系 . 在 坐标 为 


4 
ER wm 一 wo 三 一 | (er 条 


在 微观 理论 中 , 介 电 常量 的 极点 反映 了 介 电 体 中 玻 色 元 激发 一 一 激 子 的 存在 ; 常 
量 6 的 符号 与 激 子 有 效 质量 的 符号 相同 (参见 本 教程 第 九 卷 866). 波谱 的 相应 分 支 称 
作 激 子 支 . 两 支 虚 交叉 点 附近 的 波谱 区 称 作 电磁 耦 子 区 . 

@ 为 了 直观 ,图 中 也 绘 出 了 负 根 .我们 记得 , n 的 虚 值 对 应 于 介质 为 不 透明 (尽管 在 
其 中 无 吸收 ) 的 波 ; 可 以 说 , 波 从 介质 全 反射 . 
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的 点 m (该 点 dr2/dw = co, 两 个 根 汇合 ) 的 左 侧 区 域 , 有 两 个 正 根 并 且 介 质 中 
可 以 传播 两 种 不 同 的 波 . 同样 的 情况 出 现在 坐标 为 


一 wm' 一 wo 一 一 六 宇 > 
Sa 


WwW 一 CO01 


点 m 与 点 


之 间 的 区 域内 . 

如 果 量 4 不 足够 小 , 严格 地 说 , 在 (106.2) 中 保留 常数 项 是 不 合理 的 . 丢 
掉 这 一 项 ( 亦 即 在 公式 中 置 a = 0 ) 后 , 我 们 得 到 与 图 58 不 同 的 图 像 , 不 同 之 
处 在 于 , 所 有 曲线 的 水 平 渐 近 线 都 是 横 坐 标 线 (取代 了 n? = a 线 ). 这 里 不 研 
究 w 之 wio 的 区 间 . 

现在 我 们 来 研究 旋光 介质 吸收 线 附近 的 情况 (B. I. 金 效 堡 , 1958). 

不 考虑 空间 色散 的 介 电 常量 s(0) 可 以 表示 为 极点 表达 式 的 形式 

4 


(DY 二 | 
I (106.4) 





我 们 现在 不 假定 系数 4 特别 小 , 与 此 相应 也 不 写 出 常数 项 .五 和 万 之 间 的 关 
系 应 当 使 用 形 如 (104.13) 式 的 通过 逆 张 量 wi = ej 表示 的 公式 . 在 各 向 同性 
介质 中 

其 当 -wD ek (106.5) 


其 中 旋光 性 矢量 写 为 G = Fn 的 形式 . 在 吸收 线 附近 张 量 mi 的 分 量 只 是 通 
过 零点 , 没有 理由 破坏 其 按 波 矢 展开 的 收敛 性 . 


色散 方程 的 形式 为 
1 1 
(去 _ 襄 ) | (106.6) 
其 中 = s(0) (与 (101.12) 对 比 ). 将 (106.4) 式 的 so) 代入 上 式 , 我 们 得 到 方 
程 2 
1 es 
(说 二 “和 ) = F2n?. (106.7) 
图 59 中 用 实 线 示意 地 绘 出 了 这 个 方程 的 根 n2 对 w 一 wo 的 依赖 关系 . 其 中 之 


一 既 在 ww < wo 时 存在 , 也 在 w > wo 时 存在 , 后 一 频率 区 间 在 不 考虑 空间 色散 
时 n 没有 实数 值 (图 中 的 虚线 为 函数 na(w)). 其 他 的 两 个 根 在 w < wm 时 才 存 
在 . 亦 即 只 在 坐标 为 


273 2/3 
FF 2 
一 i 一 2 2 一 
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的 点 m 的 左 侧 存在 .函数 m2(w) 和 nw3(w) 的 曲线 从 中 (ww) 曲线 的 上 方 通过 ， 
而 函数 n?(w) 的 曲线 从 其 下 面 通过 . 所 以 (由 决定 波 中 电感 应 强度 万 的 方程 
(101.11) 清楚 地 看 出 ) 波 2 和 波 3 具有 一 种 符号 的 圆 偏振 , 而 波 1 则 有 具有 男 一 
种 符号 的 圆 偏振 . 

最 后 我 们 强调 , 介 电 常量 的 公式 (106.2) 与 (106.4) 本 身 , 以 及 基于 这 些 公 
式 所 得 的 结果 , 仅 适 用 于 足够 远离 谱 线 中 心 的 那些 频率 : |w 一 wo| 闵 轴 其 中 让 
为 线 宽 . 当 |w -wol 筷 7 时 , 必须 考虑 吸收 , 亦 即 考虑 介 电 常量 的 虚 部 . 这 可 使 
得 物理 图 像 产 生 重 大 变化 . 
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前 面 各 章 中 叙述 的 电磁 波 在 介 电 体 中 传播 的 理论 , 都 建立 在 电感 应 强度 
九 与 电场 强度 吾 之 间 存 在 线性 关系 的 假定 上 . 如 果 (如 实际 上 所 出 现 的 那样 ) 
电场 强度 到 比 原子 内 的 特征 场 强 什 小 得 多 , 这 一 近似 在 足够 高 的 精度 上 是 正 
确 的 . 但 是 即使 在 这 样 的 条 件 下 , D(E) 依赖 关系 中 所 存在 的 非 线 性 修正 也 会 
导致 性 质 上 全 新 的 效应 , 因此 是 非常 重要 的 . 

非 线性 介质 最 重要 的 特点 是 其 中 会 产生 具有 新 频率 的 振荡 . 例如 , 如 果 
向 这 种 介质 入 射频 率 为 wi 的 单 色 波 , 则 随 着 波 在 介质 中 的 传播 会 产生 频率 为 
mwl (mm 为 整数 ) 的 波 ; 如 果 一 开始 是 频率 为 wx 和 ws 的 单 色 信和 号 的 集合 , 则 
随时 间 的 流逝 也 会 产生 组 合 频率 为 mwi + nwsa 以 及 其 他 频率 的 信号. 

如 果 介 质 无 耗 散 , 则 频率 变换 过 程 除了 满足 显然 的 在 所 有 频率 上 总 振动 
能 守恒 条 件 之 外 , 还 遵从 若干 非常 普遍 的 关系 . 此 时 假定 非 线 性 是 弱 非 线性 ， 
至 于 这 个 弱 究 竞 是 何 含义 将 会 在 后 面 进一步 准确 化 . 

我 们 所 要 寻求 的 关系 的 起 源 与 涵义 从 量子 论 的 观点 来 看 更 为 清楚 , 因此 
我 们 将 从 量子 论 的 观点 出 发 . 为 了 简化 讨论 , 我 们 将 假设 系统 的 所 有 频率 都 可 
以 表示 为 两 个 不 可 公 度 的 基本 频率 wi 和 ws 的 线性 组 合 : 


wmn = MWw1 + Nw, (107. 


其 中 m,n 为 正 的 或 负 的 整数 . 
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介质 中 的 总 辐射 能 可 以 表示 为 所 有 量子 的 能 量 之 和 : 


Y = D> Nmnjiomnm 
其 中 Nmnn 是 频率 为 wmn 的 量子 的 数目 . 求 和 对 所 有 wmn > 0 的 数 m,n 进行 
(因为 只 有 正 频 率 才 有 物理 意义 ). 
频率 变换 过 程 导致 在 能 量 守恒 条 件 下 数 Nmn 随时 间 的 改变 . 所 以 


一 Er the Dn =0. 





但 由 于 事先 假定 了 wi 和 ws 的 不 可 公 度 性 和 量子 数目 及 其 变化 的 整数 性 , 这 
个 等 式 要 求 两 个 单独 求 和 中 的 每 一 个 等 于 零 9: 


Dm -0 rt 三 (107.2) 








引入 相应 的 强度 量 相应 频率 上 辐射 的 总 能 量 多 mn 取代 量子 的 数目 


此 时 关系 式 (107.2) 的 形式 为 














Se dmn _ 0 多 mn _ 0 (107.4) 


人 wmn dt 全 on dt 
上 说 到 多 mn 
| 我 们 只 是 指 这 个 变化 的 系统 进程 ; 换 句 话说 , 只 研究 按照 比 
周期 1/wi,1/w2 大 的 时 间 间 隔 平均 的 能 量 (为 此 在 (107.4) 式 中 在 多 mn 上 加 
了 一 个 横 杠 ). 也 正 是 在 这 里 要 求 非 线 性 效应 是 弱 的 : 这 些 效应 引起 的 受 激 振 
动 的 系统 增长 特征 时 间 + 必须 远大 于 上 述 周 期 . 具有 在 这 样 的 条 件 下 , 即 


入 
= "MKT 
wi 


时 , 研究 对 时 间 间 隔 At 平均 的 量 的 时 间 进 程 才 有 意义 . 
等 式 (107.4) 表示 的 正 是 我 们 寻求 的 关系 式 ; 它们 以 曼 利 - 罗 定 理 而 著称 
(J. M. 曼 利 , H. E. 罗 , 1956)®. 为 摆脱 求 和 时 wmn > 0 的 限制 , 仍 需 赋予 它 更 


A 4 是 象征 性 的 . 
@ 这 个 定理 的 量子 解释 是 外 斯 给 出 的 (M. T. 外 斯 , 1957). 
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为 确定 的 形式 . 这 很 容易 做 到 , 注意 到 对 于 wn > 0 的 每 一 个 数 对 m,n, 相应 
地 有 数 对 一 m, 一 n, 对 于 这 个 数 对 , 频率 为 负 但 具有 同样 的 绝对 值 |wrn|. 定义 


= (107.5) 


并 将 求 和 扩展 至 从 -co 到 co 的 所 有 整数 , 我 们 理所当然 地 使 求 和 加 倍 , 但 它 
们 仍然 等 于 零 . 在 这 之 后 还 可 再 作 一 个 简化 . 在 (107.4) 的 第 - :个 等 式 中 将 对 
m 的 求 和 分 割 为 从 0 到 co 和 从 -co 到 0 的 两 个 求 和 , 而 在 第 二 个 求 和 中 将 
m.n 换 为 -my, 一 n. 在 (107.4) 的 第 二 个 等 式 中 对 n 的 求 和 做 类 似 的 变换 . 结 
果 是 我 们 最 终 得 到 : 


3 > mm dm pS > md 多 mn _ 0 (107.6) 
m=0 


,MW1 + Nwo dt Mw1 十 Ta dt 








二 0n= 二 一 n 二 0 m= 二 一 


定理 向 大 数 日 非 公 度 初始 频率 情况 的 推广 是 显然 的 . 
振动 系统 的 具体 性 质 可 以 禁止 这 种 或 那 种 频率 变换 过 程 . (107.6) 式 中 
的 求 和 实际 上 只 对 所 允许 的 过 程 进行 . 
例如 , 在 只 允许 产生 组 合 频 率 wi +ws 的 系统 的 最 简单 情况 , 数 m 和 nn 取 
值 0, 1, 我 们 得 到 : 
1 d¥10 1 dZo 1 dz 
w dt w2 dt wl1 二 wo dt 


这 些 等 式 的 意思 很 显然 : 量子 ii 和 fwo 数目 的 亏损 等 于 所 产生 量子 所 wz 二 ws) 
数目 的 盈余 . 
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在 弱 非 线性 情况 下 , 对 于 DD 与 忆 的 线性 关系 的 第 一 修正 是 电场 强度 二 
次 方形 式 的 . 存在 时 间 色 散 时 , 这 个 修正 在 任意 各 向 异性 介质 中 使 用 类 似 于 
(77.3) 式 的 表达 式 





(107.7) 


DY (如 = firi(T1, To) Er(t 一 n)Blt — 7T2)dT1d72, (108.1) 
0 


来 表示 . 不 用 说 , 这 种 项 的 存在 对 介质 所 允许 的 对 称 性 施加 了 一 定 的 限制 ; 特 
别 是 , 如 果 介 质 在 反 演 变换 下 不 变 , 这 一 项 不 存在 . 
@ 本 章 中 我 们 处 处 忽略 空间 色 获 . 
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虽然 今后 我 们 将 形 如 (108.1) 式 的 忆 的 二 次 项 作为 典型 项 看 待 , 但 必须 指 
出 , 在 平方 近似 下 电感 应 强度 DD 也 可 以 包含 百 和 五 分 量 的 双 线 性 项 以 及 五 
的 平方 项 ; 这 些 项 通常 所 起 的 作用 很 小 , 所 以 我 们 不 去 研究 它们 . 由 于 与 万 (本 
依赖 关系 问题 类 似 , 我 们 也 不 去 讨论 磁感应 强度 B 对 磁场 强度 五 的 非 线性 
依赖 关系 . 

引入 量 


Co 
Eiki( ww2) = // einto272) fj (71, Ta)dT1d72, (1082) 
0 


人 们 自然 地 称 之 为 二 阶 非 线性 介 电 常 量 ( 由 于 与 形 如 (77.5) 式 的 表达 式 所 确定 
的 线性 介 电 常 量 sx(w) 的 类 似 ), 它 与 被 称 为 非 线性 响应 率 的 量 ix = gint /( 47) 
的 区 别 仅 为 一 个 乘 数 因子 . 由 于 定义 式 (108.1) 中 Ek 和 及 的 对 称 性 , 张 量 fi 
在 同时 置换 其 宗 量 时 对 ,1 是 对 称 的 : 记 &4(ni,72) = fx( T7271). 所 以 张 量 cin 
也 具有 这 样 的 对 称 性 : 


Eikl(W1,W2) = Eilk (Ww, 1). (108.3) 
特别 是 当 wi = ws 时 , 张 量 对 后 一 对 下 标 对 称 
Eikl (WW) 一 Ealk (Ww). (108.4) 


除 此 而 外 , 因为 函数 方 总 是 实 盟 数 (由 具有 实 的 五 和 万 的 定义 式 (108.1) 得 
出 ), 我 们 有 


Eikl(—wW1, 一 w2) = EZ kL( Wl, W2) (108.5) 


在 研究 单 色 场 及 其 释 加 时 自然 会 出 现 介 电 常量 (1082). 在 非 线性 表达 式 
中 , 这 些 场 当 然 应 表示 为 实数 形式 . 例如 , 如 果 已 是 单一 频率 w 的 单 色 场 , 那 
么 应 当 将 之 写 为 B(t) = Re{Eoe-iet}, 将 它 代入 (108.1) 式 后 得 出 表达 式 


1 oiw 
DO = 5 Re{eixi( ww)e St EoBor + Ein w, —w) Bo bok}. (108.6) 


这 个 表达 式 含 有 二 倍 频 的 振动 ( 除 差 频 w 一 w= 0 对 应 的 常数 项 之 外 ). 在 一 
般 情况 下 , ei,ki( 以 ,wo2) 描述 与 exp( 一 jwat) 成 正比 的 对 电感 应 强度 的 贡献 , 其 中 
W3 三 WI1 十 Ww2. 

以 下 我 们 只 研究 无 耗 散 介 质 并 称 它们 是 透明 的 , 虽然 由 于 能 量 有 可 能 转 
移 到 其 他 频率 , 它们 并 非 在 真正 的 意义 上 (对 于 给 定 频 率 的 波 ) 如 此 . 我 们 还 
假设 介质 不 具有 磁 结 构 . 

首先 要 证 明 , 在 这 些 条 件 下 非 线性 介 电 常 量 是 实 的 . 如 果 将 非 线 性 响应 
率 张 量 的 分 量 通过 起 小 扰动 作用 的 介质 与 场 之 间 的 电 偶 极 相互 作用 的 和 矩阵 元 
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表达 , 这 点 很 容易 直接 看 出 来 ; 二 阶 响应 率 出 现在 微 扰 论 的 三 级 近似 中 .但 
不 进行 实际 计算 也 可 理解 这 种 计算 的 结果 是 实数 的 来 由 . 实际 上 , 用 来 计算 拢 
阵 元 的 波 函 数 的 完备 集 可 以 选 为 实 的 (对 于 无 磁 结构 从 而 相对 于 时 间 反 演 不 
变 的 介质 !). 场 与 介质 的 电 偶 极 和 矩 相 互 作用 算 符 也 是 实 的 . 所 以 虚数 项 只 可 能 
出 现在 绕 微 扰 论 能 量 分 母 的 极点 的 结果 中 . 然而 , 介质 中 没有 耗 散 表明 场 的 频 
率 中 没有 一 个 与 系统 能 级 之 差 相 等 (或 者 由 于 这 样 或 那样 的 选择 规则 ,极点 上 
的 留 数 等 于 零 ) ; 因此 事实 上 不 需 绕 过 极点 . 

介质 的 透明 性 也 导致 张 量 saw 的 确定 对 称 关 系 的 出 现 . 而 且 这 些 关 系 也 
可 以 从 微 扰 论 所 得 的 具体 的 表达 式 中 看 出 . 但 这 里 还 可 以 通过 更 简单 的 方法 
得 到 所 要 的 结 

为 此 我 们 假设 介质 中 的 场 是 具有 非 公 度 频 率 wi, w2, % 的 三 个 殖 单 色 场 





之 和 |: 
E= E+ E+E=Re{Eoe t+ Eoe ?t+ Eose-ist}, (108.7) 


其 中 ws = wi 十 wz. 我 们 假定 频率 为 wi,w2,ws 的 场 是 由 后 来 关闭 的 外 源 建立 
的 ; 在 介质 的 弱 非 线性 影响 下 它们 的 振幅 E01,.…- 均 成 为 时 间 的 缓 变 函 数 
这 种 缓 变性 使 得 可 以 对 每 一 个 基本 频率 的 场 单独 写 出 其 麦克 斯 韦 方程 . 
同样 地 , 从 这 些 方程 也 可 以 通常 的 方式 得 出 形 如 
1 
47 
的 能 量 守恒 定律 (对 于 带 下 标 2 和 3 的 量 也 有 类 似 关系 ) ; 式 中 Di 表示 电感 
应 强度 DD 中 含 因子 eti21t 的 那 一 部 分 , 横 杠 表示 对 时 间 平 均 (为 将 来 需要 ). 对 
场所 在 的 全 部 体积 积分 时 , 含 散 度 的 项 消失 , 只 剩 下 
1 


/D+ Fv =0 


(Bi Di+ Hi.H)+div (Bx Hi)=0 





如 果 在 Di 中 明显 地 分 离 出 与 巨 成 线性 和 非 线 性 的 项 ， 
站 = DY + DY?, 
则 头 一 部 分 项 与 Hi.Hi 一 起 给 出 频率 为 wi 的 场 的 能 量 随时 间 的 变化 d 多 1/dt. 
因此 , 这 种 变化 取决 于 方程 
d2 1 
dt 


@ 这些 计算 类 似 于 (尽管 要 庞杂 得 多 ) 在 二 级 微 扰 论 中 对 线性 广义 响应 率 的 计算 
(参见 本 教程 第 五 卷 8126). 





一 /RetBne ， 万 (5dT (108.8) 
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这 里 导数 9D(2/6t 应 当 借助 于 (108.1), (108.2) 式 通过 电场 强度 表示 . 除了 指 
数 因子 相 消 了 的 那些 项 之 外 , 对 时 间 的 平均 使 所 有 其 他 项 等 于 零 . 重复 对 其 余 
频率 做 计算 , 我 们 最 后 得 到 : 





dW iw1 
dt 16n | ena 2) Bias Eo BoadV + ee., 
dw iw , 
ER A ELki(W1, —W3) EosiBor Eo2idV 十 cc (108.9) 
d5 LW3 , 
dt ~ 16n | sum 5) Poss Bor BonrdV 十 cc 


其 中 c.c. 表示 复 共 恩 . 计算 时 使 用 了 性 质 (108.3). 
三 个 频率 能 量 的 总 变化 等 于 


ddY1 dV dY; 
= i 








dt dt dt dt 

在 非 线性 介质 中 , 这 个 和 , 一 般 而 言 , 不 应 当 精 确 为 零 , 这 是 因为 还 存在 能 量 转 
移 到 诸如 wi 一 wz,ws 十 wz 等 等 组 合 频率 的 可 能 . 但 是 , 由 外 源 产生 的 频率 为 
wi,w2,w3 的 场 的 值 与 非 线 性 的 程度 无 关 ; 与 仅仅 因为 介质 的 非 线 性 才 出 现 的 
那些 具有 其 他 频率 的 场 相反 , 外 源 庆生 的 场 不 应 该 是 小 量 . 所 以 , 可 以 认为 后 
一 类 场 在 能 量 平 衡 中 的 贡献 不 存在 并 要 求 和 式 (108.10) 为 零 . 其 次 , 由 于 这 样 
的 介质 代表 总 共有 三 个 频率 的 非 线性 系统 , 可 以 应 用 (107.7) 式 的 最 简单 形式 
的 曼 利 - 罗 定理 . 在 我 们 这 里 所 使 用 的 标记 下 , 这 个 关系 为 : 
1dY1 1dZYs _ 工 dU。，1 das 


(108.10) 


= 








7 


wi dt ws dt | wa dt ws dt 


将 (108.9) 式 代 入 上 式 , 我 们 求 得 非 线 性 介 电 常量 满足 以 下 的 重要 对 称 关系 吕 : 
Eikl (W1,W2) = Epil(—wW3, WwW2) = Epi(W1, —W3) (108.11) 


(J. A. 阿姆斯特朗 , N. 布 洛 姆 伯 根 , J. 杜 昆 , P. S. 珀 尔 珊 , 1962). 如 果 给 张 量 的 
分 量 补 写 上 第 三 个 宗 量 以 使 得 三 个 宗 量 之 和 为 零 , 则 这 些 等 式 所 表达 的 对 称 
性 变 得 更 为 直观 : 


Eikl(—W3; WwW1) W2) = Epil(W1; —W3, WwW2) 


= ELki(W2; W1, 一 w3) = Eilk(—wW3; WwW2, WwW1) 





@ 重要 的 是 , 复 振 幅 是 任意 的 ; 所 以 ，(108.9)，(108.10) 式 中 的 复 共 恩 项 独立 , 并 可 
分 别 使 它们 相等 . 





8108 非 线性 介 电 常量 - 465 ， 





(最 后 一 个 等 式 为 (108.3) 式 ). 如 果 约 定 将 三 个 相继 的 宗 量 (频率 ) 与 张 量 的 三 
个 相继 的 下 标 相 联系 , 则 可 以 在 同时 以 同样 方式 排列 宗 量 的 条 件 下 , 以 任意 的 
方式 排列 这 些 下 标 . 

我 们 注意 到 , 要 求 没有 耗 散 本 身 只 会 导致 更 弱 的 条 件 一 一 和 式 (108.10) 
等 于 零 , 亦 即 





W3Ez kL (W1) YW2) 一 wlski( 一 waw2) — woeEl, ki(w1, 一 03) = 0. (108.12) 


在 wi = wa 三 w 时 , 上述 结 论 不 能 直接 使 用 , 因为 此 时 曼 利 - 罗 关 系 式 正 
好 约 化 为 总 能 量 守恒 . 而 等 式 


Eskl (WwW) = Egil(—2w,w) = Eki(W, —2w) (108.13) 


可 以 由 (108.11) 式 取 极限 时 从 连续 性 考虑 简单 地 推断 出 来 . 

如 果 两 个 频率 wi 和 ws 趋 于 零 , 张 量 si 成 为 完全 对 称 的 . 这 个 对 称 性 
直接 反映 了 一 个 事实 , 即 在 静态 情况 下 , 可 以 从 自由 能 对 五 求 微 商 得 到 电感 
应 强度 DD: 





OF 
D; 一 
从 而 
OD; 加 ODN 
OB: OBE; 


由 此 得 出 张 量 sa 对 下 标 i 的 对 称 性 , 从 而 也 得 出 其 对 全 部 三 个 下 标的 对 
如 果 频 率 中 只 有 一 个 等 于 零 , 则 关系 式 (108.11) 导致 等 式 


Eikl (w， 0) = ELl,ki (w, 一 w)， (108.14) 


同时 也 有 
Ei,kl (w,0) 一 Epil(—w, 0) = Ek,il (w， 0) (108.15) 


(由 于 (108.5), 实 函 数 sk ix(w,0) 是 w 的 偶 函 数 ). 张 量 ei x(w,0) 描写 线性 电光 
效应 一 一 恒定 电场 影响 下 晶体 介 电 常量 的 改变 , 因而 它 理应 与 (100.4) 式 确定 
的 张 量 aikz 相同 : 

Eikl(W, 0) = QikL(w); 
由 于 (108.15) 式 , 它 相 对 于 下 标 i,k 对 称 . 张 量 exi(w, 一 w) 则 描写 另 一 个 效 
应 介质 中 出 现 正 比 于 所 施加 的 弱 交 变 周期 场 平 方 的 静态 介 电极 化 (对 照 
(108.6) 式 中 的 第 二 项 ). 因此 , 等 式 (108.14) 建立 起 了 这 两 个 效应 之 间 的 联系 . 
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通过 类 似 的 考虑 , 采用 跨 接 电 学 量 和 磁 学 量 的 非 线 性 响应 率 , 有 可 能 重新 
获得 法 拉 第 磁 光 效应 与 旋转 电场 引起 的 介质 磁化 之 间 的 关系 ; 这 就 是 由 公式 
(101. 5) 和 (101.25) 建立 的 关系 . 

前 面 曾经 说 过 , 相对 于 空间 反 演 不 变 的 介质 不 存在 二 阶 非 线 性 . 在 这 种 
情况 下 , 非 线性 效应 从 函数 D( 万 ) 级 数 展开 的 立方 项 开始 .相应 的 三 阶 非 线性 
介 电 常量 是 依赖 于 三 个 独立 频率 的 四 秩 张 量 : 


Eiklm (WwW1, WwW2, WwW3). 
它 的 对 称 性 质 与 二 阶 介 电 张 量 的 对 称 性 质 完全 类 似 : 如 果 再 引入 第 四 个 频率 
W4 三 w1 十 w2 十 WwW3 


并 将 张 量 写 为 
Eiklm(—W4; WwW1, Ww2, Ww3) 
的 形式 , 则 可 以 在 以 同样 的 方式 排列 宗 量 的 条 件 下 , 以 任意 方式 排列 下 标 . 
由 于 三 阶 非 线 性 所 引起 效应 的 独特 性 , 在 平方 非 线 性 存在 时 它 可 能 就 已 
经 很 重要 了 . 
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本 节 将 研究 与 以 初始 波 频率 振动 的 场 的 非 线 性 变化 有 关 的 光学 效应 . 换 
名 话说 , 研究 单 色 场 巨 所 具有 的 频率 ww 对 DD 的 非 线 性 贡献 . 场 的 平方 项 中 没 
有 这 样 的 贡献 : 这 些 项 只 包含 频率 2w 和 0. 第 一 个 不 为 零 的 效应 是 由 立方 非 
线性 产生 并 包含 在 形 为 BEE* (频率 w+w- w=w) 的 项 中 . 

本 节 以 下 将 假定 介质 是 各 向 同性 的 (液体 或 气体 ). 此 时 我 们 感 兴趣 的 电 
感应 强度 中 的 三 阶 项 在 一 般 情 况 下 具有 


D3) =a(w)EPE+P(WE EE’ (109.1) 


的 形式 , 它 含 有 两 个 独立 系数 ; 在 透明 介质 中 这 些 系 数 是 w 的 实 的 偶 函 数 . 独 
立 系数 的 这 个 数目 是 与 张 量 einum( 一 w; 一 w,w,w) 的 对 称 性 质 一 致 的 .在 式 中 
所 示 宗 量 什 情况 下 这 个 张 量 相对 于 下 标 对 ik 和 lm 对 称 ; 在 各 向 同性 介质 中 
这 种 张 量 有 两 个 独立 分 量 . 在 低频 极限 下 , 如 前 一 节 所 述 , 张 量 应 当 相 对 于 所 
有 下 标 对 称 , 亦 即 在 各 向 同性 介质 中 正比 于 组 合 


Qikoim 十 iOkm 十 imOkl. 
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a(0) = 26(0). (109.2) 


对 于 线 偏振 场 五 , 表达 式 (109.1) 可 以 简化 . 在 这 样 的 偏振 下 , 复 矢 量 吾 
化 为 乘 以 共同 相位 因子 的 实 矢 量 ; 此 时 | HH?E 和 E2E* 相同 , 并 且 


D3) = (a+ pb)| ETE. (109.3) 


在 场 五 为 圆 偏振 时 , 也 出 现 这 样 的 简化 : 在 此 情况 下 E? = 0, (109.1) 式 约 化 
为 
D3) = olEl2E. (109.4) 


在 这 两 种 情况 下 , 电感 应 强度 的 偏振 与 五 一 样 . 而 在 一 般 的 椭圆 偏振 情况 下 ， 
已 和 DG) 的 方向 及 长 短 主轴 比 都 不 一 样 . 
D= DV +D®)=ep+D) 


(其 中 e(w) 为 通常 的 线性 介 电 常 量 ) 代入 麦克 斯 圳 方程 , 代入 后 麦克 斯 韦 方程 
的 形式 应 写 为 (从 中 消去 磁场 五 后 ): 
10D 
rotrot 五 十 二 0， (109.5) 
divD =0. (109.6) 





重要 的 是 , 这 个 非 线性 方程 组 允许 有 具有 线 偏 振 或 圆 偏振 的 单 色 平面 波 
E= Foeite 7 一 ob (109.7) 


形式 的 精 依 解 . 事实 上 , 对 于 这 样 的 波 | EF = | Eol?, 因 此 (109.3) 或 (109.4) 式 
具有 线性 情况 时 的 特性 , 不 过 介 电 常量 依赖 于 电场 的 振幅 ; 所 以 在 解 方程 之 后 
可 以 取 实 部 . 在 这 些 情况 下 , 我 们 将 马 与 巨 的 关系 写 为 


2 
D= (: 十 a mp) E (109.8) 
的 形式 , 为 了 今后 方便 引入 记号 六 对 于 线 偏 振 波 = w2(a 十 B)/(2c?), 而 对 于 
圆 偏振 波 7 = w2a/(2c2). 
将 (109.8) 式 代 入 (109.6) 式 给 出 divE = 0 一 如同 在 线性 理论 中 一 样 ， 
电场 依然 是 横 场 . 考虑 到 这 点 , 将 (109.7) 式 代入 (109.5) 导致 色散 关系 


2 0 2 
< 去 二 24| 五 0| (109.9) 
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相 速 度 w/k 现在 不 仅 依赖 于 频率 而 且 依赖 于 波 的 振幅 . 如 果 7 > 0, 相 速 
度 随 波 的 振幅 的 增加 而 减 小 , 这 样 的 介质 称 为 聚焦 介质 (这 个 名 称 的 含义 后 面 
再 解释 ). 而 如 果 7 < 0, 相 速 度 随 波 的 振幅 的 增加 而 增长 , 介质 称 为 散 焦 介 质 . 

使 用 非 线性 关系 (109.1) 的 前 提 当 然 是 非 线 性 很 弱 , 即 更 高 阶 的 项 必定 比 
D3) 项 小 得 多 . 此 时 由 于 在 长 时 间 间 隔 和 长 距离 上 的 非 线性 效应 的 积累 , 会 
产生 性 质 上 全 新 的 现象 . 在 这 种 情况 下 , 问题 的 自然 提 法 是 研究 形 如 


E= 已 0(tr)eitkor 一 ob (109.10) 


的 殖 单 色 波 , 其 中 Eo(t,7) 是 时 间 和 坐标 的 缓 变 函数 ( 它 在 ~ 1/w 的 时 间 间 隔 
和 ~ 1/ko 的 距离 上 的 相对 变化 很 小 ). 这 个 场 的 傅 里 叶 展 开 中 包含 的 波 矢 分 
布 在 矢量 ko 周围 的 一 个 不 大 的 取 值 区 间 内 ; ko 的 方向 沿 z 轴 , 我 们 假定 其 值 
以 和 线性 理论 对 应 的 等 式 
k2 = 与 s(w) (109.11) 
与 w 相 联 系 . 下 面 我 们 来 推导 Eo(t,7) 的 方程 . 
我 们 首先 注意 到 方程 (109.5) 的 一 项 


rotrot EBE=graddivE— AE 
中 量 graddiv 玉 可 以 略 去 . 实际 上 , 由 于 方程 (109.6), 电场 强度 的 散 度 
2 
divE 1;E . grad | 五 o|?， 
也 就 是 说 , 这 个 散 度 仅仅 依靠 对 缓 变 函 数 Eo 的 导数 才 不 为 零 , 而 且 由 于 非 线 
性 项 是 小 量 而 变 得 更 小 ; 这 样 的 量 我 们 自然 要 略 去 . 因此 我 们 有 


OF | 
rotrotE 寺 AEF bi = 2iko Be A ei(kor—wt) 


其 中 As =62/6y2 十 02/0z? ( 略 去 了 不 含 大 因子 ho 的 二 阶 导 数 862BE0o/6z2 项 ; 
横向 导数 可 以 比 纵向 导数 大 得 多 ). 
92DW /9t? 的 计算 可 类 似 于 推导 公式 (80.10) 那样 进行 @, 并 最 后 给 出 





1 02DY 1 .O(w?E) OFo0N\ in 
(ee 可 十 i 2 ) Bo) 
.ko OEoN\ ii r- 
二 一 2 - i(ko.r—wt) 
(BB + 2 了 ) 
其 中 按 定义 





:0 (109.12) 
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引入 了 和 群 速 度 v. 在 对 DS) 的 导数 中 仅 留 下 


1 02D'(3) 
@ Ol 
一 项 也 就 足够 , 这 里 略 去 了 含 小 导数 9Eoy/6t 的 项 . 
将 所 得 表达 式 代 人 (109.5) 式 后 , 我 们 最 终 得 到 下 列 方程 : 


—2n(w)|Eol’E 


iko (去 十 2 Eo 一 -5ALE, es n(w)| Eol|’B. (109.13) 
等 式 左 端的 导数 组 合 表示 了 这 样 一 个 事实 , 即 振幅 的 扰动 以 群 速 度 向 波 传播 
方向 迁移 . 

借助 这 个 方程 可 以 研究 精确 解 (109.7) 和 (109.8) 所 描写 的 无 界 平面 波 的 
稳定 性 (B. H. 别 斯 帕 洛 夫 , B. H. 塔 兰 诺 夫 , 1966). 我 们 将 会 看 到 , 在 聚焦 介 
质 中 波 是 不 稳定 的 ©. 

根据 (109.9) 式 在 精确 解 (109.7) 中 
辣 ne 
ko ko 十 
其 中 ko 由 (109.11) 确定 ; 在 线 偏振 波 中 振幅 Eo 可 以 确定 为 实 矢量 . 所 以 如 果 
将 波 (109.7) 写 为 (109.10) 的 形式 , 在 后 一 种 形式 中 必须 令 


2 
Eo(x) = Eo exp (ie . 
0 


这 个 表达 式 起 着 未 扰动 波 振 幅 的 作用 . 我 们 将 研究 关于 扰动 沿 波 传播 方向 空 
间 发 展 的 定常 问题 . 相应 地 , 我 们 将 受到 小 扰动 的 波 的 振幅 写 为 


五 o(7) = {Eo+ SE(r)}exp (2 (109.14) 


我 们 将 假定 5E 沿 Bo 方向 . 
将 (109.14) 式 代入 (109.13) 式 导 致 方程 


,08E 1 
ikop = 3A18E —nE8(8E +6B"). (109.15) 
今 
8 已 = 4el(q7+72) 十 Bre-i(qrtye) (109.16) 





@ 这 种 情况 在 更 早 一 些 时 候 曾 由 霍 赫 洛 夫 指 出 (P. B. 霍 灰 洛 夫 , 1965). 
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其 中 g 为 yz 平面 上 的 矢量 . 将 这 个 表达 式 代 入 (109.15) 式 并 分 别 归 并 含 
exp{ 土 i (q: 7 十 YX)} 的 项 , 我 们 得 到 两 个 方程 


2 
q 
($ —nB? 十 tion ) A—nEB= 0, 


总 
_nB2A+ (5 —nBE2— hon ) B=0. 


方程 的 系数 行列 式 等 于 零 的 条 件 给 出 


q ee 
一 土 二 /9q2 一 4nE2. 
YY 2k0 gq NEo 
当 ”>0 以 及 
gq < 4nE2 (109.17) 


时 , 7 为 虚数 , 因此 ，(109.16) 式 的 5 已 含有 指数 增长 项 , 亦 即 波 不 稳定 . 我 们 注 
意 到 , 不 稳定 性 的 最 大 增长 率 为 对 波 矢 的 非 线 性 修正 的 数量 级 . 

这 种 不 稳定 性 的 表现 之 一 是 在 聚焦 介质 中 传播 的 光束 宽度 受到 限制 的 自 
聚焦 . 这 个 现象 的 起 源 在 于 , 如 果 场 的 振幅 由 光束 轴 向 光束 边缘 减 小 , 则 依赖 
于 这 一 振幅 的 介质 介 电 常量 ( 当 ?7”> 0 时 ) 也 沿 同一 方向 减少 , 于 是 介质 表现 
得 如 同 聚 焦 透 镜 (TI. A. 阿 斯 卡 良 , 1962). 光束 的 行为 取决 于 两 种 相反 倾向 的 
博弈 , 即 这 样 的 自 聚 焦 与 衍射 引起 的 光束 扩展 之 间 的 博弈 ， 

首先 我 们 证 明 , 在 方程 (109.13) (m > 0 时 ) 允许 非 扩 展 定常 解 的 意义 上 ， 
这 两 种 倾向 可 以 相互 抵消 . 这 样 的 自 沟 道 化 是 一 种 特殊 的 非 线性 效应 . 在 线性 
理论 中 所 有 截面 受 限 的 光束 均 因 衍射 而 发 散 . 这 里 我 们 把 讨论 限制 在 一 维 情 
况 , 场 强 EE 仅 依赖 于 一 个 横向 坐标 y, 偏振 沿 z 轴 ; 波 沿 z 轴 方 向 传播 .在 
此 情况 下 可 以 得 到 问题 的 解析 解 (B. H. 塔 兰 诺 夫 , 1965). 此 时 我 们 抛 开 显然 
不 稳定 的 ( 沿 z 轴 方 向 ) 无 限 宽 光 束 情 况 不 论 , 因为 其 中 可 能 含有 小 gz 值 的 扰 
动 , 根据 (109.17) 式 , 这 样 的 光束 是 不 稳定 的 . 

我 们 令 








Eoz = F(y)ei”” (109.18) 
其 中 x 是 对 波 矢 ko 起 修正 作用 的 一 个 小 量 ; 也 数 F(y) 是 实 函 数 . 将 上 式 代 
入 (109.13) 后 给 出 这 个 盟 数 的 方程 


1d2F 


pe koxF — nF. (109.19) 





@ 我 们 注意 到 , 在 这 些 条 件 下 , 曾 当 作 小 量 略 去 的 grad div 巨 此 时 恒 等 于 零 . 
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这 个 方程 有 第 一 积分 


1 /dF\’ n 
Vl F244+AF1o 
5 (对 ) koxrF”“ 十 5 const 


我 们 对 |y| 一 ce 时 已 和 dFydy 等 于 零 的 解 有 兴趣 . 与 此 相应 令 const = 0, 经 
过 简单 的 积分 给 出 








2kox\ /2 1 
2 109. 
( 7 ) cosh[(2kox)1/2y] (109.20) 


(y 坐标 的 原点 选 在 光束 中 心 ). 光束 沿 y 轴 的 宽度 为 : 


1 

6~ (kox) ?~ -ED 
由 于 党 光束 流 过 的 能 流 W ~ E2(0)/5, 故 5 正比 于 1/W, 光束 携带 的 功率 越 
大 , 光束 越 罕 

这 样 的 自 沟 道 化 光束 所 代表 的 是 介质 聚焦 性 质 恰 好 抵消 了 衍射 的 情况 . 
其 他 的 光束 或 发 散 或 会 聚 . 首先 , 我 们 将 写 出 有 限 截面 真实 光束 的 自 聚 焦 定性 
判 据 ( 乔 瑞 宇 , E. M. 伽 弥勒 , C. H. 汤 斯 , 1964). 从 不 稳定 性 条 件 (109.17) 出 发 ， 
这 可 以 立即 做 到 . 在 特征 半径 为 R 的 光束 中 可 能 有 与 光束 轴 成 横向 的 波长 小 
于 及 的 扰动 , 亦 即 具 有 波 矢 值 q 之 1/R 的 扰动 .条件 (109.17) 决定 引起 不 稳定 
性 的 g 值 的 上 限 . 所 以 在 

OOR27 之 1 (109.21) 


时 , 光束 相对 于 自 聚 焦 是 不 稳定 的 . 光束 携带 的 功率 取决 于 乘积 BE2R?. 我 们 
注意 到 , 自 聚 焦 开 始 出 现 的 临界 功率 值 不 依赖 于 光束 横 截 面 面 积 

也 可 能 确立 光束 自 聚 焦 的 精确 的 (不 仅 是 数量 级 上 的 ) 充分 条 件 (C. H 
伏 拉 索 夫 , B. A. 彼 特 利 谢 夫 , B. I. 塔 兰 诺 夫 , 1971). 

对 于 与 zx 的 关系 的 特征 未 作 预 先 假设 的 定常 线 偏振 光束 , 函数 Bo(z,p) 
的 方程 形式 为 和 

io 0? SA n|Eol?2 Eo (109.22) 

(p 为 y,z 平 面 上 的 二 维 径 矢 ; 微分 算 符 Ai 和 Vi 在 这 个 平面 上 作用 ). 容易 
验证 , 由 这 个 方程 可 得 出 等 式 


olE 
: 人 +divi 了 = 0， (109.23) 


于 


EoViB: — EV Eo). 


加 
j= gp 
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由 此 同样 也 可 以 得 出 积 


Do 
ws |Eol?d?p. (109.24) 





“守恒 ” ( 亦 即 与 T 无 关 )， 且 积 


2 
”2k2 


也 守恒 , 利用 方程 (109.22), 很 容易 用 对 x 直接 求 微 商 的 办 法 确认 这 点 ， 当 
然 要 假定 io 在 p 一 co 时 减 小 得 足够 快 , 以 使 得 两 个 积分 (以 及 下 面 的 积 
(109.26)) 收敛 @. 

现在 我 们 来 证 明 , 光束 的 行为 取决 于 积分 8 的 符号 : 当 8 > 0 时 光束 平 
均 发 散 ; 而 当 8 < 0 时 光束 聚焦 . 证 明基 于 一 个 简单 的 光束 平均 半径 R 的 方 
程 , 光束 平均 半径 RR 的 定义 是 


2 | {|V1. Bo]? — nlBol}d2p (109.25) 


R2(z) = 六 / p2|Eo|?d2p (109.26) 
为 了 推导 这 个 方程, 利用 (109.23) 式 , 我 们 写 出 : 
£ /elesp = aiv joa20 =2 | 3- pdsp. 


再 一 次 对 z 求 微 商 , 从 (109.22) 式 中 将 6980/6zx 代入 并 分 部 积分 两 次 , 结果 我 
们 得 到 方程 


d2 2 
由 此 
2 26 有 2 
R(z)= (£0) + Ro, (109.27) 


其 中 zo, Ro 为 常量 . 我 们 看 到 , 当 8 <0 时 在 沿 光 束 传 播 方 向 的 有 限 距离 处 达 
到 了 光束 的 完全 聚焦 , 即 其 半径 RR 等 于 零 @. 

在 近似 方程 (109.13) 框架 内 得 到 的 这 个 结果 , 在 焦点 本 身 附近 不 可 能 
真正 的 物理 意义 , 因为 在 那里 推导 方程 时 所 作 的 假设 遭 到 了 破坏 . 只 要 指出 这 
一 点 就 足够 , 即 在 准确 聚焦 时 场 能 量 密度 无 限 增 大 的 情况 下 ,已 没有 理由 将 非 

@ 根据 方程 (109.22) 内 所 含 导数 的 特征 , 这 个 方程 类 似 于 二 维 薛 定 齐 方 程 (其 中 坐 
标 z 起 时 间 的 作用 ), 在 这 种 类 似 下 ,积分 N 和 《& 分别 扮演 “粒子 数 " 和 “能 量 ” 的 角色 ; 
方程 的 非 线 性 性 质 没 有 影响 这 些 守 恒 律 的 推导 . 

@ 我 们 注意 到 , 如 果 |gol? 在 光束 截面 的 分 布 不 沿 光 束 长 度 改变 , 则 R?2 = const 且 
8 二 0. 但 反之 却 不 然 . 可 以 存在 这 样 的 解 , 其 中 &=0, 从 而 R= const, 但 |Eol? 的 分 布 
依赖 于 zx. 
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线性 限制 在 最 低 程度 立方 非 线性 . 重要 的 是 , 光束 自 聚 焦 的 可 能 性 已 经 
达到 非 线 性 不 再 是 小 量 的 程度 . 我 们 要 强调 指出 , 这 里 所 确立 的 判 据 只 有 充分 
性 而 没有 必要 性 . 具有 48 < 0 的 光束 明显 是 整体 地 聚焦 , 然而 8 > 0 时 光束 的 
平均 发 散 并 不 与 其 内 部 的 某 一 部 分 聚焦 相 矛 盾 . 


§110 二 次 谐 波 的 产生 


$107 中 仅 研 究 了 有 关 非 线性 光学 特征 的 频率 变换 过 程 的 若干 一 般 关 系 , 
现在 我 们 来 阐述 这 种 典型 过 程 的 定量 理论 一 一 二 次 谐 波 的 产生 , 亦 即 用 频率 
为 w 的 电磁 场 激 发 频率 为 2w 的 场 (P. B. 霍 赫 洛 夫 , 1960; J. A. 阿姆斯特朗 ， 
N. 布 洛 姆 伯 根 , J. 杜 昆 , P. S. 珀 尔 珊 ,，1962). 

二 次 谐 波 的 产生 是 一 种 二 阶 非 线 性 效应 . 它 被 包含 在 非 线性 响应 张 量 





Eikl (—2w; w, w) (110.1) 


中 并 因此 不 会 出 现在 允许 有 空间 反 演 的 介质 中 . 张 量 (110.1) 对 下 标 大 和 1? 对 
称 ; 它 在 不 同 晶 体 中 的 对 称 性 质 和 压 电 张 量 ($17) 相同 . 我 们 将 假定 介质 是 非 
吸收 介质 , 因此 si 心 是 实 张 量 . 

二 次 谐 波 的 产生 这 个 问题 可 以 用 下 述 方式 表述 . 令 频 率 为 w 的 平面 单 色 
波 入 射 到 晶体 表面 . 除了 同一 频率 的 反射 波及 两 个 折射 波 (在 双 折 射 晶体 中 ) 
之 外 , 也 产生 了 频率 为 2w 的 反射 波 和 折射 波 . 晶体 中 的 这 个 频率 的 波 是 方程 
(109.5)，(109.6) 的 解 , 在 这 些 方程 中 电感 应 强度 的 非 线性 项 刀 (2) 应 当 用 基 波 
场 来 表达 . 所 有 这 些 波 的 振幅 借助 于 边界 条 件 均 通 过 入 射 波 的 振幅 表达 , 对 此 
我 们 不 去 深究 . 不 言 而 喻 , 频率 为 2w 的 波 的 振幅 因 非 线性 响应 率 很 小 而 为 小 
量 呈 . 

折射 波 如 同 在 无 限 介 质 那 样 向 晶体 内 部 传播 . 非 线 性 效应 随 着 它们 的 传 
播 逐 步 积 累 , 谐 波 的 强度 可 以 达到 很 大 的 值 , 从 而 发 生 能 量 由 基 频 向 谐 波 的 转 
移 . 这 正 是 我 们 感 兴 趣 的 过 程 . 此 时 晶体 表面 条 件 只 起 给 出 某 一 不 为 零 的 二 
次 谐 波 场 的 小 振幅 的 “初始 ”条件 的 作用 . 这 些 条 件 给 出 (对 于 已 知人 射 波 方 
向 ) 晶体 中 一 次 谐 波 的 波 和 撩 ki 和 二 次 谐 波 的 波 矢 ko. 

今后 我 们 将 会 看 到 , 能 量 的 有 效 转 移 仅 当 基 波 和 谐 波 的 同步 条 件 名 


Ka ~ 2k1 (110.2) 


包 在 某 些 特殊 情况 下 对 非 线 性 介质 边界 上 反射 与 折射 条 件 的 计算 ,参见 Bloembergen 
N., Pershan P. 9. //Phys. Rev. 1962. V. 128. P.606. 

@ 从 将 二 次 谐 波 的 产生 看 作 两 个 光子 “并 合 ” 为 一 个 光子 的 量子 观点 出 发 , 对 这 一 
条 件 的 本 质 看 得 特别 清楚 . 等 式 ikz = 2hki 反映 了 这 个 过 程 中 的 动量 守恒 . 
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得 到 满足 时 才 会 发 生 . 这 里 我 们 要 强调 指出 , 色散 的 存在 对 于 单个 二 次 谐 波 
产生 问题 的 表述 本 身 具有 原则 性 的 意义 . 在 没有 色散 的 情况 下 , 折射 时 条 件 
(110.2) 与 对 于 更 高 次 谐 波 (ks = 3ki 以 及 其 他 ) 的 类 似 条 件 一 起 自动 满足 . 存 
在 色散 时 , 情况 不 再 如 此 , 并 可 以 认为 二 次 谐 波 满足 的 同步 条 件 , 不 再 为 其 他 
谐 波 满足 . 这 里 我 们 强调 指出 , 只 要 基 波 与 谐 波 属于 不 同 的 偏振 类 型 并 从 而 具 
有 不 同 的 色散 关系 , 条 件 (110.2 ) 实际 上 已 可 满足 . 

我 们 将 介质 中 的 场 写 为 两 个 波 的 盔 加 : 


五 一 五 1 十 五 > 一 Re(el Bioei(®1"—%t) 十 e2 ooeitea "7-20t)] (110.3) 


而 且 由 于 条 件 (110.2)， 
k2 = 2ki++g, (110.4 ) 


其 中 gq 之. 将 波 的 振幅 表示 为 乘积 的 形式 : Eo = eBo, 其 中 e 为 单位 偏振 矢 
量 (e.e* = 1). 在 线性 近似 下 这 些 振幅 均 为 常量 , 而 在 考虑 非 线性 时 它们 为 
坐标 的 缓 变 ( 即 在 ~ 1/ki 的 距离 上 变化 很 小 的 ) 函数 . 

将 (110.3 ) 式 代 入 麦克 斯 韦 方程 109.5)，(109.6), 并 在 其 中 分 离 具 有 同样 
时 间 依 赖 性 的 项 , 就 可 得 到 两 个 波 的 振幅 的 方程 . 我 们 不 在 这 里 详细 进行 这 些 
简单 但 却 十 分 庞杂 的 计算 , 仅 给 出 某 些 原则 性 的 提示 . 

我 们 将 寻求 描写 晶体 中 由 行进 基 波 引起 的 二 次 谐 波 定常 产生 的 解 ,这样 
的 解 不 依赖 于 时 间 . 在 准确 同步 (g = 0 ) 时 , 振幅 方程 完全 不 显 含 坐标 ; 在 非 
准确 同步 时 , 坐标 仅 以 组 合 g.r 的 方式 (在 乘 数 因子 exp(-i gr) 中 ) 出 现在 方 
程 中 . 选择 矢量 g 的 方向 作为 z 轴 的 方向 , 所 以 可 以 寻求 仅 依赖 于 z 的 解 . 如 
果 从 前 述 有 关 频 率 为 w 的 波 入 射 到 晶体 表面 问题 的 表述 出 发 , 则 问题 在 平行 
于 这 一 表面 的 平面 上 是 相同 的 . 所 以 z 轴 垂 直 于 晶体 表面 (由 于 边界 条 件 矢 
量 g 垂直 于 晶体 表面 自动 满足 ). 

取 线 性 近似 时 , 在 各 向 异性 ( 非 旋光 ) 介质 中 波 是 线 偏 振 的 (参见 897) ; 对 
于 这 些 波 可 以 确定 e 为 实 矢量 , 以 下 我 们 自然 用 这 样 的 el 和 es 值 表示 两 个 
波 的 偏振 . 如 果 将 每 个 波 的 振幅 Eo 按 e,k, ex 天 三 个 方向 分 解 , 则 后 防 个 方 
向 上 的 分 量 是 小 量 , 因为 显示 非 线 性 效应 的 导数 dEo/dz 为 小 量 . 沿 e 方向 的 
分 量 近似 地 与 Bo 矢量 的 大 小 Bo 相同 .它们 的 方程 可 以 通过 将 方程 (109.5) 乘 
以 矢量 el 和 es 获得 . 由 于 假定 Bo = const 的 波 是 麦克 斯 韦 方 程 在 线性 近似 
下 的 精确 解 , 方程 中 所 有 不 含 对 z 的 导数 的 线性 项 都 会 相 消 . 沿 k 与 exk 方 
向 的 Po 分 量 的 项 (这 些 项 可 能 与 含 导数 dBo/dz 的 项 同 数量 级 ), 如 所 预料 , 在 
相 乘 之 后 全 部 消失 ; 这 种 情况 与 电感 应 强度 矢量 万 与 太 及 ex 天 方向 的 正 交 
性 有 关 ( 见 (97.3) 式 ). 
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由 于 预先 假定 了 振幅 对 坐标 依赖 的 缓慢 性 , 方程 中 可 以 略 去 Eo 对 > 的 
二 阶 导数 . 所 以 , 比如 Eo 的 方程 ( 乘 以 es 后 ) 中 包含 的 表达 式 


dw? ik2:7 
€2i (rot rot)ik — a Eik(2) ek E20€' 2 


在 计 及 上 述 所 有 考虑 后 , 近似 地 简化 为 


dP20 
dz 


(其 中 /为 > 方向 单位 矢量 ), 对 于 El 也 有 类 似 结 
作为 前 述 所 有 运算 的 结果 而 获得 的 最 终 的 方程 是 
dbE20 


21e2: [R2 义 (1 义 e2)] 











i —ine™igz EY 
Ex (110.5) 
Ql 3 一 ine™’ PioE*o, 
其 中 引入 了 符号 @; 
w2 
二 元 a kl (W, WwW) Ee2iE1kE1l, (110.6) 
Ql = [ei x (Ka Xx e1)], 
1 
Q2 一 3! [ez x (k2 x e2)] 1. [es x (k1 x e2)] (110.7) 


将 (110.5) 的 第 一 个 方程 乘 以 E30, 第 二 个 方程 乘 以 Bio, 相 加 后 求 得 这 个 
方程 组 的 第 一 


ailBiol? + a2|E20|? = const 三 书 (110.8) 


这 个 积分 反映 了 两 个 波 中 沿 z 轴 的 能 流 之 和 为 常量 @. 
从 复数 量 转换 为 实数 量 亦 即 量 Bio 和 Po 的 绝对 值 和 相位 很 方便 . 为 
了 最 大 程度 地 简化 方程 , 我 们 引入 新 的 未 知 量 pi,p2z, wp1,w2 作为 无 量 纲 量 , 并 


按照 
(BP. 5 [Pe 
Eio = 一 01e91， E20 一 一 02el9? (110.9) 
Ql Q2 


Q@ (110.5) 式 中 的 第 一 个 方程 由 含 e-?i%t 的 项 得 到 , 而 第 二 个 方程 由 含 ei2t 的 项 得 
到 . 在 这 些 方程 的 右 端 使 用 了 关系 式 (108.13)， 
@ 波 己 ! 中 按时 间 平 均 的 能 流 密度 为 : 





Eo 
i 让 
S1z = 和 Rel. (Eio x Hi0) = a [Eio x (k1 x E10)] = 二 一 Bol ， 


波 Ez 中 的 平均 能 流 密度 与 此 类 似 . 
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定义 它们 , 方程 组 (110.5) 相对 于 变换 
P13PITE, ps 一 25 十 26 


不 变 . 所 以 其 中 分 离 出 对 于 函数 pi1,pz 和 对 于 不 变 组 合 2p1 - pz 的 方程 , 共同 
构成 一 个 封闭 方程 组 . 它们 是 : 








dp1 dp2 a 
dc = —p1p2 3in pb， ac = pt sin b, (110.10) 
Es 一 5 一 (2 一 a cos0 (110.11) 
dc : p2 pa ， 
其 中 
0 一 2pl1 一 pa2 一 56 (110.12) 
并 引进 无 量 纲 变 量 
P 
¢ = zn /= (110.13) 
QIQ2 
和 无 量 纲 参 量 
2 
d /QIQ2 
二 g 10. 
Ss (110.14) 


用 这 些 变量 表示 的 第 一 积分 (110.8) 的 形式 为 
p+p2=1. (110.15) 
我 们 来 研究 准确 同步 情况 : g = 0, 亦 即 s= 0. 此 时 方程 (110.10), (110.11) 
还 有 一 个 第 一 积 4 
pipzcos0 一 const 三 0 (110.16) 


(其 中 常量 62 < 4/27; 容易 确认 , 这 是 根据 条 件 |cos9| < 1 从 等 式 (110.15) 和 
(110.16) 得 出 的 ). 利用 这 两 个 第 一 积分 , 方程 (110.10) 的 解 归结 为 计算 积 


即 求 椭 圆 积 4 
] ro2(C 
人 +3 en fu(1 — wu)? — 62]12’ (110.17) 


积分 前 面 正 负 号 的 选择 取决 于 sin9 的 初始 (¢ = 0 时 ) 值 . 三 次 方程 





u(1L 一 2 一 62 一 0 (110.18) 
在 02 和 4/27 时 有 三 个 正 实数 根 , 其 中 有 两 个 小 于 1; 我 们 将 这 两 个 根 标记 为 
p2 和 p, 而且 po2 < pz@. 公式 (110.17) 所 确定 的 函数 p3(5) 在 这 两 个 值 的 界限 


@ 在 这 些 解 之 间 ，(110.18) 式 左 端 的 多 项 式 在 点 w= 1/3 有 等 于 4/27 - 562 的 极 大 
值 ; 在 62 = 4/27 时 , 这 一 极 大 值 等 于 零 , 两 个 实 根 汇 合 , 之 后 随 5 增 大 而 消失 . 
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之 间 以 积 4 


二 [ul(1 — w)? — 62]1/2 有 


为 周期 作 周 期 性 改变 . 函数 (6) = 1 一 p2(4) 也 以 类 似 的 方式 变化 , 而 且 当 它 
们 之 间 的 一 个 为 极 大 时 , 另 一 个 为 极 小 . 

量 22 应 当 等 同 于 晶体 表面 (> = 0) 的 边界 条 件 给 出 的 二 次 谐 波 的 强度 值 
p2(0). 我 们 看 到 , 在 晶体 内 部 的 z 轴 方 向 上 发 生 着 能 量 由 基 波 向 二 次 谐 波 以 及 
逆向 过 程 的 周期 性 转移 . 当 p2(0) 减 小 时 这 个 过 程 的 周期 增 大 , 并 当 p2(0) 一 0 
时 以 对 数 律 趋 于 无 穷 大 . 对 应 于 极限 值 pz(0) = pa = 0 的 解 


p1 一 二 p2 一 tanh( (110.20) 
是 在 6 = 0 时 用 初等 积分 从 方程 (110.17) 得 到 的 , 其 中 二 次 谐 波 振幅 单调 增 
长 ,并 在 《一 co 时 ,所 有 的 能 量 都 渐 近 地 由 基 波 转移 到 二 次 谐 波 上 . 

我 们 现在 来 研究 相反 的 情况 , 此 时 振幅 pz 处 处 都 比 pi 要 小 . 我 们 将 会 看 
到 , 这 种 情况 对 应 于 波 的 同步 性 的 显著 损失 . 

当 ps 之 p1 时 , 在 一 级 近似 下 , 可 以 把 pi 当 作 常量 (pi = p1(0)), 而 将 pz 
和 9 的 方程 的 形式 写 为 


ly 
qe Puend, 灭 二 5 十 cos0. 
这 些 方程 的 在 初始 点 6= 0 处 等 于 零 的 解 为 : 
i 
pa2(6) = AP1(0) sin 了， 0 三 一 了 - (110.21) 


这 些 公 式 给 出 在 间隔 0 和 5 和 2r/s ( 亦 即 0 和 x 和 2n/g) 内 场 的 变化 , 此 后 过 程 
周期 性 重复 @, 条 件 ps << pl 意味 着 必须 有 p3(0)/s < p1(0), 亦 即 s 六 p1(0) 或 


者 
1 


~ Api(O)VE. 
这 是 相对 大 的 同步 性 损失 的 条 件 . 一 般 而 言 ,参量 9 的 大 小 决定 何 种 效应 限制 
谐 波 的 产生 ( 亦 即 振幅 ps 的 增长 ) 一 一 到 底 是 gzo 六 1 时 破坏 同步 性 的 线性 
效应 还 是 gzo 之 1 时 的 非 线 性 效应 @? 

Q 在 每 一 个 后 续 周 期 中 , 都 应 在 相位 变量 9 的 常数 项 上 加 一 个 <. 在 po =0 的 点 
上 ,相位 wa 失去 意义 , 而 且 相 位 差 9 可 以 经 历 跃 变 . 

@ 这 里 提醒 大 家 , 我 们 的 研究 都 是 基于 前 提 条 件 g < &i 的 . 在 推导 方程 (110.5) 时 ， 
我 们 已 充分 地 使 用 了 这 一 条 件 , 而 且 在 其 中 没有 涉及 小 参量 g/ki. 在 处 理 gzo > 1 的 情 
况 时 , 我 们 当然 假定 这 个 条 件 与 条 件 g < ki 是 相 容 的 . 
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迄今 为 止 , 本 节 讨 论 的 均 是 由 基 波 产生 二 次 谐 波 . 但 是 , 所 研究 的 方程 也 
描写 相反 的 过 程 : 频率 为 w 的 微弱 信号 在 频率 为 2w 的 强 辐射 场 中 的 放大 ( 称 
为 参量 放大 ). 我 们 这 里 将 要 研究 的 这 个 过 程 是 更 为 一 般 的 现象 一 一 具有 不 同 
频率 ws 和 wi 一 wo 的 信号 在 具有 频率 wi 的 强 波 场 中 的 放大 (C. A. 阿 幸 曼 诺 
ne de ete 
首先 , 我 们 要 强调 这 个 过 程 与 二 次 谐 波 产生 的 0 二 次 谐 波 产生 可 
以 从 谐 波 强度 为 零 开 始 . 0 一 个 不 为 零 的 初始 强度 : 
nn hi i 
We 与 p1 一 起 也 都 等 于 零 . 

一 次 来 猎 究 准确 同步 情况 , 而 且 令 相位 变量 的 初始 值 9(0) = 一 x/2; 在 
人 这 个 值守 恒 . 此 时 由 于 等 式 cos9 = 0 参量 6 = 0, 尽管 ol 和 po 的 
初始 值 异 于 零 . 在 这 种 情况 下 , 方程 (110.10) 的 解 是 

1 
cosh(C — 0)’ 
其 中 C0 > 0 为 常量 . 当 这 个 常量 的 取 值 很 大 时 , 初 值 p1(0) = 1/ cosh 4o 很 小 . 
我 们 看 到 , 沿 着 z 轴 在 晶体 内 部 发 生 因 谐 波 的 强度 引起 的 基 频 波 放大 . 谐 波 豪 
减 至 零 ( 当 5 = Go 时 ), 然后 重新 增长 , 一 直到 所 有 的 强度 渐 近 地 不 再 集中 在 谐 
波 内 中. 
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前 一 节 人 研究 的 单一 谐 波 产生 问题 的 表述 之 所 以 可 能 , 与 色散 的 存在 有 关 . 
现在 我 们 研究 相反 的 情况 , 此 时 在 所 有 的 频率 区 间 内 可 以 认为 没有 色散 ,因此 
介质 中 每 点 的 电感 应 强度 D(t) 均 取 决 于 同一 时 刻 的 电场 强度 E(t) 之 值 @. 我 
们 将 候 设 介质 各 向 同 性 ; 此 时 和 D 的 方向 相同 . 本 节 中 不 再 假定 非 线 性 是 
小 量 , 因此 D(E) 的 依赖 关系 是 任意 函数 . 
忽略 吸收 和 色散 的 根本 意义 在 于 , 此 后 任何 频率 量 纲 (或 者 等 价 地 , 长度 
量 纲 ) 的 参量 都 从 场 方程 中 消失 . 这 种 情况 使 得 构造 一 类 精确 解 成 为 可 能 , 这 
种 解 是 通常 线性 近似 下 一 维 平 面 波 的 推广 (A. B. 加 邦 诺 夫 , 工 H. 弗 列 德 曼 ， 
1959)@ 
全 @ Cc > 时 , 相位 变量 应 当 记 为 值 9= r/2, 并 改变 pz(6) 中 tanh 陶 数 前 的 正 负 号 . 
@ 为 了 本 章 叙 述 方式 的 统一 ,我 们 这 里 将 提 及 五 和 五 之 间 的 非 线性 关系 ,假定 介 
质 是 非 磁 性 的 . 实际 上 ， 与 所 研究 的 现象 有 关 的 通常 是 B 对 玉 有 非 线 性 依赖 关系 的 
9 这 个 解 类 似 于 理想 可 压缩 流体 的 一 维 流体 动力 学 的 所 谓 简 单 波 解 (参见 本 教程 
六 卷 8101). 


p2 = — tanh(¢ — 0), (110.22) 
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设 波 在 z 轴 方 向 传播 , 电场 方向 沿 y 轴 , 而 磁场 则 沿 z 轴 方 向 (Ey 和 五。 
简单 地 标记 为 媚 和 五 ). 麦克 斯 韦 方 程 


rot 吾 = 工 革 ， ro = 
Bi cd vid 
人 Wy 
的 形式 , 其 中 依照 定义 
i 多 (111.2) 


( 当 五 一 0 时 函数 s( 五 ) 趋 于 通常 的 介 电 常 量 值 0). 
我 们 来 寻找 这 样 的 解 , 使 得 在 解 中 E(t,z) 和 五 (t,x) 两 者 一 个 可 以 表示 
为 男 一 个 的 函数 : 五 = 五 (). 这 时 方程 (111.1) 可 以 改写 为 
edp dHOE 1dHOE 6 
cd dE9dr ， cdEB Ot or 
为 了 使 得 未 知 函 数 9B/8l 和 8PB/6z 满足 这 两 个 方程 而 且 不 取 零 值 , 方程 的 系 
数 行列 式 必 须 等 于 零 . 这 个 条 件 给 出 





0. (111.3) 


由 此 
E iis 
H= | Ve(B)dE. (111.4) 
0 
从 (111.4) 将 dH/dE 代入 方程 (111.3) 中 的 一 个 , 我 们 有 





_ (OE/0t)s _ (¥) ee 
(OE /O07): Ot /ip VE 
由 此 得 出 LE 
全 er 
可 以 是 五 的 任意 函数 . 将 逆 函 数 标记 为 f, 我 们 有 
sf (eT 与 ) (111.5) 


这 里 的 正 负 号 分 别 对 应 于 波 传播 的 两 个 方向 . 选择 水 数 f 后 公式 (111.5) 以 隐 
含 的 方式 决定 (t,x) 的 依赖 关系 . 在 可 以 令 e = so 的 弱 场 中 ，(111.5) 转变 为 
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图 60 


通常 的 相 速 度 为 c/vE0 的 平面 波 . 我 们 注意 到 , 所 得 的 解 仅 在 =s > 0 时 才 存 在 ， 
这 与 稳定 性 条 件 (18.8) 相符 合 @. 

由 于 波 的 不 同 部 分 以 不 同 速度 运动 , 初始 给 定 的 波 的 剖面 随 着 波 的 传播 
发 生 畸 变 . 通常 e(E) 随 互 的 增长 而 减 小 ( 消 数 e(B) 趋 于 饱和 ). 此 时 剖面 上 
有 具 有 和 较 大 马 值 的 点 以 较 大 的 速度 运动 , 结果 剖面 前 锋 的 陡 度 增 大 (如 图 60 所 
示 , 其 中 示 出 了 几 个 先后 接续 时 刻 的 剖面 形状 ). 在 某 一 时 刻 发 生 剖 面 的 折 拐 ， 
之 后 剖面 必定 成 为 非 单 值 的 . 事实 上 , 在 此 时 刻 波 中 出 现 了 电磁 激 波 量 
马 和 五 的 间断 . 间断 面 上 的 边界 条 件 与 在 任何 运动 表面 上 的 边界 条 件 的 形式 
(76.13) 一 样 . 横 平 面 波 的 边界 条 件 为 : 





H2— Hi= =(D。 — D1); 
(111.6) 


E> — Fi= -(H2— Hi), 


上 
其 中 下 标 1 和 2 分 别 表 示 波 前 前 面 和 后 面 的 量 . 将 以 上 两 个 等 式 相 乘 , 求 得 激 
波 的 速度 为 : 
i 
D> — Di 
在 激 波 中 发 生 能 量 耗 散 . 令 Q 为 相对 于 间断 面 单位 面积 的 耗 散 速 度 . 为 
计算 这 个 速度 , 我 们 跨 间断 面 取 一 柱 形 体积 元 , 柱 的 一 个 底面 在 间断 面 后 , 另 
一 个 底面 在 间断 面前 , 写 出 适用 于 介质 的 柱 形体 积 元 的 能 量 守恒 律 : 
C 
4 
等 式 左 端 为 过 两 个 底面 的 能 流 之 差 , 等 式 右 端 为 因 区 域 1 和 2 之 间 边 界 的 移 
动 引 起 的 内 能 改变 速度 与 在 其 中 能 量 耗 散 速度 之 和 . 内 能 之 差 (密度 、 温度 不 
变 时 ) 为 : 


(111.7) 


(EH» — EiHi) =v(UV2—0)+Q. (111.8) 





1 L 2 2 
[7o 一 im F = (Hs 和 
2 Ui ) dD+ ( 2 H?) 


同样 也 利用 (111.6)，(111.7) 式 , 可 使 (111.9 式 达 到 
D2 
Q = ET zap) 


Q 在 上 述 推导 中 假定 了 介质 的 密度 、 温 度 等 等 均 不 受到 场 的 振动 的 影响 . 这 一 候 
设 由 伸缩 效应 很 小 及 波 传播 速度 很 大 (与 声速 相 比 ) 得 以 证 实 . 
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的 形式 . 
如 果 激 波 是 弱 激 波 ( 亦 即 其 中 物理 量 的 跃 变 很 小 ), 则 在 计算 8 时 可 将 D 
与 五 的 关系 表示 为 展开 式 


D(E)= Dit+e(Pi)(E— Fi)+ 3e (E(B — BE)? 
的 形式 , 其 中 e'(E) = d2D/dE?. 简单 计算 后 得 到 结 


Q = -ve ‘(Bi)(E2 — EF)’. (111.9) 


因此 , 在 弱电 磁 激 波 中 的 能 量 耗 散 为 其 中 场 强 跃 变量 的 三 阶 量 . 因为 必须 有 
Q@ >0, 则 在 e <0 时 将 有 Bs > Pi, 这 与 图 60 相符 . 

激 波 的 出 现 破 坏 了 所 得 解 的 适用 性 : 场 的 表达 式 (111.4)，(111.5) 与 边界 
条 件 (111.6) 相抵 触 . 不 过 重要 的 是 , 当 激 波 还 可 被 认为 是 弱 激 波 时 , 波 仍然 近 
似 地 (准确 到 包括 二 阶 量 在 内 ) 是 简单 波 2. 具有 这 样 的 精确 度 的 间断 面 速度 


可 以 表示 为 i 
vel (3 全 ) (111.10) 


在 这 种 近似 下 , 间断 面 在 波 的 剖面 中 的 位 置 由 使 图 60 中 的 坚 直线 和 虚线 之 间 
的 两 块 面积 相等 的 条 件 确定 . 





习 题 


一 个 形 如 马 = fi(t 一 zx/c) 的 平面 波 从 真空 生 直 入 射 向 介质 边界 , 试 确定 
其 反射 波 . 

(L. J. 布 洛 耶 ,1963) 

解 : 真空 (半空 间 x < 0) 中 的 场 由 入 射 波 和 反射 波 (以 下 标 7 标记 ) 相 加 
而 成 : 


五 = 户 ( 人 -二 ) + 大 (+ =)， 


-et 


(在 真空 中 场 方程 是 线性 的 且 两 个 解 可 以 者 加 !). 在 介质 中 (Zz > 0) 只 有 透射 


波 , 其 中 
/ E 
E=f (到 = VedE. 
0 


@ 这 里 的 情况 与 通常 流体 动力 学 激 波 在 强 声 波 中 产生 时 的 情况 完全 相似 (参见 本 
教程 第 六 卷 895), 故而 我 们 不 再 重复 相应 的 讨论 . 
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由 电场 在 x 二 0 点 的 连续 性 条 件 , 我 们 有 
filt) = fi(t) + fr(t). 
然后 甩 在 同一 边界 的 连续 条 件 给 出 关系 式 


filt)+fr(t) 
六 的 三 天 的 三 [ Va(B)dE, 


函数 fi. 即 可 由 此 式 以 隐 含 的 方式 确定 . 
$112 受 激 拉 曼 散射 
具有 某 一 频率 wi 的 辐射 (条 浦 波 ) 对 在 同一 介质 中 传播 的 频率 为 w2 的 


波 的 影响 属于 这 些 效应 ne 的 电感 应 强度 作 
贡献 的 非 线性 介 


5iklm(w2)wl1, 一 wl) (112.1) 
中 人 @. 
各 向 同性 介质 中 , 计 及 上 述 贡 献 的 频率 为 wa 的 电感 应 强度 Ds 的 表达 式 
为 
D, 一 E2 瑟 2 < a2( 五 1 五 1) 五 2 十 Do 五 1( 五 ; 五 >) 十 Ta 五 !( 五 1 。 五 2)， (112.2) 
其 中 


FE! = Five mt EF2= Eoc(*2"—%20). (112.3) 


(112.2) 式 右 端的 第 一 项 中 sa = e2(w2) 是 通常 的 线性 介 电 常 量 ; 在 剩 下 的 项 里 
az,02,72 是 张 量 (112.1) 的 三 个 独立 分 量 (从 由 三 个 矢量 1, BY, Bo 构造 表达 


t 原文 为 “ 受 激 组 合 散射 我 们 为 与 通行 文献 一 致 , 将 之 译 为 “ 受 激 拉 曼 散射 ” 在 
苏联 时 期 和 以 后 的 俄罗斯 时 期 的 俄 文 文献 中 , 长 期 以 来 一 直 坚 持 将 通行 物理 文献 中 称 
为 “ 拉 曼 散射 " 的 过 程 称 为 “组 合 散射 ", 其 原因 似 与 对 将 发 现 这 一 现象 的 功绩 全 部 归 
于 印度 物理 学 家 C. V. 拉 曼 而 没有 承认 苏联 物理 学 家 T. C. 兰 斯 贝尔 格 和 I. W， 曼 德 
尔 施 塔 姆 重要 贡献 的 不 满 有 关 . 关于 这 一 发 现 的 具体 过 程 , 见 《4 20 世纪 物理 学 》 第 三 卷 
(北京 , 科学 出 版 社 , 2016) 97-98 页 中 的 记述 . 译 者 注 

三 阶 介 电 常 量 eijpym(w1,w2,wa) 为 实数 的 条 件 要 求 系统 的 能 级 差 不 仅 不 能 与 
频率 wi,w2,ws 以 及 它们 的 和 ws 相同 , 也 不 能 与 它们 中 任 两 个 之 和 相同 ; 对 于 响应 率 
(112.1) 这 些 和 就 是 wi +wa 和 |wi 一 wol. 追溯 8108 节 提 到 的 通过 介质 与 场 相 互 作用 算 
阵 元 表示 的 非 线性 响应 率 表 达 式 中 的 能 量 分 母 的 起 源 ， 可 以 确信 这 点 ; Armstrong J. 4.， 
Bloembergen N., Ducuing J., Pershan P. S$. Phys. Rev. 1962. V. 127. P. 1918 中 给 出 这 个 表 
达 式 . 
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式 (112.2) 的 方法 来 看 , 分 量 的 数目 是 显然 的 ). 我 们 看 到 , 场 EE! 对 频率 为 wz 
的 场 的 非 线性 作用 可 以 通过 引进 各 向 异性 介 电 常量 


E2ik = (E2 十 Q2 五 ] : ET)oir + BoBiiEir + Yo PriBinr (112.4) 


来 描写 . 

在 非 耗 散 介质 中 , 系数 ao, 2, 与 sa 一 样 是 实数 , 而 且 张 量 (112.4) 是 厄 
米 张 量 . 当 wi 一 0 且 相 应 地 Ei 为 实时 , 作为 特例 , 张 量 (112.4) 包含 由 公式 
(100.1) 所 描写 的 静态 电场 中 的 双 折 射 . 当 wi 关 0 时 , 表达 式 (112.4) 也 描写 由 
场 Ei 引起 的 介质 的 旋光 性 . 将 (112.2) 式 与 (101.8) 式 比 较 , 我 们 得 到 回转 矢 


下 


里 站 
9g = 5(B -mB x BE. (112.5) 
如 果 Ei 场 是 线 偏振 的 , 回转 矢量 为 零 . 
如 果 场 与 介质 的 非 线 性 相互 作用 伴随 有 和 耗 散 , 则 可 能 发 生 更 为 多 样 的 现 
象 . 在 这 种 情况 下 , 系数 ao, fo,7Y2 是 复数 (线性 介 电 常量 依旧 被 当 作 实数 ), 结 
果 发 现 , 这 样 的 耗 散 既 可 以 减弱 也 可 以 放大 E; 场 . 后 一 种 情况 被 称 为 受 激 拉 
曼 散 射 0. 
线性 介 电 常量 e(wi),e(wz) 为 实数 意味 着 , 对 于 频率 wi 和 wz 本 身 , 介质 
中 没有 耗 散 : 介质 不 会 吸收 fiwl 和 fiw 的 量子 . 设 频 率 差 wi - ws 而 不 是 频率 
和 wi 十 wz 处 于 介质 的 吸收 频率 域内 . 耗 散 是 通过 将 具有 较 大 能 量 的 量子 转变 
为 具有 较 小 能 量 的 量子 并 将 多 余 能 量 释放 给 介质 而 实现 的 . 因此 , 当 wi > ws 
时 , 有 泵 浦 波 放大 具有 和 较 小 频率 w 的 波 . Ez 场 由 于 弱 非 线性 效应 (在 单位 时 间 
单位 体积 内 ) 所 得 到 的 按时 间 平 均 的 能 量 , 可 由 表达 式 (96.5) 反 号 后 直接 给 出 
2 二 -a (esx — E2ki) E2i E321. 
= - 守 {oslEil El +P2|E1: Ea? + YE El} (112.6) 
( 试 对 照 公 式 (108.9) 的 推导 ). 类 似 的 表达 式 给 出 i 场 能 量 的 改变 : 
dD 
dt 
其 中 ai, Bi1,) 是 用 于 描写 频率 为 wo 的 场 对 频率 为 wi 的 场 影响 的 介 电 张 量 


a 水 
-i{atlEPlE2l + PIE : 五 2|? + YE . E*|?}, (112.7) 


Eiklm (WwW1, WwW2, 一 w2) 


@ 从 微观 的 量子 观点 看 , 这 里 指 的 是 , 当 光 子 wl 入 射 到 处 于 光子 fw 的 场 中 的 原 
子 上 时 , 发 射 一 个 jiw2 光子 . 此 时 能 量 所 wi - wa) 转移 给 了 介质 , 亦 即 产生 了 确定 类 型 
的 介质 元 激发 ( 声 子 、 激 子 以 及 其 他 ). 在 专门 文献 中 , 对 不 同类 型 的 散射 过 程 存在 特别 
的 名 称 . 在 我 们 的 纯 唯 象 描述 中 , 我 们 采用 正文 中 的 名 称 作为 约定 的 通用 名 称 . 





. 484 . 第 十 三 章 非 线 性 光学 








的 独立 分 量 . 
与 在 8107 中 用 来 推导 曼 利 - 风 定理 相似 的 论据 使 我 们 确信 


1 dUi 1 dU, 





二 (112.8) 
即 每 产生 一 个 fiwz 量子 必 有 一 个 hw 量子 消失 . 由 此 得 出 
儿 一 -的 ， 好 =- 慨 ， 坟 一 才 (12.9) 
耗 散 掉 的 能 量 由 两 个 场 能 量 和 的 减少 决定 : 
OVE Dh (112.10) 


dt dt CO2 dt 


当 wi > ws 时 , 由 条 件 @ > 0 得 出 d7ay/dt > 0, 频率 小 的 波 被 放大 , 与 前 面 的 
讨论 相符 合 . 表达 式 (112.6) 为 正 的 条 件 由 不 等 式 


a <0, af+By <0, of+W<0 of+B+Yy <0. (112.11) 


给 出 中 . 

我 们 注意 到 所 研究 的 效应 与 场 之 间 的 相位 关系 无 关 . 这 是 因为 泵 浦 波 场 
是 以 Bl 和 Ei 的 双 线 型 表达 式 的 形式 出 现在 方程 内 的 , 其 中 消 掉 了 相位 因子 . 
这 最 终 导致 wa 场 的 放大 不 要 求 场 的 同步 , 与 $110 中 研究 过 的 谐 波 产生 以 及 
信号 的 参量 放大 现象 正好 相反 . 

有 可 能 将 受 激 拉 曼 散射 的 特征 与 通常 的 (自发 ) 散射 的 特征 联系 起 来 , 这 
个 问题 将 在 第 15 章 中 讨论 . 相应 的 计算 将 在 8118 的 习题 中 给 出 . 

假如 如 前 所 述 能 量 被 介质 吸收 只 发 生 在 差 频 wa - ws 上, 则 前 面 导 出 的 
关系 是 正确 的 . 如 果 不 是 差 频 而 是 和 频 wi + wa 处 于 介质 的 吸收 频率 域内 , 则 
出 现 另外 的 情况 . 在 这 种 情况 下 每 吸收 一 个 jw 量子 也 会 吸收 一 个 hiwi 量子 ， 
给 予 介质 的 能 量 等 于 (wi 十 w2) ( 双 光 子 吸收 ). 在 这 种 情况 下 , 两 个 频率 的 波 
自然 都 会 减弱 . 





@ 考察 在 场 再 = ei1B1 和 Es = ezE2 取 各 种 不 同 偏振 (包括 相同 的 或 相互 垂直 方 
向 的 线 偏振 , 同 号 或 异 号 的 圆 偏振 ) 时 表达 式 (112.6) 的 取 值 后 , 可 以 确信 这 点 . 在 前 两 
种 情况 下 el 和 ez 是 实数 , 而 且 el .ez =1 或 el.ez=0. 在 后 两 种 情况 下 el 和 es 是 复 
数 , 同时 el ,ez = 0,el 外 二 1 或 者 el.e2=1,el:e=0. 
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8113 快速 粒子 在 物质 中 的 电离 损失 : 非 相 对 论 
情况 


快速 带电 粒子 在 穿 过 物质 时 使 物质 的 原子 电离 , 从 而 损失 自己 的 能 量 9. 
在 气体 中 , 电离 损失 可 由 快速 粒子 与 单个 原子 的 碰撞 结果 确定 . 在 凝 案 态 介质 
中 , 可 以 同时 有 许多 原子 与 飞 过 的 粒子 产生 相互 作用 . 这 种 情况 对 粒子 能 量 
损失 的 影响 , 从 宏观 观点 看 来 , 是 粒子 的 电荷 导致 介质 介 电 极 化 的 结果 . 我 们 
首先 在 粒子 非 相 对 论 速度 情况 下 研究 这 一 效应 . 最 后 的 结果 表明 , 在 这 种 情况 
下 , 介质 的 极 化 对 粒子 的 能 量 损失 影响 很 小 . 但 相应 的 结论 对 于 类 似 方法 的 进 
一 步 应 用 具有 方法 论 上 的 意义 . 

首先 我 们 要 讲 清 楚 允 许 对 这 一 现象 进行 宏观 研究 的 条 件 . 运动 速度 为 v 
的 粒子 在 距 其 路 径 > 处 产生 的 场 的 谱 分 解 中 包含 的 主要 是 w/r 量 级 的 频率 ( 碰 
撞 时 间 的 倒数 ). 而 频率 w 之 wo 的 场 分 量 可 以 造成 原子 的 电离 , 其 中 wo 为 与 
原子 中 大 多 数 电子 运动 对 应 的 某 一 个 平均 频率 . 因此 , 如 果 长 度 v/wo 比 原子 
间距 离 大 得 多 , 则 粒子 将 同时 与 许多 原子 发 生 相 互 作 用 ; 在 凝聚 态 介 质 中 , 原 
子 间距 离 在 数量 级 上 与 原子 本 身 的 尺度 a 相同 . 因此 , 我 们 得 到 条 件 v > awo， 
也 就 是 引起 电离 的 粒子 的 速度 应 当 比 原子 内 电子 的 速度 大 得 多 (或 至 少 比 其 
中 大 多 数 电子 的 速度 大 得 多 ®@). 

@ 我 们 惯常 所 说 的 “电离 ” 损失, 在 其 中 实际 上 也 包括 了 激发 离散 原子 能 级 的 损 
@ 对 于 粒子 的 能 量 媚 , 由 此 得 到 条 件 包 > IM/m, 其 中 M 为 粒子 质量 , m 为 电子 质 
量 ,7 为 对 于 原子 中 大 多 数 电 子 的 某 一 平均 电离 能 . 
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我 们 来 确定 在 物质 介质 中 运动 的 粒子 所 产生 的 场 ， 在 非 相对 论 情况 下 ， 
只 研究 由 标量 势 p 确定 的 电场 就 已 足够 . 标量 势 满足 泊 松 方程 


EAp = —4ned(r — vt), (113.1) 
其 中 把 介 电 常量 理解 为 算 符 , 而 等 式 右 端 的 表达 式 e6(7 一 vt) 为 以 常 速度 v 运 


动 的 点 电荷 所 产生 的 电荷 密度 ®. 
将 wp 展开 为 坐标 的 传 里 叶 积 分 : 


dsk 
本 ik:r 
Pp 二 人 PkE (Qn)3 : (113.2) 


以 拉 普 拉 斯 算 符 作用 于 上 式 两 端 , 我 们 得 到 Ay 的 傅 里 叶 分 量 等 于 
(Ap)k = —k pp. 
另 一 方面 , 取 方 程 (113.1) 两 端的 传 里 叶 分 量 , 我 们 有 
é(Ap)kp = 一 小 4reb(r — vt)e krdV = 一 4mreerit 
比较 两 个 公式 后 , 我 们 得 到 
épk = ek, 


由 此 可 见 ,， ph 通过 因子 exp(-ito . K) 依赖 于 时 间 . 而 算 符 € 作用 于 函数 
exp( 一 jiwt) 的 结果 为 在 其 上 乘 以 e(w). 所 以 我 们 最 后 对 于 pj 有 以 下 表达 式 : 


4ne eitv-k 
~ k2e(k .wv) 


场 强 的 傅 里 叶 分 量 与 电势 的 传 里 叶 分 量 的 关系 为 


Pk 





Erne*" = 一 grad(pheike7) = —ikppet™. 
因此 ， 
dniek ji 
En = —ikwpk = 可 th (113.3) 
反 过 来 对 其 傅 里 时 分 量 作 反 演 , 我 们 得 到 总 场 强 : 
0 dk 
E= / Pre “15 (113.4) 





Q@ 假定 粒子 的 运动 为 直线 运动 ,因此 我 们 略 去 了 散射 ,在 这 类 问题 中 , 这 样 作 总 是 
允许 的 . 如 果 粒 子 具有 电荷 ze, 则 在 本 节 和 以 后 几 节 中 的 能 量 损失 公式 中 均 应 乘 以 z2. 
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我 们 感 兴趣 的 运动 粒子 的 能 量 损 失 , 正好 是 由 粒子 所 产生 的 场 反 过 来 作 
用 于 粒子 自身 的 滞 阻 力 eB 对 它 做 的 功 . 取 粒 子 所 在 点 = wt 的 场 值 , 我 们 在 
(113.4) 式 的 被 积 函 数 表达 式 中 得 到 因子 (ito -k), 它 与 (113.3) 式 中 En 的 因子 
exp( 一 itv .kk) 相互 抵消 . 所 以 滞 阻 力 由 以 下 积分 给 出 : 


ed k d3k 

F = —47nie a ET 

事先 已 经 清楚 , 力 下 的 方向 与 速度 wv 的 方向 相反 , 我 们 将 后 者 的 方向 取 为 x 
轴 . 引入 记号 kov = w,g 三 /了 避 十 局 并 将 dkydkz 换 为 2xqdg, 我 们 将 五 的 大 


小 改写 为 
_ ie? 2 人 
- < 人 /元 二 (113.5) 


的 形式 (有 关 积分 上 限 go 的 选取 见 下 文 ). 

对 于 (113.5) 式 中 对 w 的 积分 , 有 必要 作 下 述说 明 . 当 w 一 co 时 , 函数 
a(w) 一 1, 而且 积分 发 散 (对 数 发 散 ), 这 种 情况 实际 上 与 应 当 从 场 五 中 扣除 知 
粒子 在 真空 中 ( 亦 即 当 e = 1 时 ) 运动 时 的 场 有 关 ; 很 清楚 , 这 个 场 与 在 物质 内 
阻止 粒子 运动 毫 无 关系 . 这 种 扣除 将 导致 (113.5) 式 中 被 积 函 数 表 达 式 内 1/e 
换 作 1/e 一 1, 此 后 积分 将 收敛 . 然而 , 如 果 约 定 将 从 -co 至 co 的 积分 理解 为 
在 从 一 1 到 8 的 对 称 积分 限 上 积分 , 然后 令 8 一 co ,也 可 以 不 作 上 述 代 换 而 
得 到 同样 的 结果 . 由 于 s'(w) 为 偶 函 数 , 被 积 函数 表达 式 的 实 部 为 频率 的 奇 函 
数 . 用 这 种 方法 求 积分 结果 为 零 ; 而 被 积 函 数 表达 式 虚 部 的 积分 收敛 . 

后 面 的 讨论 中 , 有 时 使 用 符号 





~ = (0) = + i (113.6) 


会 觉得 更 方便 , 其 中 wy(w),W(w) 分 别 为 偶 函 数 和 奇 函数 , 而 且 1” = --e” /lel? < 
0. 可 以 把 公式 (113.5) 改写 为 明显 的 实数 形式 : 


_ 2 . gai 
ye po 


粒子 在 其 单位 长 度 路 程 上 的 能 量 损失 为 滞 阻 力 在 这 段 路 程 上 所 做 的 功 , 该 力 
的 量 值 正 好 与 相同 . 这 个 量 称 为 物质 对 运动 粒子 的 阻止 本 领 . 

按照 量子 力学 的 普遍 规则 , 具有 波 矢 & 的 场 的 传 里 叶 分 量 向 被 电离 的 电 
子 (6 电子 ) 传递 的 动量 为 hk. 在 g 值 足够 大 时 (g > wo/u), 我 们 有 局 = 
?十 w2/w2 完 92, 所 以 传递 的 动量 近似 地 等 于 jiq. 一 个 给 定 的 g 秆 与 碰撞 参量 
~ 1/4 的 碰撞 相对 应 . 所 以 上 述 宏观 方法 的 适用 条 件 要 求 1/9 > a. 为 此 , 我 们 
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选择 满足 条 件 wo/v < go < 1/a 的 qo 秆 为 积分 的 上 限 ; 量 (go) 等 于 向 原子 
中 电子 传递 的 动量 不 超过 jigo 的 快 粒子 的 能 量 损失 , 也 称 为 滞 阻 *. 
(113.7) 式 中 对 gq 积分 后 , 我 们 得 到 


村 Oo 
F(a) = 2 | hn ede (113.8) 
个 公式 的 一 般 形式 已 不 再 可 能 作 进 一 步 的 变换 , 但 通过 引进 相应 的 符号 可 
表示 为 更 方便 的 形式 
我 们 首先 计算 积 / 


| wow = -af Ldw. 
0 2 E 


为 此 我 们 注意 到 , 如 果 在 w 的 复 平面 上 治 由 实 轴 和 无 穷 远 上 半圆 周 c 组 成 的 
回路 进行 积分 , 则 积分 为 零 , 因为 被 积 函数 表达 式 在 上 半 和 平面 没有 极点 . 在 大 
宗 基 值 时 函数 s(w) 由 公式 (78.1) 确定 : 





i (113.9) 
mw 
利用 这 个 公式 在 无 穷 远 半 圆周 c 上 积分 , 结果 我 们 得 到 
-三 wm 可 2 Ne dw _ 2 Ne (113.10) 
m sw m 
我 们 引进 由 等 式 
lnw = “(w)lnwd 
nw A wn (w) lnw »/ | wn 
关 ma | wl (w)| ln wdw (113.11) 


定义 的 原子 内 电子 运动 频率 的 某 种 平均 值 . 借助 这 一 符号 , 公式 (113.8) 的 形 
式 可 写 为 ， 

F(go) = Fn (113.12) 

在 此 我 们 作 以 下 一 些 说 明 . 按照 (113.7) 或 (113.11) 的 形式 , 人 们 可 能 会 

认为 , 给 电离 损失 (113.12) 带 来 主要 贡献 的 只 是 那些 具有 显著 吸收 的 频率 区 


* 这 个 词 的 俄 文 原文 为 “ropmoyxkesue”, 按 字义 为 “阻止 , 制 动 ” 的 意思 ,此 处 的 涵义 
是 运动 粒子 因 被 阻 滞 减 速 而 损失 的 能 量 . 本 教程 第 三 卷 译 者 严肃 先生 在 该 卷 8149 中 
将 其 译作 “ 滞 阻 , 颇 为 妥 帖 , 故我 们 沿用 此 译 法 . 一 一 译 者 注 
© 这 个 结果 理所当然 应 与 (82.12) 式 相 同 , 因为 当 |w| 一 ce 时 我 们 有 |e| 一 二 因此 


和 
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域 . 但 是 并 不 一 定 如 此 , 上 述 公式 内 也 可 以 包含 由 e” 很 小 的 频率 区 给 出 的 显 
著 贡 献 . 原因 是 在 这 些 频率 区 内 , 函数 e(w) x er(w) 可 以 通过 零点 , 而 e(w) 的 
零点 是 (113.5) 式 中 被 积 函 数 的 极点 . 事实 上 , sw(w) 当然 不 严格 等 于 零 , 因此 
函数 e(w) 的 零点 并 不 正好 位 于 实 轴 上 , 而 是 稍稍 低 于 实 轴 . 这 意味 着 在 使 用 
通过 零点 的 e(w) 的 实数 表达 式 时 , 应 当 从 上 方 绕 过 被 积 函 数 的 极点 , 这 样 即 
给 出 对 积分 的 相应 贡献. 例如 , 如 果 函 数 e(w) 由 公式 (84.5) 给 出 , 则 由 绕 极点 
二 wi (该 处 s(wa) = 0) 产生 的 对 滞 阻 (113. 12) 的 贡献 等 于 








4TJVe4 1 gov 





mv2a?2? wi 


通过 直接 计算 (113.7) 式 的 积分 , 很 容易 证 实 这 一 结果 . 
为 了 求 得 传递 动量 不 超过 某 一 值 jigt > js 的 滞 阻 F(q1) ,必须 将 公式 
(113.12) 与 量子 力学 碰撞 理论 中 与 单个 原子 碰撞 对 应 的 滞 阻 的 公式 “缝合 ” 起 
来 . 我 们 之 所 以 可 以 如 此 做 , 是 因为 两 个 公式 的 适用 区 域 有 重生 . 由 碰撞 理论 
可 知 , 动量 传递 在 jidg 区 间 的 滞 阻 为 
dxNe’ dg 
mv? dg 
而 且 这 个 公式 适用 于 (在 非 相 对 论 情况 下 ) 动量 守恒 和 能 量 守恒 定律 所 允许 
的 任何 g 瘤 wo/v 值 , 只 要 所 传递 的 能 量 小 于 快速 粒子 的 初始 能 量 @. 包括 go 
和 gi 之 间 所 有 9 值 的 滞 阻 相应 地 为 


4rNe4 qi 
ln 一 ， 
MY qo 


dF = 





(113.13) 





把 这 个 量 添加 到 公式 (113.12) 中 后 该 式 中 的 go 换 为 q1, 因而 


4nNe4 
Fl(qi) = 5 In 守 -. (113.14) 





如 果 传 递 给 原子 内 电子 的 动量 ig! 大 于 原子 动量 , 则 其 获得 的 能 量 等 于 El = 
所 q?/(2m). 引入 这 个 量 后 , 我 们 写 出 


2mrVe4 2mv2El 
me 人 ”7 








F(B1) = (113.15) 





Q@ 参见 本 教程 第 三 卷 8149; 量 F 与 在 该 节 引 入 的 “有 效 应 阻 ” 差 一 个 因子 Na = 
N/Z 一 一 原子 的 数 密度 .公式 (113.13) 对 应 于 与 自由 电子 的 碰撞 .但 是 , 其 适用 范围 (gq > 
wo/v) 是 从 原子 内 电子 事实 上 还 不 能 看 作 自 由 电子 的 v 值 起 始 的 . 自由 电子 要 求 g > 
wo/vo (vo 为 原子 内 大 多 数 电子 速度 的 数量 级 ), 此 时 5 电子 的 能 量 成 qg2/(2m) 远大 于 原 
子 中 电子 的 能 量 . 
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公式 (113.14) 一 (113.15) 给 出 快速 粒子 由 于 电离 而 受到 的 淆 阻 , 此 时 快速 
粒子 所 传递 的 能 量 值 不 超过 户 , 而 妃 远 小 于 粒子 的 初始 能 量 . 我 们 要 强调 指 
出 , 在 这 一 条 件 下 , 这 些 公式 无 论 对 于 快速 电子 还 是 快速 重 粒子 的 能 量 损 失 都 
同样 适用 . 
公式 (113.15) 与 未 考虑 原子 间 相 互 作用 的 微观 理论 的 结果 ( 见 本 教程 第 
三 卷 8149, (149.14) 式 ) 的 差别 仅 在 于 “ 电 高 能” 7 的 定义 , 这 里 扮演 该 角色 的 
是 加 . 然而 , 原子 的 平均 电离 能 (对 电子 求 平均 ) 一 般 很 少 依赖 于 它 与 其 他 原 
子 的 相互 作用 , 因为 在 其 中 起 主要 作用 的 是 不 涉及 这 些 相互 作用 的 内 壳 层 电 
子 . 况且 在 现在 情况 下 , 这 个 量 出 现在 对 数 符号 下 , 因此 其 精确 定义 对 滞 阻 值 
9 影响 就 更 为 微弱 . 
重 粒子 与 电子 碰撞 时 ,与 粒子 动量 Mw 相 比 , 即便 是 传递 给 电子 的 动量 的 
极 大 值 jgmax 也 是 小 量 . 所 以 重 粒 子 能 量 的 改变 等 于 vv jg; 设 此 量 与 电子 能 
量 相等 , 我 们 得 到 
h2g? 
Dp fiqg :vv < hgv, 
由 此 jiqmax = 2mwv, 故 Bi max = 2mw?. 将 此 值 代入 (113.15) 式 蔡 代 瓦 , 我 们 得 
到 重 粒子 的 总 电离 能 损失 : 





(113.16) 
这 个 公式 与 通常 所 使 用 的 公式 ( 见 本 教程 第 三 卷 ，(150.10) 式 ) 的 差别 只 在 于 
电离 能 和 的 定义 . 

我 们 现在 来 追溯 一 下 ，(113.11) 式 所 定义 的 量 大 在 稀疏 介质 中 是 如 何 转 
化 为 第 三 卷 (149.11) 式 所 定义 的 单个 原子 的 平均 电离 能 的 . 为 此 我 们 注意 到 ， 
在 稀薄 气体 中 (为 简单 起 见 , 假定 气体 由 相同 原子 组 成 ) 介 电 常量 ; 

e=1+4xNaa(w), 
其 中 Na 为 单位 体积 中 的 原子 数 , a(w) 为 一 个 原子 的 极 化 率 ; 此 时 Je 一 1| 之 1. 
对 于 量 n= 1/e 的 虚 部 , 我 们 有 

Is 4xrNao’ (w). 
原子 的 极 化 率 由 本 教程 第 四 卷 公 式 (85.13) 给 出 ; 将 极 化 率 的 虚 部 分 出 来 ( 借 
助 第 四 卷 的 公式 (75.19) ), 在 w > 0 时 我 们 得 到 : 

2 
|= EN DD ldonl?6(Bs ~ Eo — hi), 

其 中 Bo 和 分 别 为 原子 的 基态 及 激发 态 能 量 . 将 这 个 表达 式 代 入 (113.11) 
式 , 进行 积分 并 作 代 换 N = Na2 , 我 们 就 回 到 第 三 卷 (149.11) 式 的 定义 . 
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如 我 们 将 要 看 到 的 , 当 粒 子 速 度 接近 光速 时 , 介质 对 快速 粒子 能 量 损 失 亦 
即 滞 阻 的 影响 可 以 变 得 极为 重要 , 而 旦 不 仅 是 在 凝 案 态 物质 中 , 甚至 在 气体 中 
也 是 如 此 @， 

为 了 推导 出 相应 的 公式 , 我 们 采用 类 似 于 上 节 用 过 的 方法 , 但 此 时 必须 
从 完备 的 麦克 斯 韦 方程 出 发 . 存在 外 电荷 (密度 为 pex) 与 外 电流 (密度 为 jex) 
时 . 这 些 方程 为 @ 





10H 


divH =0, rot 互 = 一 -一 一 ， (114.1) 
cot . 
divéE = 4npex, rotH = Lo 十 (114.2) 
c ot C 
现在 情况 下 , 外 电荷 和 外 电流 的 分 布 由 下 式 给 出 : 
Pex = 一 er 一 胃 ，jex=eoglr — wt). (114.3) 
按照 通常 的 定义 引进 标量 势 和 矢量 势 : 
104 
H =rotA, E=-- a -gady, (114.4) 
结果 方程 (114.1) 恒 满足 . 我 们 在 势 4 和 wp 上 附加 补充 条 件 
人 10sp | : 
divA4+ -了 三 .0; (114.5) 


这 个 条 件 是 辐射 理论 中 所 加 的 洛 伦 兹 条 件 的 推广 ， 此 时 将 (114.4) 式 代入 
(114.2) 式 , 得 到 对 于 势 的 以 下 方程 


E 024 4 
人 evb(r — vt), 





AA 
(114.6) 

| 人 A 0 = —4xed(r — vt) 

‘(MY aa/ : | 


将 4 和 展开 为 坐标 的 侍 里 叶 积 分 . 所 方程 (114.6) 两 端的 侍 里 叶 分 量 ， 


@ E. 费 米 (1940) 首先 指出 这 个 效应 并 对 原子 气体 的 特殊 模型 (将 原子 当 作 谐振 
子 ) 作 了 计算 . 以 下 讲述 的 普遍 推导 是 朗 道 首先 提出 的 . 

@ 我 们 假定 处 处 w(w) = 1, 因为 在 对 于 电离 损失 起 重要 作用 的 那些 频率 下 , 物质 表 
现 得 如 同 非 磁性 物质 一 样 . 
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我 们 得 到 
2 
2 i 9 Ax 一 4n —ik.vt 
大 “41 十 2 12 
s 92 
E (ee 十 5 ) = Anee-iket 


由 此 可 见 , Ak 和 wk 对 时 间 的 依赖 关系 由 因子 exp( 一 itk:w) 给 出 . 我 们 重新 引 
人 符号 w= 二 kk.v = kyv 并 得 到 


a 4ne v —iwt 
hc kb wae(wj/e2” 
te ] (114.7) 
Pk 一 ee 一 icwt 
E(w) 12 一 w2E(w)/c2 
电场 强度 的 传 里 叶 分 量 为 
Er = A — ikypk. (114.8) 


借助 所 得 的 公式 , 作用 于 粒子 上 的 滞 阻 力 焉 = eB 仍 如 前 一 节 中 那样 求 
得 也 , 使 用 同样 的 符号 , 我 们 现在 得 到 这 个 力 的 大 小 的 以 下 公式 : 


三 r= < | (114.9) 


(在 < 一 oo 时 , 这 个 公式 当然 化 为 (113.5) 式 ). 

人 因为 打算 在 复 平面 w 上 进行 积分 , 我 们 先 要 
弄 清楚 , 在 上 半 平 面 的 哪些 点 上 被 积 函 数 有 极点 . 图 数 e(w) 在 这 一 区 域 既 无 
奇 点 也 无 零点 . 所 以 所 要 寻找 的 极点 只 能 是 表达 式 


2 (5 区 训 ) 一 02 
的 零点 . 我 们 将 要 证 明 , 在 正 实数 9 的 所 有 取 值 下 , 这 个 表达 式 只 在 一 个 w 值 
时 为 零 . 
为 证 明 这 点 @, 我 们 使 用 复 变 函数 的 一 个 著名 定理 , 按照 这 个 定理 , 沿 封 
闭 回路 C 所 取 的 积 4 
1 fdfw) dw 
2rxiJce dw flw)—o 


(114.10) 





@ 至 于 磁力 ev x 互 /c 则 从 对 称 性 概念 考虑 , 显然 该 力 为 零 (更 不 必 说 这 个 力 垂直 
于 粒子 的 速度 , 一般 而 言 不 对 它 做 幼 ). 

@ 以 下 的 讨论 , 与 本 教程 第 五 卷 $123 讲述 过 的 对 函数 s(w) 在 上 半 平 面 没有 零点 的 
证 明 类 似 . 
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等 于 回路 C 所 包围 的 区 域内 也 数 f(w) 一 a 的 零点 数目 与 极点 数 日 之 差 . 设 
NN ( 安 5 


C2 v2 








a = 42 为 正 实数 , 我 们 选择 C 为 由 实 轴 与 无 穷 远 半圆 周 所 构成 的 回路 (图 61). 
f(w) 在 上 半 平 面 的 任何 地 方 (以 及 实 轴 上 @) 都 没有 极点 ; 因此 积分 (114.10) 
直接 给 出 函数 f(w) 一 a 在 上 半 平 面 的 零点 的 数目 . 为 了 计算 , 我 们 将 这 个 积 


的 形式 写 为 
1 df 


pe 114.11 
271 [eu f—a’ ( ) 


图 61 


而 且 积分 在 复 变 量 f 的 平面 上 沿 回 路 C' 进行 . 回路 C' 是 w 平面 上 回路 C 的 
映射 . w = 0 时 函数 f = 0. w 取 正 实 值 时 , 我 们 有 Imf > 0, 而 当 其 取 负 实 值 
时 , Im f < 0. 在 无 穷 远 处 , f 一 -w2(o-2 - c-2); 所 以 当 w 通过 无 穷 远 半圆 周 
时 , f 通过 一 个 无 穷 远 圆周 . 由 此 可 见 , f 平 面 上 的 积分 回路 C0’' 如 图 61 所 示 . 
当 a 为 正 实数 时 (如 图 61 所 示 ), 绕 C' 一 周 复数 f 一 a 的 辐 角 改变 2r 且 积 
(114.11) 等 于 1. 因此 我 们 的 论断 得 到 证 明 @. 

况且 容易 看 出 ,方程 f(w) 一 g? = 0 的 唯一 的 根 在 w 的 虚 轴 上 . 实际 上 , 在 
w 为 纯 虚 数 时 , 函数 f(w) 类 似 于 函数 e(w) 为 实数 , 而 且 取 遍 从 0 到 oo 的 所 有 
值 , 其 中 包括 g? 的 所 有 正 值 . 

我 们 回 到 (114.9) 式 中 对 w 的 积 

小 [1/(ev?) — 1/c?]wdw 
wo Rwae/c 1/v2) 

可 将 它 表示 为 沿 回路 C 的 积分 以 及 沿 无 穷 大 半圆 周 积分 之 差 的 形式 . 其 中 第 


@ 金属 的 el(w) 在 w= 0 时 有 极点 ,但 w?e 总 是 趋 于 零 . 
@ 如 果 a 为 负 实 数 , 则 绕 C' 一 周 , f -a 的 辐 角 改变 4r, 因此 , 积分 (114.11) 等 于 2; 
换 句 话说 ,方程 lw) = -lal 在 上 半 平 面 有 两 个 零点 . 
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二 个 积分 等 于 | 空 二 jn 而 第 一 个 积分 等 于 2ni 乘 以 其 被 积 函数 中 唯一 极点 
的 留 数 . 我 们 将 把 w(q) 理解 为 由 等 式 


w? (5 a 训 ) =g? (114.12) 








1 1 
da 
ds 9 dg? 
(| 
整理 所 得 表达 式 并 代 和 人 (114.9) 式 后 , 我 们 求 得 


FP=e? | 1 qdgq 


2n1 








或 者 将 上 式 右 端 方 括号 内 第 一 项 对 q 的 积分 换 为 对 w 的 积分 ， 


w(go) 1 1 1 
F= 人 i 1 ,2 2 
e (a 让 ) wdw 十 58 go 


2 fon) 人 (二 -二 ) [2(m) -wz(0)] 


加 v2 w(0) WwW 2 
(114.13) 


方程 (114.12) 的 w 绝对 值 大 的 根 对 应 于 大 的 9 值 . 利用 与 此 相应 的 e(w) 
的 表达 式 (113.9), 我 们 求 得 





2 人 
w“ (4q0) = 一 0 (8+ 


其 中 我 们 引入 了 符号 


代入 (114.13) 式 后 , 我 们 得 到 


2 pivaooyf 1 2TJVe4 2w2(0 
a [ei 
v2 /wo Les(w) me 2v27Yy 








(在 积分 中 w (go) 只 保留 主导 项 ivqoy 已 足够 ). 
@ 表达 式 fj(z)/e(z) 相对 于 极点 z= zo 的 留 数 为 f(zo)/eo'(zo). 
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(114.14) 中 的 积分 对 w 的 虚 值 进行 . 按照 w = iw” 引入 实 变量 , 将 积分 的 
下 限 标记 为 w(0) = 论 , 并 重新 引进 符号 (113.6) 1/e = 1. 我 们 应 当 计算 的 积分 
为 

vqoy 
-|/ [Wiw”) — 1Jw” dw”. 
E 


图 数 7(w) 在 虚 轴 上 的 值 可 以 按照 公式 


2 /% zn (7) 
AM/ Sy 
Nn(iw )-1= 二/ dr 





通过 其 在 实 轴 上 的 值 的 虚 部 表示 出 来 (参见 (82.15) 式 ). 因此 , 对 于 所 研究 的 
积分 , 我 们 得 到 (与 vaoy 相 比 略 去 z) : 


2 /® /aoy zhe)lw "ddr 1 1 v2g2y? 
To 4 To 





十 w”2 2Z2 十 E2 
将 这 个 结果 代入 (114.14) 式 , 同时 为 了 简化 书写 , 引入 符号 
ji 二 In + 2)， (114.15) 


其 中 横 杠 表示 是 以 权重 w|l%%(w)| 所 作 的 平均 , 如 在 (113.11) 式 中 一 样 . 此 时 我 
们 得 到 

_ drxNe4 mo 2TrNe4 

mv2 1 me2 2v2y2 

在 进一步 探究 这 个 公式 时 , 必须 分 别 讨论 两 种 情况 . 首先 我 们 假设 介质 

是 介 电 体 , 而 粒子 的 速度 满足 条 件 


Fl(go) (114.16) 





c2 
v2 < 一 ， (114.17) 
E0 
其 中 so = s(0) 是 介 电 常量 的 静电 值 . 函数 =s(w) 在 虚 轴 上 的 值 从 w = 0 时 的 
so > 1 单调 减少 到 w = ioo 时 的 1. 而 方程 (114.12) 左 端的 表达 式 此 时 则 单 
调 地 从 0 增加 到 co. 所 以 , 当 g = 0 时 ,方程 (114.12) 也 给 出 w = 0. 因此 ,在 
(114.16) 式 中 应 当 令 上 = 0; 此 时 1 变 成 平均 原子 频率 ww (113.11) : 








党 总 | (114.18) 


( 当 wv 之 c 时 , 这 个 公式 理 所 应 当地 变 为 (113.12) 式 ). 

qo 之 值 满足 条 件 go < 1/a, 其 中 a 为 原子 间距 离 的 数量 级 (在 凝聚 态 物 
质 中 为 原子 的 尺度 ). 为 了 使 这 个 公式 拓展 到 传递 大 动量 值 和 大 能 量 值 的 区 域 ， 
必须 与 前 一 节 所 作 类 似 , 将 它 与 通常 碰撞 理论 的 公式 “缝合 ”起 来 . 但 是 这 里 


. 496 - 第 十 四 章 ”快速 粒子 穿 过 物质 





的 缝合 应 当 分 两 阶段 进行 . 首先 借助 公式 (113.13) 进入 这 样 的 g 值 区 , 其 对 应 

的 能 量 传递 大 于 原子 能 量 , 但 仍然 是 非 相 对 论 的 . 此 时 公式 (114.18) 的 形式 不 

变 , 但 其 中 可 以 引入 5 电子 的 能 量 成 g?/(2m). 将 这 个 能 量 标记 为 访 , 我 们 得 

到 

2rNVe4 fT 2mBiv2y? v2 

|in 一 一 (114.19) 
其 次 , 可 以 转 入 本 的 相对 论 值 区 , 利用 相对 论 碰 撞 理 论 公 式 , 依照 这 个 

公式 , 只 要 B' 比 在 给 定 的 快速 粒子 与 自由 电子 碰撞 时 动量 和 能 量 守恒 定律 所 

允许 的 最 大 传递 能 量 Bi max 小品 ,传递 能 量 处 于 B' 和 EB' 十 dE' 之 间 的 间隔 内 

的 滞 阻 即 等 于 





下 (五 ) = 


27Ve4 db’ 

mv? 五 
由 于 积分 表达 式 (114.20) 式 将 会 给 出 In EB', 于 是 很 清楚 , 结果 公式 (114.19) 的 
形式 不 变 , 因此 它 适 用 于 所 有 的 < max 获 . 

在 快速 重 粒子 (质量 M > m, 能 量 马 虽然 是 相对 论 性 的 ,但 EB 之 M2c2/m) 
被 阻 滞 时 , 传递 给 电子 的 最 大 能 量 为 Biwmax s% 2mv272, 仍 远 小 于 五 (参见 本 
教程 第 四 卷 882, 公式 (82.23)), 这 样 的 粒子 与 自由 电子 碰撞 引起 的 微分 能 量 
损失 的 形式 在 EF' 为 任意 值 时 是 

2rVe4 / 1 1 , 

mv2 ( 志 元 
(参见 本 教程 第 四 卷 882, 公式 (82.24)). 传递 由 i 到 记 max (同时 Bl 和 Bl max) 
能 量 的 附加 能 量 损失 (相对 于 (114.19) 式 ) 在 这 种 情况 下 为 


2TJVe4 1 1 2TNe? 1 2mv2y* v2 
mw? bi 2mc2y?2) mv? "| on c2 





(114.20) 








(114.21) 


将 这 个 表达 式 添加 到 (114.19) 式 中 , 我 们 求 得 快速 重 粒子 的 总 诺 阻 为 : 


二 4nNe4 这 2m0 人 v2 | 
hw C2 





0 (114.22) 
这 个 公式 与 通常 理论 的 差别 仅 在 于 “ 电 高 能 ”jiw 的 定义 (参见 本 教程 第 四 卷 ， 
公式 (82.26)). 
现在 转 到 第 二 种 情况 , 此 时 粒子 速度 满足 条 件 
2 
v2> (114.23) 
EQ 


@ 参见 本 教程 第 四 卷 中 的 公式 (81.15) 和 (82.24). 将 这 些 散射 截面 的 表达 式 乘 以 能 
量 损失 mA 以 及 N 即 得 到 湛 阻 F. 
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(特别 的 是 , 金属 永远 属于 这 种 情况 , 因为 它们 的 e(0) = co). 在 这 种 情况 下 , 方 
程 (114.12) 左 端的 表达 式 w2(e/c2 - 1/v2) 两 次 (在 w 的 虚 轴 上 ) 通过 零点 , 一 
次 是 当 w = 0 时, 另 一 次 是 当 w= i 时, 其 中 上 由 等 式 


C2 
e(i) = 去 (114.24) 


定义 .在 0 与 讼 之 间 的 区 间 内 这 个 表达 式 为 负 , 而 在 |w| > 时 , 它 取 从 0 到 o6 
的 所 有 正 值 . 所 以 , 当 g 一 0 时 ,方程 (114.12) 的 根 在 这 种 情况 下 趋 于 和 值 , 即 
应 当代 人 公式 (114.15) 和 (114.16) 之 值 . 
此 处 可 区 分 琴 种 极限 情况 . 如 果 & 秆 比 原子 频率 wo 小 , 则 在 (114.16) 式 
中 可 略 去 最 后 一 项 , 而 8 s w. 于 是 我 们 又 回 到 公式 (114.18). 特别 有 意思 的 
是 5 六 wo 时 的 相反 的 极限 情况 . 由 于 在 大 值 时 c(if) 趋 于 1 由 (114.24) 式 
可 知 . 这 种 情况 对 应 于 粒子 的 极端 相对 论 速 度 . 使 用 e(w) 的 表达 式 (113.9), 我 
们 从 (114.24) 式 求 得 : 
并 考 AnNe2v’y? _ 4nNe?y? 
moe? 村 m 
当 粒 子 速度 增 大 时 , 条 件 € > wo 最 终 在 任何 介质 都 会 得 到 满足 , 亦 即 在 
电子 密度 N 取 任 何 值 时 (包括 在 气体 中 ) 都 会 满足 . 不 过 越 小 , 也 就 是 说 介 
质 越 稀 薄 , 所 要 求 的 速度 越 高 . 
由 (114.15) 式 , 我 们 现在 有 f 盖 ,同样 也 设 v = c, 我们 发 现 (114.16) 式 
的 最 后 两 项 相互 抵消 , 只 留 下 





2rVe4 moc?g? 

Flg0) = mec? 4mVe2- 
像 在 上 面 所 做 过 的 那样 , 将 这 个 公式 拓展 到 传递 大 动量 和 大 能 量 值 的 区 域 , 我 
们 求 得 能 量 传递 不 超过 轧 ( 且 < Bimax) 的 极端 相对 论 性 粒子 的 滞 阻 表达 
式 : 





2xNet, m2cE 

me 27Ne575 
这 个 结果 与 未 考虑 介质 极 化 的 通常 理论 给 出 的 结果 有 本 质 区 别 . 按照 通常 理 
论 ( 见 本 教程 第 四 卷 882), 在 极端 相对 论 情况 下 , 清 阻 P(EBi) 在 粒子 能 量 增 加 
时 继续 增长 , 尽管 是 以 较 慢 的 对 数 律 @ 
2rXe | (2 ) 
me? 了 2 

@ 这 个 公式 是 通过 将 第 四 卷 的 (82.20) 式 和 (82.25) 式 相 加 而 得 到 的 , 而 且 在 第 二 个 

公式 中 应 将 mAmax 理解 为 B1. 我 们 记得 , 在 传递 能 量 如 很 小 时 , 这 个 公式 既 适 用 于 
快速 电子 , 也 适用 于 快速 重 粒 子 . 


下 (Ba ) = 





(114.25) 


F(Fi)= 
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增长 . 介质 的 极 化 引起 电荷 屏蔽 , 其 结果 是 灌 阻 的 增长 最 终 停止 , 并 趋向 一 由 
公式 (114.25) 给 出 的 不 含 y 的 有 限 的 极限 秆 . 

对 于 重 粒 子 , 还 可 以 写 出 其 在 直到 Ei max (在 Bimax 比 粒子 本 身 能 量 小 
的 条 件 下 ) 的 任何 传递 能 量 下 的 总 滞 阻 . 重新 使 用 表达 式 (114.21) (现在 可 在 
其 中 置 v = ec ), 我 们 求 得 


F 


2TVet 3 到 2 
-| | | (114.26) 


I 
mc? mxNe2ih2 


我 们 看 到 , 总 清 阻 依然 继续 随 粒 子 速度 增加 而 增长 , 增长 依靠 的 是 不 出 现 介质 
极 化 屏蔽 效应 的 具有 很 大 能 量 传递 的 近 碰 撞 . 不 过 , 这 种 增长 比 起 按照 未 考虑 
极 化 的 理论 的 增长 来 要 慢 一 些 . 按照 后 者 

| 2mce2Yy? 
Le me 





mce2 


(参见 本 教程 第 四 卷 , 公式 (82.28) ) ; 此 处 带 ny 一 项 的 系数 为 (114.26) 式 中 
同一 项 系数 的 二 售 . 

我 们 还 注意 到 , 公式 (114.25) 和 (114.26) 中 对 数 的 宗 量 内 存在 的 电子 密 
度 V 导致 极端 相对 论 性 粒子 滞 阻 的 以 下 性 质 : 当 这 样 的 粒子 穿 过 含有 同样 数 
目 电子 (相对 单位 面积 表面 ) 的 不 同 物质 层 时 , 具有 较 大 NN 的 物质 中 的 滞 阻 
较 小 . 
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在 透明 介质 中 运动 的 带电 粒子 在 特定 的 条 件 下 发 出 一 种 独特 的 辐射 ; 这 
种 辐射 是 首先 由 C. HH. 瓦 维 洛 夫 和 II. A， 切 连 科 夫 观 察 到 的 并 由 HI. E. 塔 
姆 和 HI. M. 夫 兰 克 作 出 了 理论 解释 及 计算 (1937). 这 里 我 们 要 强调 指出 , 这 
个 辐射 与 实际 上 (在 快速 电子 运动 时 ) 总 会 产生 的 轨 致 辐射 没有 任何 共同 之 
处 . 韦 致 辐射 是 由 运动 电子 本 身 在 其 与 原子 碰撞 时 发 出 的 . 在 切 连 科 夫 现 象 
中 , 我 们 遇 到 的 实质 上 是 受到 在 介质 内 运动 的 粒子 的 场 的 影响 而 由 介质 发 出 
的 辐射 . 当 过 渡 到 粒子 质量 任意 大 的 极限 时 , 这 两 种 类 型 辐射 间 的 差别 表现 得 
特别 明显 : 此 时 思 致 辐射 完全 消失 , 而 切 连 科 夫 辐射 一 般 没 有 变化 . 

在 透明 介质 中 传播 的 电磁 波 的 波 和 拓 和 频率 以 关系 式 = nw/c 相 联 系 , 其 
中 n= Ve 为 实 的 折射 率 ; 我 们 像 以 前 一 样 假设 介质 是 非 磁性 和 各 向 同性 的 . 
男 一 方面 我 们 看 到 , 在 介质 中 匀速 运动 的 粒子 的 场 的 傅 里 时 分 量 的 频率 与 波 
矢 的 zx 分 量 (x 轴 在 粒子 速度 方向 ) 之 间 的 关系 是 w = kzv. 为 了 使 这 一 分 量 
代表 自由 传播 的 波 , 关系 式 有 二 nw/c 和 kz = w/v 不 应 当 相 互 了 矛盾 . 由 于 应 当 
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有 上 大 > kz, 于 是 必须 满足 条 件 


C 
0 (115.1) 
因此 , 如 果 粒 子 的 速度 超过 给 定 介 质 中 频率 为 w 的 波 的 相 速 度 , 则 发 生 该 频率 


的 辐射 @. 
设 9 为 粒子 运动 方向 与 辐射 方向 之 间 的 夹 角 . 我 们 有 ks = kcos0 = 
(nw/c) cos0 , 而且 与 等 式 ks = w/v 比较 , 得 到 


cos0 = 一. (115.2) 
nv 


因此 , 角度 6 的 一 定 值 对 应 于 一 定 频率 的 辐射 . 换 句 话说 , 每 一 频率 的 辐射 向 
前 发 射 并 分 布 在 顶 角 为 20 的 锥 面 上 , 9 由 公式 (115.2) 确定 *. 因此 , 辐射 的 角 
分 布 和 其 按 频率 的 分 布 具有 确定 的 相互 关系 . 

电磁 波 的 辐射 (如 果 它 们 发 生 的 话 ) 与 运动 粒子 的 一 定 能 量 损失 有 关 . 这 
一 损失 构成 前 一 节 计 算 的 总 的 电离 损失 (其 中 未 包括 轧 致 辐射 ) 中 的 一 部 分 ， 
尽管 是 并 不 显著 的 一 小 部 分 . 在 这 个 意义 上 , 现在 的 情况 下 把 总 损失 称 作 “ 电 
离 ” 损 失 不 完全 准确 . 现在 我 们 把 这 一 部 分 从 总 的 损失 中 分 出 来 ; 并 由 此 来 确 
定 切 连 科 夫 辐射 的 强度 . 

按照 (114.9) 式 , 在 频率 间隔 dw 内 的 能 量 损失 由 表达 式 


ie? 1 1 qdg 
dp=-d 和 Dw (六 - 充 /一 -天下 
d(C 
c2 v2 


给 出 , 其 中 了 表示 应 当 对 含 w = 土 |w| 的 表达 式 求 和 . 引入 新 变量 





a Ee 
dF = 4 并 (二 站) 
在 沿 & 的 实 轴 积 分 时 , 应 当 以 确定 的 方式 绕 过 奇 点 & = 0 (正好 满足 关系 式 
9 十 有 = 民 ). 绕 过 的 方向 由 以 下 事实 确定 , 即 虽然 我 们 假设 e(w) 为 实 量 ( 介 
质 透 明 ), 但 实际 上 它 含 有 某 一 很 小 的 虚 部 , 当 w > 0 时 虚 部 为 正 , 当 w <0 时 
@ 早 在 相对 论 出 现 之 前 , 索 末 菲 就 研究 过 真空 中 以 速度 >c< 勾 速 运 动 的 电子 的 
辐射 这 一 纯 形 式 性 的 问题 (A. 索 末 非 , 1904). 
* 每 种 频率 的 辐射 的 电磁 波 都 沿 着 以 粒子 运动 方向 为 极 轴 , x/2 一 9 为 半 顶 角 的 贺 
锥 面 的 法 线 方 向 辐射 . 这 个 特殊 的 辐射 方向 , 是 粒子 在 其 运动 轨迹 上 各 点 所 辐射 的 波 
的 干涉 加 强 的 方向 . -一 译 者 注 





. 500. 第 十 四 章 快速 粒子 穿 过 物质 





虚 部 为 负 . 相应 地 , 具有 很 小 的 负 的 或 正 的 虚 部 , 因此 积分 应 当 沿 从 实 轴 下 
面 或 上 面 通过 的 路 径 进 行 . 这 表明 , 当 我 们 把 积分 路 径 移 到 实 轴 时 , 应 当 从 下 
面 或 上 面 的 围 道 绕 过 奇 点 . 正 是 这 些 围 道 给 出 了 对 dF 的 贡献 , 而 实 部 在 求 和 
时 被 完全 消去 . 沿 无 限 小 半圆 周围 道 绕 过 奇 点 , 我 们 得 到 


U NN 


因此 , 我 们 最 后 得 到 公式 


dF = (4 到 一 wdw, (115.3) 
这 个 公式 给 出 了 在 频率 间隔 dw 内 的 辐射 强度 . 根据 (115.2) 式 , 这 个 辐射 强度 
集中 在 角度 范围 
c Nn 
db = spd (115.4) 
之 内 . 总 辐射 强度 由 表达 式 (115.3) 对 介质 透明 区 所 有 频率 的 积分 给 出 . 
切 连 科 夫 辐射 的 偏振 问题 也 很 容易 搞 清楚 . 由 (114.7) 式 可 见 , 辐射 场 的 
矢量 势 指向 速度 v 的 方向 . 因此 , 磁场 Hi = ik x An 垂直 于 通过 wv 和 光线 天 
方向 的 平面 . 而 电场 (在 辐射 波 区 内 ) 垂直 于 磁场 , 故 在 该 平面 内 . 


习 是 


粒子 在 单 轴 非 磁性 晶体 内 (a) 沿 光 轴 方 向 匀速 运动 ，(b) 垂直 于 光 轴 匀速 
运动 . 试 求 两 种 情况 下 粒子 的 切 连 科 夫 辐 射 的 波 失 锥 (B. 用 ， 金 论 堡 , 1940). 

解 : (a) 当 电 荷 在 单 轴 晶体 中 运动 时 , 一 般 而 言 , 切 连 科 夫 辐射 发 生 在 对 
应 于 寻常 波 和 非 寻 常 波 的 两 个 圆锥 内 .但 是 在 沿 光 轴 运 动 时 寻常 波 不 辐射 ( 尽 
管 (115.1) 类 型 的 条 件 可 被 满足 !). 寻常 波 始终 是 具有 垂直 于 主 鹤 面 ( 亦 即 通过 
光 轴 (z 轴 ) 与 给 定形 方向 的 平面 ) 的 矢量 轧 的 线 极 化 波 ; 在 现在 情况 下 , 由 功 
ev = 二 0 亦 即 粒子 没有 能 量 损失 就 已 可 看 出 这 种 波 不 可 能 辐射 . 非 寻 常 辐 射 
锥 可 通过 将 等 式 (115.2) 中 的 n 值 代入 (98.5) 式 得 到 , 其 正确 性 与 介质 各 向 同 
性 无 关 (当前 情况 下 尼 与 v 间 的 夹 角 90 和 上 尺 与 光 轴 间 夹 角 相同 ). 我 们 求 得 : 


ey /v2 
tan20 = 了 (ss -1) 
EL 


而 且 必 须 有 w > c/Ver. 这 个 锥 体 是 圆锥 体 , 辐射 强度 沿 母 线 均匀 分 布 (如 从 
对 称 性 考虑 所 预料 ). 光线 矢量 锥 的 张 角 20 与 9 以 等 式 tanw 二 e1tan9/el 相 
关 . 





8116 渡 越 辐射 . 501. 


(b) 在 这 种 情况 下 存在 两 个 切 连 科 夫 锥 . 我 们 将 vv 的 方向 选 为 x 轴 , 而 将 
光 轴 选 为 z 轴 ; 0 为 kk 与 z 轴 间 夹 角 , P 为 尼 方 向 的 方位 角 , 从 zy 平面 起 算 
(图 62). 寻常 波 锥 体 的 张 角 由 等 式 





cos 0 一 





图 62 


给 出 . 同时 应 当 有 ~ > c/VET. 这 个 锥 体 是 圆锥 体 , 但 辐射 强度 依赖 于 方位 角 中 ; 
特别 是 在 zz 平面 (P=T/2 ) 上 没有 辐射 (由 于 等 式 v. 马 二 0). 非 寻 常 波 锥 不 
是 圆锥 , 其 锥 角 依赖 于 yp: 


(sl 一 sl)sin2p 十 El 
(el 一 sl)sin PP 十 elelu2/c2， 





cos20 = 


同时 应 当 有 w > c/vV 可 . 非 寻 常 辐射 的 偏振 为 和 失 量 万 在 主 截面 上 , 与 垂直. 
如 果 开 位 于 zy 平面 (p=0), 则 夭 量 万 ,从 而 酝 的 方向 均 沿 z 轴 方 向 ; 此 时 
:五 =0, 因 此 非 寻 常 辐 射 强度 在 zy 平面 上 为 零 . 


$116 渡 越 辐射 


切 连 科 夫 辐射 的 特征 是 它 发 生 在 带电 粒子 匀速 运动 时 (但 在 真空 中 匀速 
运动 的 电荷 并 不 辐射 )， 在 这 个 意义 上 , 与 其 类 似 的 另 一 类 现象 是 渡 越 辐射 
-一 当 带 电 粒 子 在 空间 非 均 匀 介 质 中 (包括 从 一 种 介质 过 渡 到 另 一 种 介质 ) 作 
匀速 运动 时 的 辐射 (B. 区 . 金 兹 堡 , H. M. 夫 兰 克 , 1945). 这 种 辐射 在 一 点 上 

@ 类 似 于 在 8114 中 对 各 向 同性 介质 所 作 的 那样 , 寻求 强度 分 布 要 求 计 算 滞 阻力 . 
这 些 计 算 (以 及 与 切 连 科 夫 辐射 有 关 的 其 他 一 些 问题 ) 的 详细 论述 可 在 B. M， 波 洛 
托 夫 斯 基 的 以 下 两 篇 综述 文章 中 找到 : B. M. Bonorosckmii, YBH. 1957. T. 62. C. 201; 
1961; T.75. °C. 295( 第 二 篇 综述 的 英 译本 见 B. M. Bolotovskii, Sowviet physics Uspekhi 4, 781, 
1962). 
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与 切 连 科 夫 辐射 有 原则 性 区 别 , 即 它 在 粒子 以 任何 速度 运动 时 都 会 发 生 , 而 不 
仅 是 当 粒 子 速度 超过 介质 中 光 的 相 速 时 才 辐 射 . 与 切 连 科 夫 辐射 一 样 , 渡 越 
辐射 与 韦 致 辐射 ( 当 带 电 粒 子 向 两 种 介质 的 交界 面 人 射 时 也 会 出 现 ) 毫 无 共 
同 之 处 . 也 和 切 连 科 夫 辐射 一 样 , 当 粒 子 质量 变 得 任意 大 时 , 这 种 差别 特别 直 
观 一 一 轧 致 辐射 消失 , 而 渡 越 辐射 不 变 . 

我 们 来 研究 当 带电 粒子 (具有 恒定 速度 ") 通过 真空 与 具有 复 介 电 常 
< 的 非 磁性 介 电 体 之 间 的 边界 时 的 渡 越 辐射 . 全 汪 丰 下 自卫 从 并 理 和 
(=0 平 面 ) 的 z 轴 上 (图 63). 





电磁 场 由 方程 (114.1) 一 (114.3) 或 与 它们 等 价 的 方程 (114.6) 确定 . 我 们 
将 方程 中 的 所 有 物理 量 部 展开 为 时 间 和 坐标 y, z (相对 于 这 两 个 坐标 介质 均 
匀 ) 的 传 里 叶 积分 , 如 


dwd2g 
E= | Bale) Jeitq 一 人 (116.1) 


等 , 其 中 g 为 yz 平面 上 的 波 矢 . 在 两 个 半空 间 的 每 一 个 中 , 我 们 寻求 形 为 非 
齐 次 方程 (114.6) 的 特 解 (电荷 场 , 标 以 下 标 “e”) 和 齐 次 方程 一 一 右 端 为 零 的 
方程 (114.6) 的 通 解 (自由 辐射 场 , 标 以 下 标 “r”) 之 和 的 场 . 解 的 第 一 部 分 
由 类 似 (114.7) 式 的 公式 





po) 4re 2 w? EE Ew? eiwz/ 
“9 gv v2 C2 
A(® 三 二 0 (116.2) 
给 出 . 由 此 电场 强度 为 
E 1 
Ee) = | (§ 交 ) ey q| pl (116.3) 


( 因 我 们 用 不 着 五 人 8 的 表达 式 , 故 不 在 此 写 出 ). 
直接 以 场 强 的 形式 写 出 对 应 于 自由 辐射 场 的 解 的 第 二 部 分 , 场 强 EW 的 
纵向 分 量 写 为 





(EQ) = iaetitsz, 
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它 带 有 一 个 现在 尚 属 未 知 的 系数 a; 对 于 ks, 我 们 现在 有 
2 
局 汪汪 广 . (116.4) 
El 的 横向 分 量 (我 们 预先 知道 它 沿 g 方向 , 即 这 个 平面 上 唯一 特殊 方向 ) 由 
全 div = 0, 亦 即 e(g 土 kn) .Bg 二 0 (n 为 沿 xz 轴 方 向 的 单位 矢量 ) 确定 ， 


为 
也 干 二 es exp tn- | (116.5) 


式 中 指数 上 的 + 号 和 - 号 分 别 对 应 于 半空 间 z > 0 和 zz < 0: 波 向 离开 两 介 
质 分 界面 的 方向 传播 @. 

两 个 半空 间 内 的 常数 u 和 az, 由 电感 应 强度 法 向 分 量 en . 刀 ,s 和 电场 
强度 切 向 分 量 g. sg 在 分 界面 的 连续 性 条 件 确定 (不 用 说 , 磁场 强度 的 连续 
性 给 不 出 任何 新 要 求 ) z < 0 区 (真空 ) 内 的 系数 为 : 


4mregxzzz(e 一 1 一 6 二 DOvVe 一 22) 
wl1— PB2+B2r2)(l + VE (Ve -+ eVi— 2) 


其 中 6 =w/c,x = gc/w. 

我 们 现在 来 计算 粒子 在 真空 中 ( 亦 即 朝 电 子 运动 反方 向 的 ) 辐射 的 总 能 
量 久 . 做 到 这 点 的 简单 办 法 是 研究 长 时 间 t 时 的 辐射 波 列 , 此 时 波 列 已 经 向 
左 走 了 很 远 ; 电荷 的 辐射 场 和 固有 场 此 时 已 经 分 离 . 总 能 量 % 由 辐射 场 能 量 
密度 在 全 空间 的 积分 得 到 . 如 果 把 坐标 原点 沿 x 轴 移 到 波 列 区 , 则 由 于 辐射 
波 列 的 场 在 x 两 端的 衰减 , 对 这 个 坐标 的 积分 限 可 以 从 -co 肥 到 oc. 

在 波 区 内 电能 密度 和 磁 能 密度 是 相同 的 . 因此 


1 Do 2 
室 . dr. Er. 
VA /s/o 1 


将 i 的 展开 式 (116.1) 代入 上 式 , 把 积分 的 平方 写作 二 重 积 分 的 形式 : 


E() = 三 ;这 








(116.6) 


U1 二 


duwdw'd20d20/ 


2(t, 7) = /Re Eo Z) exp{i [r- (g ee q’) ~ t(w w)]} (27)° 


这 个 表达 式 对 dydz 的 积分 给 出 8 函数 (2r)28(g 一 gq), 然后 在 对 d29g' 积分 时 
被 消除 . 因此 ， 


it(w dwdw’d?g 
拆 二 由 /ma 如 人 (116.7) 


Q@ 在 公式 (116.2) 一 (116.5) 中 ,在 zx<0 区 内 应 将 = 理解 为 sl = 1 而 在 z>0 区 内 
< 二 es2. 在 以 下 的 公式 中 处 处 有 es = e2. 
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将 Ea 的 表达 式 (116.5) (= 1,a ) 代入 上 式 并 对 z 积分 , 我 们 得 到 


1 2 Ww J | 二 
全 -pa Lb -Vz 


这 里 已 经 考虑 到 , 由 于 存在 8 函数 将 会 有 w= w'; 因为 这 个 理由 , 坐标 原点 移 
动 时 , (116.5) 式 ai 内 产生 的 相位 因子 在 乘积 ai(w, gq)ai(w,q) 中 消失 . 对 w 和 
w' 的 积分 从 -co 到 co 进行 ; 通过 对 w' 的 积分 消除 8 函数 , 我 们 得 到 


02 d2ad 
MU = 下 lai(w, gq) ss a (116.8) 


由 于 被 积 函 数 是 w 的 偶 图 数 , 故 对 w 的 积分 可 以 用 从 0 到 co 积分 的 二 倍 来 
表示 . 

对 于 d2g 的 积分 应 当 在 g? < w?/ce 区 内 进行 , 在 该 区 内 k; 为 实数 , 因此 
场 (116.5) 确实 在 描述 传播 波 O. 引入 辐射 波 和 撩 k = (ki,9q) 与 矢量 -v 方向 
之 间 的 夹 角 9 (因此 4 = 0 对 应 于 相对 粒子 运动 方向 严格 向 后 的 辐射 ). 此 时 
4= (w/c)sin0; 由 对 d?g 积分 转化 为 对 2xqdg = (2rw2/c2) sin0 cos0d90 的 积 
我 们 有 


i oo pA/2 5 2 coS20 oo 人 
a PR 三 ,0) .2TSi 
MU zw | [ lail’w dOdw [ [ 1 (w,0) .2rsinbdbdw 


函数 U4(w,9) 给 出 了 辐射 的 谱 分 布 和 角 分 布 . 取 (116.6) 式 的 ai, 我 们 最 终 得 
到 





(wb 本 0cos20 | (ze—1)(1—- 62+BVe— sin’O) ’ 
. 9) ~ Nzc(l — BZcos20 
mc(l — Bcos? 0 | (1+BVe— sin’ 0)(ecos0+ Ve— sin’” 0) 
Co 


(B. 开 . 金 兹 堡 , I. M. 夫 兰 克 , 1945). 渡 越 辐射 是 线 偏振 的 , 而 且 电 矢量 在 通 
过 和 w 的 平 而 上 (从 (116.5) 式 可 见 ). 在 非 相 对 论 速度 下 辐射 强度 正比 于 
22, 亦 即 正比 于 粒子 的 能 量 . 
在 与 理想 导体 (e = co) 的 交界 而 上 公式 (116.9) 简化 为 
eE“7) sin20 


NN N2c3 (1 — 62cos20)2 








名 当 92 > w?/e? 时 , 表达 式 (116.5) 中 的 指数 因子 应 当 写 作 exp( 二 rzVqz 二 wz1cz), 对 
应 于 从 分 界面 衰减 的 表面 波 . 在 渡 越 辐射 情况 下 , 必须 有 这 样 的 波 存在 ; 这 里 不 研究 
它们 . 


8116 渡 越 辐射 .505. 





在 极端 相对 论 情况 (8 < 1) 下 , 辐射 在 小 角度 区 域 9 ~ V1 一 2 有 极 大 值 . 
确实 , 此 处 公式 (116.9) 的 形式 变 为 





2 
ez |ve—l 02 


cveril Fra- mE 
由 此 我 们 得 到 具有 对 数 精 确 度 的 总 的 辐射 谱 密 度 








~l1 | 1 
Uo) S| Wb) .2nd ~ 和 | 次 村 | m 坟 (116.10) 
如 果 在 足够 高 的 频率 下 使 用 介 电 常量 的 极限 表达 式 (78.1)， 
J A4nN 2 
<=1I 一 盖 ， 中 = 一 一 ， (116.11) 


则 我 们 求 得 , 在 w 闵 wo 时 辐射 的 谱 分 布 以 w- 的 方式 减 小 . 这 表明 , 实际 上 
是 w < wo 的 频率 对 渡 越 辐射 (在 向 后 方向 上 ) 作出 了 主要 贡献 . 

最 后 我 们 来 仔细 研究 一 下 当 粒 子 从 介质 进入 真空 时 的 渡 越 辐射 . 这 个 
题 与 前 一 个 问题 的 区 别 仅仅 在 于 改变 速度 v 的 符号 . 所 以 带电 粒子 脱离 介 
进入 真空 时 的 微分 辐射 强度 由 修正 后 的 (116.9) 式 给 出 ， 
作 w 一 一 v 的 替换 , 而 且 9 现在 是 kk 方 向 与 v 的 夹 角 (因此 9 = 0 对 应 于 严格 
地 向 粒子 运动 前 方 的 辐射 ) 呈 


i 0cos20 | (e— 1D( (1 = 6B2— VE 一 sin20 
mc(l — Pa cos? 0)3 |( (1— BVe— sin es 中 | 
(116.12) 
在 极端 相对 论 情 况 , 辐射 在 小 角度 区 域 9 ~ V1- 82 有 极 大 值 . 这 时 公式 
(116.12) 的 形式 变 为 


1 (w, 0) = 














202 112 
7 es (116.13) 
nc (1 — 62 +02)2|1 — BVe — 02|? 


如 果 < 不 是 太 接近 1, 上 式 右 端 分 母 中 的 后 一 个 因子 可 换 为 |1 -~ Val? , 于 是 精 
确 到 对 数 精度 , 得 到 谱 分 布 为 





e? 1 
20(w) 一 元 也 II 二 5 


@ 对 于 透明 介质 (可 认为 = 是 实数 ) 速度 受到 wv < co/vE 的 限制 . 在 相反 的 情况 下 ， 
产生 将 粒子 在 介 质 中 依 其 运动 方向 向 前 发 出 的 切 连 科 夫 辐射 和 通过 边界 进 到 真空 中 
的 切 连 科 夫 辐 射 的 贡献 分 开 的 问题 . 辐射 强度 (116.12) 式 在 6Ve -sin2g = 1 处 的 极点 
对 应 于 进 到 真空 的 贡献 . 由 这 个 等 式 确定 的 角 6 从 好 和 在 边界 上 折射 的 切 连 科 夫 锥 的 
光线 的 出 射 角 . 
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对 于 高 频 , 我 们 重新 使 用 表达 式 (116.11), 并 在 (116.13) 式 中 作 以 下 替换 : 
1- BVe -Ra (1 -6+ 名 4)， VE 一 1s -2 


对 角度 积分 给 出 
e2 we 


= zc a a 0 
me wa(l 下 Vi 
六 


ee Wo 4 
锦 (一声 -( 字 ) my sy “> -这 历时) 
从 这 些 公式 可 以 看 出 , 对 向 前 辐射 的 主要 贡献 是 高 频 w ~ wo/VI 二 更 给 出 的 


(T. M， 加 里 比 扬 , 1959). 对 所 有 频率 积分 的 辐射 能 量 在 此 情况 下 正比 于 粒子 
的 能 量 @: 


( 当 wo 之 ww 和 





e2uw0 


3cV1— p62 


Mi = (116.14) 





Q@ 有 关 渡 越 辐射 问题 的 更 详细 的 解释 , 可 以 在 8. T. 巴 斯 和 B. M. 亚 科 文 柯 以 及 
B. I. 金 效 堡 和 了 B. H. 齐 托 维 奇 的 综述 文章 中 找到 : Bace 5. IT., Axoeenxo B. M.//Y®H. 
1965. 工 . 86. C. 189 ( 英 译本 见 F. G. Bass and V. M. Yakovenko, Soviet Physics Uspekhi. 8, 
420, 1965); Tuna6ypz B. A., Llwmoeur B. H.//Y BH. 1978. T. 126. C. 553 ( 英 译本 见 V. 工 . 
Ginzburg and V N Tsytovich, Physics Report, 49, 1, 1979). 


第 十 五 章 
电磁 波 的 散射 





§117 各 向 同性 介质 中 散射 的 普遍 理论 


在 前 几 章 讲述 的 电磁 波 在 透明 介质 内 的 传播 理论 中 , 完全 没有 研究 相对 
较 弱 但 又 极为 重要 的 散射 现象 . 这 个 现象 指 的 是 产生 较 弱 的 散射 波 , 其 频率 和 
传播 方向 与 原来 的 基 波 的 频率 和 传播 方向 都 不 同 . 

散射 现象 之 所 以 发 生 , 是 因为 在 入射 波 场 的 影响 下 介质 内 电荷 运动 的 改 
变 , 这 种 变化 导致 一 种 新 的 波 亦 即 散射 波 的 发 射 . 对 散射 的 微观 机 制 的 研究 ， 
应 当 在 量子 力学 的 基础 上 进行 . 然而 , 对 于 发 展 以 下 将 要 讲述 的 宏观 理论 来 说 
并 不 需要 如 此 . 所 以 , 这 里 我 们 仪 限 于 对 在 散射 时 引起 波 频 率 改 变 的 过 程 的 特 
征 作 一 些 简短 的 说 明 . 

散射 的 基本 过 程 是 , 散射 系统 吸收 初始 量子 fiw, 并 同时 发 射出 另 一 个 量 
子 所 /散射 量子 的 频率 w' 可 以 小 于 也 可 以 大 于 频率 w (这 两 种 情况 分 别称 
作 斯 托 克 斯 散射 和 反 斯 托 克 斯 散射 ). 在 第 一 种 情况 下 , 系统 吸收 能 量 所 wo 一 /)， 
而 在 第 二 种 情况 下 , 系统 依靠 跃迁 到 较 低能 量 状态 给 出 能 量 成 w' - w). 例如 ， 
在 气体 的 最 简单 情况 下 , 散射 在 单个 分 子 上 发 生 , 频率 的 改变 既 可 以 靠 分 子路 
迁 到 另外 的 能 级 , 也 可 以 靠 分 子 整 体 运 动 动能 的 改变 . 

男 一 种 类 型 的 散射 过 程 是 初始 量子 fiw 保持 不 变 , 但 在 其 影响 下 散射 系 
统 立即 辐射 两 个 量子 : 一 个 频率 和 方向 不 变 的 量子 hw 和 一 个 散射 量子 fiww. 
此 时 从 散射 系统 中 取得 能 量 hi(w + w/), 但 是 与 第 一 类 过 程 相 比 , 这 类 过 程 在 
通常 条 件 下 极为 稀少 . 

在 后 面 (8118) 将 会 看 到 , 在 温度 T < Rw +w') 时 受 激 辐射 效应 很 小 . 在 射频 区 
它 可 能 是 重要 的 . 
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现在 我 们 转 而 研究 散射 的 宏观 理论 , 首先 必须 将 其 中 求 平均 的 意义 精确 
化 . 在 宏观 电动 力学 中 , 对 一 个 量 求 平均 可 以 看 作 是 两 阶段 操作 的 结合 . 如 果 
为 了 直观 而 从 经 典 观点 出 发, 则 可 以 区 分 为 : 先 在 给 定 所 有 粒子 位 置 的 情况 下 
对 包含 这 些 位 置 在 内 的 物理 上 无 穷 小 体积 取 平均 , 然后 再 将 所 得 到 的 结果 对 
粒子 运动 求 平均 . 然而 , 在 散射 理论 中 这 样 的 平均 一 开始 就 无 法 进行 , 因为 对 
粒子 运动 求 平均 将 使 得 我 们 所 要 研究 的 现象 消失 . 所 以 , 出 现在 散射 理论 中 的 
诸如 散射 波 场 的 场 强 和 感应 强度 , 必须 理解 为 仅 是 第 一 阶段 求 平均 的 结果 . 

应 当 注意 到 在 作 量子 处 理 时 , 所 谓 对 体积 求 平均 当然 不 是 针对 物理 量 本 
身 , 而 仅仅 是 针对 其 算 符 进行 ; 求 平均 的 第 二 阶段 操作 , 在 于 借助 量子 力学 概 
率 确定 这 个 算 符 的 数学 期 望 值 . 因此 , 严格 地 讲 , 下 面 出 现 的 电磁 量 应 当 理解 
为 量子 力学 算 符 . 不 过 这 种 状况 不 会 影响 本 节 所 讲述 的 最 后 结果 , 而 且 为 了 公 
式 书写 的 简化 , 我 们 将 所 有 的 量 都 当 作 是 经 典 量 来 处 理 . 

在 对 散射 波 场 的 物理 量 作 上 述 理解 的 情况 下 , 我 们 以 下 将 用 E',H， 
DD',B' 来 表示 散射 波 场 的 单 色 分 量 ， 我 们 将 用 不 带 撤 的 字母 刀 ,H 表示 入 
射 波 场 . 在 本 章 中 处 处 假定 入 射 波 是 频率 为 w 的 单 色 波 . 

对 于 散射 波 在 介质 中 的 传播 过 程 本 身 , 电场 强度 与 电感 应 强度 间 存 在 关 
系 式 D' = e(w')E' (我 们 假定 散射 介质 是 各 向 同性 介质 ). 然而 , 这 个 关系 式 并 
没有 包含 散射 现象 亦 即 在 入 射 波 影响 下 产生 散射 波 在 内 .为 了 描写 散射 , 必须 
在 D' 的 表达 式 中 计 及 附加 的 一 些小 项 . 在 一 级 近似 下 , 这 些 项 对 入 射 波 场 必 
须 是 线性 的 , 这 种 依赖 关系 最 普遍 的 形式 为: 





D’ = B+ oir Br 十 (117.1) 


其 中 s' 表示 e(w'), 而 Qix, Bi 为 表征 介质 散射 性 质 的 张 量 . 一 般 情况 下 , 它们 
不 具有 任何 对 称 性 质 , 但 它们 的 分 量 既 是 散射 波 频 率 w' 的 函数 , 也 是 初始 频 
率 w 的 函数 . 这 里 要 强调 指出 , 量 a 和 6 的 张 量 性 质 当 然 与 我 们 所 假设 的 介 
质 为 各 向 同性 没有 矛盾 . 只 有 充分 平均 了 的 介质 的 性 质 才 是 各 向 同性 的 ; 对 
平均 性 质 的 局 域 性 偏离 , 其 中 包括 (117.1) 式 中 的 那些 附加 项 , 并 不 一 定 要 是 
各 向 同性 的 . 

(117.1) 式 的 最 后 一 项 与 受 激 辐射 过 程 引起 的 那 一 部 分 散射 有 关 . 实际 上 ， 
等 式 (117.1) 右 端 的 所 有 项 和 等 式 左 端的 D', 都 应 当 对 应 于 同一 个 w'. 由 于 
BB* 的 频率 为 -~w, 为 使 得 乘积 Bi Bi 的 频率 为 ww, 量 Pin 的 频率 必须 为 w 十 必 /. 
然而 , w 十 w 正好 是 表征 受 激 辐射 过 程 的 频率 . 由 于 上 面 提 过 这 一 效应 很 小 ， 
我 们 略 去 (117.1) 式 中 相应 的 项 , 并 在 下 文中 将 其 写 为 


D; 和 ep 十 Qik bk. (117.2) 
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B' 和 H' 之 间 的 关系 也 可 用 类 似 的 公式 表示 . 但 是 , 我 们 将 忽略 通常 对 
光 的 散射 现象 并 不 重要 的 介质 的 磁 学 性 质 , 因此 设 B' = 五 '. 
散射 波 场 的 麦克 斯 韦 方程 为 : 


/ 
rot E’ = i 和 2H', rot H'= -i D.. 
c c 
从 这 些 方程 中 消去 五 我 们 得 到 
/2 
rot rot E’ = D'. 
c 


按照 (117.2) 式 将 
五 = SD' -Sa E) 

其 中 (a :五 ) 表示 分 量 为 air Br 的 矢量 ) 代入 前 式 , 并 考虑 到 div D' = 0, 我 们 

得 到 万 ' 的 以 下 方程: 





AD’+k?D’=—rotrot(a: EE), (117.3) 


其 中 k= w'Ve'/c 为 散射 波 的 波 矢 . 

为 了 精确 地 表述 求解 方程 (117.3) 的 条 件 , 我 们 将 散射 介质 分 割 成 许多 小 
区 域 (不 过 , 这 些小 区 域 的 尺度 远大 于 分 子 间距 离 ). 由 于 散射 过 程 的 分 子 特 
征 , 在 介质 (不 是 晶体 介质 !) 不 同 点 上 的 这 些 过 程 之 间 的 关联 , 一 般 而 言 , 只 能 
扩展 到 分 子 距 离 量 级 2. 所 以 从 介质 的 不 同 小 区 域 发 出 的 散射 光 是 非 相 十 的 . 
因此 我 们 可 以 这 样 来 研究 从 一 个 小 区 域 发 出 的 散射 , 似乎 在 介质 的 其 余 体 积 
中 , 光 在 传播 时 没有 散射 , 我 们 以 这 种 方式 来 计算 离 物体 散射 区 域 很 大 距离 
处 的 散射 波 场 . 利用 离 辐射 源 很 远 距离 处 的 推迟 势 的 众所周知 的 近似 表达 式 
(参见 本 教程 第 二 卷 866), 可 以 马上 写 出 所 要 求 的 方程 (117.3) 的 解 : 


eik’ Ro 





1 
D’= — rot rot 
Ro 


其 中 Ro 为 从 散射 体积 (积分 在 该 体积 内 进行 ) 内 某 一 点 到 场 的 观察 点 的 径 矢 ， 
矢量 k' 的 方向 与 Ro 相同 . 式 中 的 积分 与 观察 点 的 坐标 无 关 ; 对 (117.4) 式 进 
行 微分 并 与 通常 一 样 只 保留 含有 1/o 的 项 , 我 们 得 到 


fe . EF)e-ik rdT (117.4) 


@ik’ Ro i 
D’'= i x * x fe ‘Ee*"rdV|. 
0 





@ 将 在 $120 中 讨论 的 散射 的 特殊 情况 是 例外 . 在 这 些 情况 下 , 必须 假定 散射 区 域 
的 尺度 也 比 光 的 波长 大 . 
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由 于 在 观察 点 我 们 将 介质 看 作 是 非 散 射 的 , 故 在 这 一 点 上 D' 和 E' 的 关 
系 直 接 写 为 关系 式 D' = e'E'. 在 和 人 射 波 的 场 中 , 我 们 分 离 出 一 个 空间 周期 因 
子 , 将 电场 强度 的 形式 表示 为 


E= Eoe*” = Poeeik 7; (117.5) 





在 第 二 个 表示 式 中 复 振幅 Eo 被 写作 Eoe, 其 中 Eo 为 实数 量 ( 三 |Eol*), 而 
e 为 确定 波 的 偏振 的 单位 复 矢量 (e. e* = 1). 之 后 引进 符号 


G = fe ‘e)e i 9rdV, gq=k’—k, (117.6) 
我 们 写 出 


1/ _ ik’Ro bo / / _ pik’Ro oj 
五 = 一 e ee x (RE xG)=e 
矢量 EB’' 垂直 于 散射 波 的 k' 方 向 并 由 垂直 于 k' 的 投影 G+ 确定 . 
用 这 样 的 方式 确定 了 散射 波 的 未 被 平均 的 场 之 后 , 我 们 可 以 转 而 研究 散 
射 光 的 强度 和 偏振 . 为 此 必须 构造 张 量 





(117.7) 





Lx = (BE), (117.8) 


其 中 角 括 号 表示 到 现在 为 止 尚未 进行 的 对 物体 中 粒子 运动 的 平均 ; 二 次 表达 
式 的 平均 自然 给 出 不 为 零 的 结果 . 由 于 EB’ 上 和 , 故 张 量 Li 仪 在 垂直 于 je 的 
平面 上 有 不 为 零 的 分 量 ; 这 些 分 量 (在 这 个 平面 上 ) 构成 二 维 张 量 Tue (我 们 用 
希腊 字母 表示 取 两 个 值 的 下 标 ). 根据 定义 , 张 量 Tae 为 厄 米 张 量 : Iso = jg. 
可 以 将 这 个 张 量 对 角 化 , 其 两 个 主 值 之 比 给 出 退 偏振 度 , 而 两 个 主 值 之 和 正比 
于 光 的 总 强度 9. 

在 乘积 及 中 含有 G; 的 积分 的 乘积 , 对 它们 也 必须 求 平均 . 将 两 个 积 
分 的 乘积 写 为 二 重 积分 的 形式 , 我 们 有 


(GiG%) = elem /eal ye etm raviay. (117.9) 


上 标 (1) 和 (2) 表示 a 的 值 是 在 空间 的 两 个 不 同 点 上 取 的 . 
@ 参见 本 教程 第 二 卷 850. 将 厄 米 张 量 对 角 化 意味 着 将 其 表示 为 
Fi 里 A1n1inTn 十 入 2722i722 人 大， 
其 中 ma,m2 为 一 般 情 况 下 的 相互 正 交 的 单位 复 矢量 : 
ma 一 ma m=1l ma 一 0. 


厄 米 张 量 的 主 值 1, 3X2 为 实数 . 
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在 求 被 积 也 数 的 平均 时 , 必须 计 及 物体 不 同 点 上 a 值 之 间 的 关联 一 般 只 
扩展 到 分 子 间距 离 量 级 . 这 表明 取 平 均 后 被 积 Be Im 一 ral| wa 
时 才 显 著 地 不 为 零 , 其 中 a 为 分 子 间距 离 的 数量 级 .指数 因子 的 指数 ~ a/， 
其 中 入 为 散射 波 波 长 ;但 因 宏 观 理 t ee a 人 多 1 故我 们 可 以 
用 1 代替 指数 因子 @. 

其 次 , 对 坐标 rm 和 ra 的 积分 可 换 为 对 (ri 十 72)/2 和 7 = rl 一 ra 的 积 儿 
由 于 被 积 函数 ( 取 平 均 后 ) 仅 依 赖 于 7, 故 


(GiG*) = Vere’, / (a oo "yav, (117.10) 


其 中 了 为 物体 散射 区 域 的 体积 ; 散射 必须 正比 于 V 的 事实 是 显然 的 , 我 们 早 
已 料 到 . 我 们 注意 到 , 入射 波 的 波 矢 方向 尼 从 公式 (117.10) 中 消失 , 从 而 也 从 
以 下 的 所 有 公式 中 消失 . 

(117.10) 式 中 的 积分 构成 一 个 只 依赖 于 散射 介质 性 质 的 四 秩 张 量 . 由 于 
介质 是 各 向 同性 的 , 这 个 张 量 只 可 能 通过 单位 张 量 6i (以 及 标量 常数 ) 来 表 
示 . 在 写 出 相应 的 表达 式 之 前 , 我 们 注意 到 , 张 量 ai 如 同 所 有 的 二 秩 张 量 一 
样 , 在 一 般 情况 下 可 以 表示 为 三 个 独立 部 分 之 和 |: 


Qik 一 Qi 十 si 十 ai (117.11) 
其 中 a 为 标量 , six 为 不 可 约 ( 亦 即 迹 为 零 的 ) 对 称 张 量 , aik 为 反对 称 张 量 : 


1 1 2 1 
= 3 Sik=3 (oa 十 Qki 一 jeu ) 二 5 (Qik — Qki). (117.12) 


在 求 乘积 al)oal2)* 的 平均 值 时 , 可 以 发 现 只 有 上 面 指 出 的 张 量 aax 的 三 
个 部 分 的 每 一 个 的 分 量 单独 相 乘 的 积 不 为 零 ; 很 清楚 , 单位 张 量 不 能 用 来 构成 
具有 与 矢量 积 相对 应 的 对 称 性 质 的 表达 式 . 根据 这 些 考 虑 ,我 们 可 以 把 待 求 的 
四 秩 张 量 写 为 以 下 彤 式 : 


2 
oo 人 ne 0: (aam +amau — 3 Budim ) 
a BGa(Biwdim 人 Simokl)， (117.13) 


其 中 的 三 项 按 其 对 称 性 质 正 好 分 别 对 应 于 af 和 at2) 的 标量 部 分 、 对 称 部 
分 和 反对 称 部 分 的 乘积 . 对 不 同 的 下 标 对 缩 并 这 个 表达 式 , 我 们 得 到 可 解释 
(117.13) 的 系数 意义 的 三 个 等 式 : 


Go= /om aW*)dV, Gs 和 ss(2*)d Go = /Royar (117.14) 


@ 但 在 所 谓 表 利 散射 时 (页 $120), 只 有 在 专门 的 附加 条 件 下 才 人 允许 作 这 一 忽略 . 
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这 些 量 都 是 实 的 和 正 的 也 . 这 样 一 来 , 张 量 x 的 形式 为 


Tir = const ， Goce 十 五 G。 (su 十 eyek 一 :ee 十 5Ga(8a — etex)|, 
(117.15) 

其 中 const 不 依赖 于 散射 的 方向 和 入 射 波 的 偏振 . 这 个 张 量 当然 还 没有 与 庆 
方向 成 “横向 ”. 待 求 的 张 量 fae 是 通过 将 (117.15) 式 投影 到 垂直 于 je 的 平面 
得 到 的 (为 此 只 需 选 取 k' 为 坐标 系 的 一 个 轴 , 并 求 出 在 另外 两 个 轴 上 的 张 量 
的 分 量 ). 

我 们 注意 到 , 在 普遍 情况 下 , 散射 可 以 表示 为 三 个 独立 过 程 即 标量 型 散 
射 、 对 称 型 散射 和 反对 称 型 散射 的 释 加 , 这 些 过 程 分 别 对 应 于 (117.15) 式 中 
的 三 项 名. 

如 果 对 这 种 分 类 不 感 兴趣 , 将 表达 式 (117.15) 表示 为 另外 的 形式 可 能 更 
方便 , 在 其 中 归并 相似 项 : 





Tik = COnst ， { 到 sea+ Seen + bu), (117.16) 
其 中 
| 1 1 1 1 1 
4= G0+ Cs -600 b= 和 cs + Co。， c= G0 gCst go (117.17) 


公式 (117.15) 或 (117.16) 确定 散射 光 的 角 分布 及 偏振 性 质 . 特别 是 , 将 这 
个 张 量 投影 到 某 一 偏振 矢量 et (决定 EB' 方向 的 矢量 ) 上 , 我 们 即 得 到 以 特定 
方式 偏振 的 散射 光 分 量 的 强度 , 它 可 被 相应 的 检 偏 器 检 出 : 


1 2 
Tigeseh = const : {Cale ‘Ee*|2 + 5 (1 +|le:e 汪 一 jle : ce 
1 
+aGa(l — eel) (117.18) 


或 者 


十 C 





Lire Ch = Const . { le:e”|*+ le .e'|? 十 ob : (117.19) 





@ 张 量 (117.13) 为 实 张 量 的 性 质 以 及 从 而 其 系数 为 实 的 性 质 , 已 可 从 这 个 张 量 相 
对 于 指标 对 让 和 km 交换 的 对 称 性 看 出 , 而 这 种 交换 等 价 于 取 复 共 斩 (由 于 点 1 和 点 2 
等 价 ). 系数 为 正 的 性 质 来 自 以 下 事实 : 利用 从 (117.9) 式 变换 为 (117.10) 式 的 反 变 换 , 它 
们 可 以 被 表示 为 模 的 平方 (或 模 的 平方 之 和 ). 例如 ， 


Go = 应 (fsa) ). 


加 公式 (117.15) 以 及 由 其 所 得 的 结论 与 本 教程 第 四 卷 860 讲述 的 在 单个 自由 取向 
分 子 上 散射 的 普 拉 切 克 量子 理论 公式 , 仅 在 Go,Gs,Goa 的 定义 上 有 差别 . 
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我 们 来 研究 线 偏振 波 的 散射 . 这 样 的 偏振 对 应 于 实 矢 量 e (参见 本 教程 第 
二 卷 的 848 和 850). 因此 , 散射 光 张 量 I 的 所 有 分 量 也 是 实 的 . 这 表明 , 散射 
光 是 部 分 偏振 的 , 而 且 可 以 被 分 解 为 两 个 独立 的 ( 非 相 干 ) 波 , 其 中 每 一 个 都 
是 线 偏 振 的 . 由 于 在 垂直 于 k' 的 平面 上 总 共 只 存在 一 个 特定 方向 (由 矢量 e 
的 在 这 个 平面 上 的 投影 给 出 ), 事先 就 可 以 预料 到 , 这 两 个 波 中 的 一 个 具有 处 
于 ek’ 平面 中 的 矢量 e' 的 偏振 (其 强度 标记 为 五 ), 而 另 一 个 波 的 偏振 垂直 于 
这 一 平面 (其 强度 标记 为 72). 

在 e 为 实 矢量 时 表达 式 (117.16) 简化 为 


Tix = const . (aeick + bOix). (117.20) 


我 们 立即 注意 到 , 该 表达 式 总 共 只 有 两 个 而 不 是 三 个 独立 常数 . 相应 地 , 我 们 
有 
Lireseh = const : [a(e . e’)* 十 名 
而 且 在 上 面 指出 的 两 个 方向 中 取 e' 后 , 我 们 得 到 散射 光 的 两 个 非 相干 分 量 的 
角 分 布 : 
T=const.(asin 0+6), J = const.b, (117.21) 

其 中 0 为 e 与 散射 方向 k' 之 间 的 夹 角 . 我 们 注意 到 , 以 上 分 布 中 的 第 二 个 是 
各 向 同性 的 . 

当 自 然 光 通过 介质 时 , 散射 光 将 是 部 分 偏振 的 . 通过 对 处 于 垂直 于 的 
平面 内 的 e 的 所 有 方向 求 平均 ， 从 (117.16) 式 中 得 到 相应 的 张 量 x. 这 个 平 
均值 由 公式 


= 人 
eiex = 3 (0ik — nang) (117.22) 


实现 (其 中 n= k/k) ; 这 是 一 个 仅 依 赖 于 n 的 方向 的 二 秩 张 量 , 缩 并 时 等 于 1 
且 满 足 条 件 


因此 , 在 自然 光 散 射 时 
Lik = const : {3 (6 一 Ring) 十 Dix } . (117.23) 


由 对 称 性 考虑 可 知 , 散射 光 的 两 个 非 相 干 分 量 是 线 偏振 的 ,一 个 的 偏振 矢量 e 
在 kk’ 平面 (散射 平面 ) 内 , 另 一 个 的 偏振 矢量 e' 垂直 于 kk’ 平面 ; 我 们 将 这 
些 分 量 的 强度 分 别 标记 为 Dj 和 五 . 从 公式 

sl — (n.e')?]+ 中 


O 我 们 再 一 次 强调 , 必须 将 散射 光 的 这 种 偏振 状态 与 由 探测 器 检测 出 来 的 偏振 e' 
区 分 开 来 ! 


Tike’eh = Const : { 
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我 们 得 到 
/2 .2 /4 
TI = const (3 Cos 十 中 ， TL = const (3 证 中 > (117.24) 


其 中 3 为 散射 角 (k 与 k&' 之 间 的 夹 角 ). 
下 面 我 们 将 分 别 列 出 三 种 类 型 散射 中 的 每 一 个 的 角 分 布 和 偏振 性 质 . 它 
们 可 通过 将 从 (117.17) 式 给 出 的 相应 的 a 和 5 项 直接 代入 (117.21) 和 (117.24) 
式 后 得 到 . 
在 线 偏 振 光 的 标量 散射 时 , 散射 光 也 是 完全 偏振 的 , 市 光 强 的 角 分 布 由 公 
式 
I= 5 sin?0 (117.25) 
给 出 (此 处 及 今后 工 的 表达 式 均 归 一 化 为 使 其 对 所 有 方向 的 平均 值 为 一 ). 在 
自然 光 散 射 时 , 光 强 的 角 分 布 与 退 偏振 系数 (中 ,五 中 小 者 与 大 者 之 比 ) 由 公 
式 
T= 并 十 中 = 了 (co 9), e080 (117.26) 


给 出 9. 
对 于 偏振 光 的 对 称 散射 , 我 们 有 


3 sD 72 3 
I=I ee 0 eh 72 
.i 人 
而 在 自然 光 散 射 时 : 
了 
I= 计 (13+ cos?0), 二 (6 十 cos2 9). (117.28) 
最 后 , 对 于 偏振 光 的 非 对 称 散 射 
了 
了 二 3 +cos20)， 二 = cos? 90, (117.29) 
4 72 
而 在 自然 光 散 射 时 : 
3 了 灿 
ye 117.30 
a 十 sin 2) 让 ( ) 


”由 71(0) 的 公式 变 为 1(9) 的 公式 对 应 于 依照 





| 
sin2 0 一 z(! 十 cos2 9) 


所 进行 的 平均 (对 比 从 (92.3) 式 到 (92.6) 式 的 转化 ). 
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$118 色散 的 细致 平衡 原理 


从 细致 平衡 的 量子 力学 普遍 原理 (参见 本 教程 第 三 卷 8144), 可 以 求 得 不 
同 散射 过 程 强度 间 的 确定 的 关系 式 . 

用 dwzi 标记 量子 fw 受到 散射 (在 单位 长 度 路 径 内 ) 后 产生 在 立体 角 元 
dos 内 传播 的 量子 fi 的 概率 中 . 再 用 dw12 标记 量子 jw 在 立体 角 元 dol 内 
产生 量子 jiwi 的 逆 散 射 过 程 的 概率 . 细致 平衡 原理 在 这 两 个 概率 之 间 建 立 了 
以 下 关系 : 





dw21 A dw12 

k32do2 四 kfdo1’ 
其 中 襄 , 嫩 分 别 为 两 个 量子 的 波 矢 . 代入 好 = elw8/e2% 阴 = eau3/ez (其 中 
el 二 e(wi), sz = e(wz)) 我 们 得 到 


dw21 dw1i2 

2 2 

w = £2W. 118.1 
Su do2 2 doi ( ) 


在 这 个 关系 式 中 假定 散射 系统 的 初 态 和 末 态 分 别 对 应 于 离散 能 级 轧 和 
Eo, 二 者 相互 之 间 以 等 式 








去 
E1 








五 1 十 hw = Eo + hwo 


相 联 系 . 这 样 的 问题 提 法 与 物体 的 真实 状况 并 不 完全 符合 , 因为 宏观 物体 的 能 
谱 非常 密集 , 必须 看 作 是 准 连续 谱 . 

所 以 , 代替 具有 严格 确定 的 频率 改变 的 散射 概率 dwzi, 我 们 必须 引进 在 
频率 间隔 dws 内 的 散射 概率 , 亦 即 物体 跃迁 到 处 于 能 量 间隔 dEo = jdws 内 的 
能 态 的 概率 . 将 这 个 概率 标记 为 (依然 是 在 单位 路 径 内 的 ) dhzi, 我 们 有 


d7T2 
= 一 jp"d 
dho21 一 dw21dI>» dtU21 bE LU2) 


其 中 dT 为 在 能 量 间隔 dEo 内 的 物体 量子 态 的 数目 . 代替 (118.1) 式 , 我 们 现 


在 写 出 
dm 2 dha _ dfs 2 dh 


ad dozdw2 一 I? 2 doidw1 
然而 , 按照 物体 宏观 状态 的 统计 权重 与 其 .9 的 众所周知 的 关系 , 导数 
dI"/dB 基本 上 与 exp(.9) 相同 , 于 是 有 关系 式 
dli/dE 
dl3/dE, 
Q 还 要 注意 两 个 量子 的 确定 的 偏振 ,为 了 简洁 我 们 这 里 没有 写 出 偏振 指标 . 在 记 
号 dw2z1 中 下 标的 排列 顺序 对 应 于 量子 力学 中 采用 的 顺序 : 初 态 到 末 态 由 右 向 左 排列 . 








= exp(.% — 2). 
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由 于 因 一 个 量子 的 散射 而 引起 的 物体 能 量变 化 与 物体 能 量 相 比 极为 微 
小 , 故 炉 的 变化 也 相对 很 小 , 因此 可 令 其 等 于 


d% 三 
FH = (Bi bE)= 万 (2 — w1). 








dE 
考虑 到 这 种 情况 , 我 们 最 终 将 散射 的 细致 平衡 原理 表达 式 写 为 以 下 形式 : 
dh dh 
—fiwi/T 2 21 hw/T ,2 12 
e E11 es e E2 hy (118.2) 


量 dho (具有 cm 的 量 纲 ) 称 为 光 在 散射 时 的 微分 消光 系数 . 它 的 定义 
也 可 以 用 以 下 方式 表述 : 微分 消光 系数 是 单位 时 间 在 单位 体积 物体 内 散射 到 
立体 角 doz 和 频率 间隔 dws 的 量子 数 与 人 射 光 中 光子 流 密 度 之 比 . 将 dnal 对 
散射 光 的 所 有 方向 和 所 有 频率 积分 , 我 们 得 到 总 消光 系数 , 它 代 表 光 在 散射 介 
质 中 传播 时 光子 流 密度 的 衰减 率 . 

设 ws < wi. 关系 式 (118.2) 将 斯 托 克 斯 散射 (1 一 2) 与 反 斯 托 克 斯 散射 
(2 一 1) 之 间 的 强度 (消光 系数 ) 联系 起 来 . 我 们 看 到 , 反 斯 托 克 斯 散射 的 强度 
比 斯 托 克 斯 散射 的 强度 小 , 一 般 而 言 前 者 与 后 者 之 比 基 本 上 为 因子 


wr 


这 种 情况 具有 相当 普遍 的 性 质 , 它 对 应 于 物体 向 电磁 场 的 能 量 转移 使 得 散射 
过 程 减弱 为 原来 的 exp(-ABE/T), 其 中 AE 为 被 转移 的 能 量 . 特别 是 由 于 这 个 
原因 , 受 激发 射 通常 非常 弱 , 因为 在 这 种 散射 过 程 中 物体 一 次 要 给 出 有 (wi 十 wo) 
的 能 基 . 在 有 wi + wa) 交工 时 , 这 种 过 程 的 概率 包含 一 个 很 小 的 因子 


| 


在 散射 时 频率 改变 相对 小 的 重要 情况 下 , 普遍 关系 式 (118.2) 大 为 简化 . 
我 们 将 wi 直接 标记 为 w, 而 把 小 频率 差 wa - wil 标记 为 QUQ| < w). 除 此 而 
外 , 我 们 引进 符号 





dh21 
dozdwe? 
在 (118.2) 式 的 非 指 数 因 子 sw2? 中 , 可 以 略 去 频率 差 0, 此 后 它们 在 等 式 两 端 
相互 抵消 , 结果 余下 


T(w， DJ)e- 和 人 =I(w+n, 一 TO)e-Ae+2)/T， 


函数 T(w + 2, 一 1) 的 第 一 个 宗 量 是 光 的 初始 频率 , 可 以 将 其 中 的 4 略 去 , 亦 
即 把 散射 强度 当 作 与 人 射 光 的 略 有 移动 的 频率 值 有 关 . 此 时 有 


IT(w, 1) = I(w,—f)e ?2/T. (118.4) 





= I(w, 1). (118.3) 
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在 这 一 近似 中 , 等 式 两 端的 了 与 同一 频率 的 入 射 光 有 关 . 换 句 话说 , 关系 式 
(118.4) 建立 起 了 有 相同 频率 移动 绝对 和 什 8 的 同一 种 光 的 斯 托 克 斯 散射 与 反 
斯 托 克 斯 散射 之 间 的 简单 关系 . 


习 题 


。 斌 确定 受 汶 拉 受 孝 射 强 度 (参见 8112) 与 通常 的 (自发 的 ) 散射 强度 之 间 

解 : 受 激 散射 的 概率 由 自发 散射 概率 乘 以 Nps 得 到 , 其 中 Nps 为 具有 波 
矢 kz 的 量子 态 内 的 光子 数目 . 为 了 将 这 个 数目 es 五 > 联系 
起 来 , 必须 将 后 者 看 作 近 单 色 的 , 并 使 通过 量子 数 或 通过 场 强 表示 的 场 能 ( 单 
位 体积 内 的 ) 表达 式 彼此 相等 : 


大 dk 
Ja ka (275 2 E2|? 


n)3 Br dwo (1 
(等 式 右 端 按照 (83.9) 式 写 出 ). 作 代 换 


E23 dk2 


dk 
d3k2 = 由 dd = = a odode 


后 ，(1) 式 左 端 可 将 在 狭窄 的 频率 间隔 内 变化 很 小 的 因子 从 积分 号 下 提出 . 于 
是 


d3ko hw3e2 dk 
由 ha Nes 3 5 人 2 站 Na dw2do2, 





从 (1) 式 我 们 有 











| Nadao = PS 
入 射 光子 流 密度 是 (参见 (83.11) 式 ) 
已 _ CVEl D 
二 可 Bnew1 2 
因此 , 因 光 子 fuwi 的 受 激 散射 传递 给 场 五 ? 的 能 量 为 (引进 (118.3) 式 的 符号 ): 
d7。 5 nc4 
i = fT( w1, 人 2) /madauoao = Sher 五 ;|?| 瑟 zj ?7T(wl,D) (2) 


(2 = wz 一 wi). 而 在 同时 , 由 于 光子 成 oa 的 受 激 散射 并 转换 为 光子 jiwi, 使 得 
场 2 损失 能 量 . 场 五 ; 通过 这 些 过 程 得 到 的 能 量 , 由 将 下 标 1 和 2 交换 后 的 
(2) 式 给 出 . 由 此 求 得 场 2 所 给 出 的 能 量 要 来 上 一 个 因子 -wa/wi (与 (112.8) 
式 对 比 ) 并 等 于 


ell, 0) (3) 
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将 (2)、(3) 两 式 相 加 , 并 利用 (118.2) 式 将 T(w2, 一) 用 IT(wi, 2) 表示 , 我 们 得 
到 频率 wo 的 场 的 总 能 量 政变 为 : 











-er Ol (0 
引进 频率 为 wa 的 散射 的 辐射 强度 在 单位 路 径 上 增加 的 增长 率 (在 wa < wi 时 ) 
1 dUs, 
92 二 dt 
( 量 岗 为 1/cm), 并 将 这 个 关系 式 改 写 为 最 终 形 式 : 
q2 = 机 (1 —e*?/T)5 Es. (5) 


8119 频率 变化 小 的 散射 


8117 中 发 展 的 理论 具有 充分 的 普遍 性 , 适用 于 各 向 同性 介质 散射 的 所 有 
情况 , 而 与 散射 的 具体 机 制 无 关 . 但 是 , 这 样 的 普遍 性 讨论 自然 不 可 能 推进 得 
太 远 , 对 散射 现象 的 进一步 研究 只 有 在 更 特别 的 假设 下 才 有 可 能 . 

光 散 射 通常 伴随 有 相对 小 的 频率 变化 8 = w' 一 w. 以 下 的 计算 正 属于 这 
种 情况 ， Wt I2 < w 之 外 , 我 们 还 将 假设 在 频率 间隔 8 内 介质 的 折 
射 率 变化 很 小 . 这 后 一 个 条 件 意味 着 频率 w 不 应 当 与 散射 介质 的 某 一 吸收 区 
(或 吸收 线 ) 靠 的 太 近 . 

如 果 w 属于 频谱 的 光学 波段 , 则 小 8 散射 的 微观 机 制 可 能 与 原子 和 分 子 
的 各 种 运动 ( 亦 即 与 引起 光学 跃迁 的 纯 电 子 运动 相反 的 原子 核 的 移动 ) 有 关 . 
它们 可 能 是 分 子 内 的 原子 振动 、 分 子 整体 的 转动 或 振动 等 等 ®. 

设 g= glt) 为 描写 引起 散射 的 运动 的 一 组 坐标 (为 简单 起 见 , 我 们 首先 以 
各 内 观点 进行 讨论 } 由 于 这 种 运动 相对 缓慢 , 我 们 可 以 用 新 的 观点 对 散射 进 
行 宏观 描述 . 这 也 就 是 可 以 引进 介 电 张 量 eis(q) , 它 的 分 量 (在 每 一 时 刻 ) 如 
同 依赖 于 参数 一 样 仅 依赖 于 9 在 这 一 时 刻 的 取 值 . 这 种 性 质 与 假定 变化 的 
相对 缓慢 有 关 . 以 这 样 的 方式 引进 的 介 电 常量 与 在 给 定 原子 核 位 置 情况 下 对 
电子 运动 平均 后 的 场 有 关 . 对 于 完全 平均 (包括 对 核 运 动 平均 ) 后 的 场 , 介 电 
常量 化 为 标量 s = s(w). 我 们 将 six 与 这 个 量 的 偏差 标记 为 5eix， 


Eik(q) = eik + Seir (gq). (119.1) 


此 时 假设 相应 的 8 值 比 电子 跃迁 的 频率 小 得 多 . 在 由 具有 简 并 电子 基态 的 分 
子 组 成 的 气体 中 , 这 一 条 件 可 能 被 破坏 . 
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张 量 eix 给 出 作为 时 间 函 数 的 电场 强度 与 电感 应 强度 之 间 的 关系 .我 们 
强调 , 入 射 波 与 过 去 一 样 仍 然 假定 是 单 色 的 (频率 为 w), 但 散射 波 的 场 五 ' 现 
在 被 当 作 没有 被 分 解 为 单 色 分 量 的 时 间 函 数 . 总 场 由 入 射 波 场 五 和 散射 波 场 
五 ' 相 加 而 成 ; 因此 ， 

Di + D; = eir (Bx + Bk). 


依照 定义 , 约 去 万 与 se 项 , 作为 二 阶 小 量 略 去 5ein 4 项, 我 们 得 到 
D! = eB! + 6ein(q) Br. (119.2) 


关系 式 (119.2) 与 公式 (117.2) 的 形式 一 样 . 然而 二 者 的 差别 在 于 , 以 上 述 
方法 处 理 问题 时 十 分 清楚 , 当前 情况 下 张 量 aik = 6eix 是 对 称 的 . 这 可 从 关于 
介 电 常量 张 量 对 称 性 的 普遍 定理 直接 得 出 . 除 此 而 外 , 与 透明 介质 的 介 电 常 量 
为 实数 相 一 致 , 可 以 确认 张 量 geix 也 是 实 的 

张 量 aik 中 没有 反对 称 部 分 表明 , 频率 变化 小 的 散射 中 缺少 8117 所 指出 
的 三 种 散射 形式 中 的 一 种 (反对 称 散 射 ). 

我 们 来 计算 所 有 的 频率 移动 9 三 w 一 w 之 w 的 散射 的 总 强度 . 在 当前 情 
况 下 , 采用 以 下 方式 很 容易 做 到 这 点 . 在 方程 (117.3) 中 , 可 将 散射 波 场 的 
换 作 天 = wye/c (同时 取 w = w 时 的 ak 三 6eix 值 ), 此 后 这 个 方程 中 一 般 
不 再 含有 w', 也 就 是 说 方程 对 于 场 的 所 有 谱 分 量 都 相同 . 因此 , 这 一 方程 也 适 
用 于 未 作 传 里 叶 谱 展开 的 散射 波 的 场 , 此 处 我 们 仍 将 其 标记 为 B'. 使 用 方程 
(117.3) 的 形 为 (117.7) 式 的 解 , 我 们 得 到 
万 ?pk4sin20 

(Es 16re7 Fa 
其 中 6 为 k 和 G 之 间 的 夹 角 , 而 角 括号 则 像 在 8117 中 一 样 , 表示 对 粒子 运动 
的 最 终 平均 值 . 

引进 消光 系数 户 为 单位 体积 介质 在 所 有 方向 上 散射 的 光 的 总 强度 与 人 射 

光 能 流 密度 之 比 呈 : 


Edw!sin?0 


(|G|) = sslG| ), 
| 16n2c4 Ri 


ad 1 /| 2 2 
h = VBE fe )R2d6 (119.3) 


(此 处 已 设 a() = e(w)). 
根据 8117 中 所 述 理由 , 在 计算 (|G|?) 的 平均 值 时 我 们 将 G 的 被 积 函数 
中 的 指数 因子 换 为 1: 于 是 


(G = Vexes, (3e (Pac)av 





外 这 个 定义 与 8118 按 量子 数 给 出 的 定义 相差 一 个 因子 w'/w. 在 现在 的 情况 下 , 这 
个 因子 可 以 当 作 1, 于 是 两 个 定义 等 价 . 
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( 斌 与 (117.9) 一 (117.10) 比较 ). 角 括 号 内 的 表达 式 是 一 个 二 秩 张 量 , 并 因为 介 
质 各 向 同性 的 缘故 平均 后 给 出 : 


1 
(8e(})8e(2)) = 了 om (et)8et2) ). 


om 


于 是 方 均值 
(G 站 = 可 /eae 和 )ay 


与 散射 方向 无 关 , 而 且 (119.3) 式 中 的 积分 结果 为 





4 mw 

= 这 (8e(D 8e(2)qV. (119.4) 
这 里 的 被 积 函 数 是 同一 时 刻 在 介质 的 不 同 点 ri 和 ra 的 介 电 和 常量 涨 落 的 关联 
困 数 ; 积分 对 两 点 的 坐标 差 7 = ri - ra 进行 . 如 果 退 回 到 对 dVi 和 dVs 积分， 
则 公式 (119.4) 的 形式 记 为 


A 2 
h= TaraV (de8)v, (119.5) 


其 中 符号 (…)v 表示 体积 了 内 的 涨 落 方 均值 . 我 们 注意 到 , 总 消光 系数 与 人 
射 光 的 偏振 无 关 . 

利用 所 得 公式 , 可 从 宏观 的 观点 把 散射 看 作 是 起 源 于 介质 的 涨 落 不 均匀 
性 . 在 这 样 的 解释 下 , 散射 光 的 角 分 布 和 谱 成 分 由 涨 落 的 时 空 特性 确定 , 亦 即 
由 空间 不 同 点 在 不 同时 刻 的 涨 落 之 间 的 涨 落 关联 函数 只 


(Sea(t1, 71)Sepm(t2, 72)) 


确定 . 
为 了 确认 这 点 , 我 们 将 依赖 于 时 间 的 5eix 展 并 为 伟 里 叶 积 分 : 


| in dD iQt 
ik(t) = ikQ 3 这 二 这 ， 
8eik 人 (1) Seipne 7 0e 69sik(t)e "dt 
一 Do -TO 


每 一 个 分 量 5eirne-i?t 现在 扮演 巨 和 D' 的 单 色 分 量 之 间 关 系 式 (117.2) 中 
量 aik 的 角色 , 而 且 w' =w 十 1. 现在 将 场 的 平方 表达 式 表示 为 二 重 积 分 的 形 
式 (类 似 于 (117.9) 式 ), 我 们 不 难得 到 对 频率 和 和 方向 的 微分 消光 系数 : 


dh 人 (119.6) 


LU 
16r2c4 2 


昌 这 个 函数 当然 只 与 差 秆 1= 一 to 有 关 . 将 求 平均 的 第 二 阶段 (用 角 括 号 表示 ) 
应 用 于 这 里 的 涨 落 乘积 时 , 可 以 将 其 理解 为 在 给 定 t 时 对 初始 时 刻 to 求 平均 . 
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其 中 (与 本 教程 第 九 卷 的 第 八 章 和 第 九 章 所 采用 的 符号 一 致 ) 引进 了 关联 天 
数 的 时 空 傅 里 叶 展 开 分 量 


Co 小 站 (ea(tmjaewnlta raj)eit2t-ar)dtdy (119.7) 


(= 五 一 tr=rli-roa). 公式 (119.6) 与 检 偏 器 记录 下 来 的 具有 偏振 e' 的 散 
射 光 分 量 有 关 . 所 谓 谱 分 布 指 的 是 在 散射 谱 线 内 对 8 的 强烈 依赖 性 ; 缓 变 的 
因子 w4 为 w4 所 替代 . 在 (119.6) 式 的 被 积 前 数 中 保留 有 因子 e-i97. 在 谱 分 
布 公式 中 将 其 替换 为 1 可 能 是 不 允许 的 , 尽管 对 于 对 频率 积分 的 散射 可 以 这 
样 做 (参见 下 一 节 ). 

迄今 为 止 我 们 的 论述 都 是 在 经 典 力学 的 语 境内 进行 的 . 在 向 量子 力学 描 
述 过 渡 时 , 坐标 g 以 及 量 sseik 换 为 海 森 伯 表象 中 相应 的 量子 力学 算 符 .可 以 证 
明 ( 见 本 节 末 ), 此 时 如 果 将 (sizx8skm)pae 理解 为 量 


Geuaejoo= 人 / (SEpm(t2, Tr2) déa(t1, r1))ei( ?tar) qtdV. (119.8) 


公式 (119.6) 仍然 是 正确 的 角 括号 现在 表示 对 介质 状态 的 总 的 ( 既 包 括 量子 
力学 平均 也 包括 统计 平均 ) 平均 值 . 由 于 在 不 同时 刻 处 于 介质 不 同 点 上 的 算 符 
sex 是 非 对 易 的 , 故 (119.8) 式 中 算 符 的 前 后 次 序 很 重要 . 这 一 非 对 易 性 与 关 
系 式 (118.4) 式 所 表达 的 散射 强度 依赖 于 0 的 符号 有 关 ; 在 经 典 极限 下 这 种 依 
壤 关 系 消失 而 量子 公式 自动 满足 上 述 关 系 

对 频率 积分 的 消光 系数 由 对 9 积分 得 到 ; 出 于 在 吸收 线 之 外 的 快速 收敛 
积分 可 延伸 到 从 -co 到 oo (我 们 记得 , 2 是 差 值 wu ~ w 所 以 其 正 值 与 负 值 在 
物理 上 是 不 同 的 ). 积 

{sm =80), 


此 后 8 函数 在 对 时 间 二 积分 时 被 消去 , 于 是 时 差 关联 函 数 变 成 单 时 关联 函数 . 
对 方向 的 微分 消光 系数 由 公式 
w4 1*_/ 水 / 
dh = T6naca {es Exelem (EidEkm)aq}do (119.9) 
给 出 . 其 中 
(SeidEkm)g = [ (ese)earav (119.10) 


是 单 时 关联 函数 的 侍 里 叶 分 量 . 在 gq =0 时 角 分 布 只 与 偏振 因子 有 关 , 于 是 又 
回 到 我 们 已 知 的 公式 . 
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在 积分 (119.10) 中 保留 不 为 1 的 因子 eria7 使 散射 光 的 角 分 布 和 偏振 性 
质 大 为 复杂 化 @. 特别 是 , 将 散射 分 为 由 (117.18) 式 的 头 两 项 给 出 的 两 部 分 
(标量 部 分 和 对 称 部 分 ) 不 再 正确 . 此 时 关键 的 是 , 张 量 (bei8skm)s 不 一 定 如 
gq = 0 时 那样 必须 是 真 张 量 ; 其 中 可 能 存在 丑 张 量 成 分 (见习 题 1). 如 果 各 向 
同性 介质 是 由 左右 不 对 称 分 子 组 成 , 那么 就 不 是 反 演 不 变 的 , 则 允许 有 这 些 厅 
张 量 项 . 

在 结束 本 节 前 , 我 们 简短 地 研究 一 下 公式 (119.6) 和 (119.8) 的 量子 力学 
推导 . 

在 介质 + 场 系统 的 哈密 顿 量 中 , 积 4 





放 = = 38a Bibr ly (119.11) 
37 


起 微 扰 算 符 的 作用 , 其 中 五 为 量子 电磁 场 算 符 ee 
并 对 吉 布 斯 分 布 取 平均 后 , 算 符 (119.11) 给 出 介 电 常量 缓 变 时 自由 能 的 改变 
6F 见 (101.24) 式 ). 

算 符 五 由 处 于 w, le,e 状态 的 光子 的 潭 灭 算 符 和 产生 算 符 表示 : 


0 全- {reee'™ 人 一 cot) 上 i e*e —i(k- ro (119.12) 





其 中 以 = dw/dk (我 们 设 归 一 化 体积 为 1). 这 个 表达 式 与 真空 中 场 的 表达 式 
( 见 本 教程 第 四 卷 82) re (w/vVe)'22 ; 其 来 源 与 
介质 中 平面 电磁 波 的 能 量 密度 (83.9) 内 的 因子 VE/v 有 关 @. 
吸收 光子 kk 并 发 射 光子 k', 同时 介质 从 某 一 给 定 初 态 (用 指标 n 标记 ) 跃 
迁 到 任何 末 态 (7) 的 跃迁 概率 由 公 ee 0 式 比较 ) 








dw = > E 2 (k’ (119.13) 
给 出 , 其 中 矩阵 元 
_ 27 | Ei Ek i(Nt_ gr) 
(k fIV| kn) = CVE (deir) ne e dV, 


=w—w, q=k’—k. 


© 在 8121 一 8123 中 我 们 将 遇 到 这 样 的 情况 , 那 时 甚至 对 频率 积分 的 散射 也 不 能 在 
cn 中 设 gq=0. 
@ (119.12) 式 中 的 归 一 化 系数 是 从 场 能 密度 算 符 的 本 征 值 必须 等 于 (Nie 十 1/2)iiw 
条 件 得 到 的 , 其 中 Nie 为 光子 的 量子 态 占 据 数 . 光子 在 介质 中 的 能 量 是 i, 而 动 
> hk(k = wVe/c); 这 些 量 出 现在 (119.12) 式 中 指数 因子 的 指数 上 . 为 了 避免 误解 我 
们 强调 指出 ,动量 iik 中 不 仅 包含 了 场 本 身 对 动量 的 贡献 ,也 包含 了 介质 在 光子 辐射 过 
程 中 取得 的 动量 . 
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我 们 把 (119.13) 式 中 的 积分 写 为 对 dVidV2dtidt 的 二 重 积分 的 形式 , 并 注意 
到 

》 (60 ) sn (de )s, = (ae 人 5e0)) an. 

f 
被 积 函数 仅 依赖 于 差 值 mr: 一 72,ti 一 t2. 所 以 概率 dw 包含 了 因子 +t 一 一 总 观察 
时 间 . 待 求 的 消光 系数 的 定义 为 dh = dw/tu. 在 对 介质 状态 作 最 后 的 统计 平 
均 后 . 我 们 即 得 到 所 要 求 的 结果 . 


习 题 
I Re q 时 , 试 求 出 各 向 同性 介质 中 散射 对 偏振 依 
赖 的 普遍 形式 (B. I. 泽 尔 多 维 奇 ，1972). 


解 : 这 个 问题 归结 0ik、 单 位 反对 称 张 量 eikl 和 夭 


量 v = a/ 的 分 量 组 成 的 具有 张 量 (Seil8ekm)jpe 的 对 称 性 的 所 有 独立 四 秩 张 
量 的 组 合 ; 它们 对 指标 对 说 和 Km 中 的 每 一 个 必须 是 对 称 的 ， 0 
v 的 符号 时 对 指标 对 计 和 指标 对 km 的 交换 (等 价 于 ri 和 ra 交换 从 而 7 变 
号 ) 保持 不 变 
满足 这 些 要 求 的 组 合 为 : 
1) diOkm, 2) Sik 1m + 1 dim, 
3) SirVkVm + SpmUiv, 4) SikUvVm + +*., 


) 
)6 
5)v, i Uk VL Vm 6) Vpepik Om 十 …: ) 
7) vpepir UVm 十 …: 
(在 4), 6), 7) 中 略 去 了 与 已 写 出 项 对 称 的 其 他 三 项 ). 这 些 组 合 的 集合 对 应 于 
以 下 形式 的 角 分 布 : 

hlese"P Fh lerel y+ te ve) (re) Foo Fle 4 
(rel le ee (eo pt 
ifev:{exe*+e” xe’+[exel(e*.e”)—c.c]}+ifrw. 


{fe xe(v.e)(v:e’)+exe'(v.e)(v:e”)+[lexel(v:e’)(v.e”)—c.c.]} 


(万 方 为 肥 与 dg 的 实 函 数 ), 在 允许 反 演 变换 的 介质 中 只 有 前 5 项 (其 中 
前 两 项 i 中 的 前 两 项 ). 在 没有 反 演 中 心 的 介质 中 还 存在 最 后 两 
项 : 然而 , 如 果 两 个 偏振 e 和 e' 是 线 偏振 , 它们 为 零 . 如 果 在 g 中 忽略 w 与 ww/ 
的 差别 , 则 将 有 了 = (7 一 m)/m 一 nl|, 其 中 n= 二 /k,n = k'/k. 在 此 一 近似 下 

含 f7 的 一 项 恒 等 于 替 (可 以 先 将 e 和 e' 矢量 中 的 每 一 个 分 解 为 处 于 散射 平 
面 和 垂直 于 该 平面 的 两 个 分 量 , 然后 通过 相当 长 的 计算 证 实 这 一 点 ). 
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2. 试 确定 在 光 散 射 介质 中 以 亚 光 速 运动 的 快速 粒子 的 辐射 (C. I. 卡 皮 
查 , 1960). 
解 : 这 种 情况 下 的 辐射 可 以 看 作 是 粒子 的 场 在 介质 的 介 电 常量 涨 落 上 的 
射 人 


W =h5= heve pl? 
87 
(5S 取 自 (83.11) 式 ;hh 为 光 的 消光 系数 ). 公式 的 这 种 形式 适用 于 任何 起 源 的 场 
E. 
运动 粒子 的 场 具 有 连续 频率 谱 , 所 以 , 为 了 得 到 在 频率 间隔 dw 中 的 辐射 
(从 单位 体积 发 出 , 但 在 整个 飞行 期 间 ), 必须 作 代 换 


d 
IEl? 一 2 及 ws(r)P 二 


(参见 本 教程 第 二 卷 866), 其 中 吾 , 为 场 的 时 间 侍 里 叶 分 量 . 对 体积 积分 , 我 们 
得 到 总 辐射 的 谱 分 布 : 


dw, = du eg 让 可 )|?dV- 


为 了 这 个 公式 可 以 应 用 , 在 原子 距离 上 场 的 变化 必须 很 小 , 或 者 更 准确 地 说 ， 
在 介质 介 电 常量 = 涨 落 的 关联 半径 上 场 的 变化 必须 很 小 . 除 此 而 外 ,为 了 在 散 
射 时 略 去 频 移 , 介质 分 子 的 速度 必须 比 运动 粒子 的 速度 v 小 . 

运动 粒子 的 场 由 公式 (114.7) 一 (114.8) 给 出 . 我 们 有 


id 
E= /Bee 
/ ae 


但 粒子 运动 时 场 的 频率 为 w=uwiz. 因此 dk 一 dkzd?g 二 v1dwd?2g, 于 是 
1 124 
可 (er = | Eee" 一 一 一 
(7) 避 k (2 nt)? 
同时 天 .7 一 wz 十 g:7r: 由 此 得 出 
1 2 d2gd29/ 
El2dV = /EE,.E,.ei(d-a)r 
/leav = /BBee Cd 


对 dz 的 积分 直接 给 出 粒子 路 径 的 长 度 1 而 对 dydz 的 积分 则 给 出 8 函数 


(2r)28(g 一 q'). 因此 
1 d2g 
和 Sy” 2 
/la dV = 5 /ex [O77 
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在 这 个 积分 中 , 重要 的 是 具有 较 大 g 值 的 区 域 : 
LN 1 
“( 圳 -二 ) RS 
(a 为 原子 尺度 ). 实际 上 , 在 这 个 区 域内 Ek 的 表达 式 化 为 


Er 包 一 这 ok T et 
而 且 积 分 对 数 发 散 . 具有 对 数 精 确 度 , 积分 应 当 在 对 应 于 上 述 区 域 边界 的 上 、 
下 限 截断 . 结果 我 们 得 到 单位 路 径 辐 射 强度 谱 分 布 (dF = dT/1) 的 以 下 最 终 
表达 式 : 本 
ee aw(c2 a Wy 

其 中 消光 系数 由 (119.5) 式 给 出 . 

我 们 所 研究 的 散射 在 与 粒子 质量 无 关 的 意义 上 与 渡 越 辐射 类 似 . 在 可 以 
相 比 的 速度 下 (不 过 这 些 速度 处 在 极限 值 /VE 的 相反 两 侧 ), 这 个 辐射 的 强度 
比 切 连 科 夫 辐射 的 强度 低 . 例如 , 对 于 气体 在 vc 时 ,比较 (1) 式 和 (115.3) 
式 , 通过 粗略 估计 我 们 求 得 


人 一 一作 一 一 一 一 


dFen M3d3 M3q3) 


其 中 4d 为 分 子 间距 离 ; 入 ~w/c (hh 使 用 表达 式 (120.4), 其 中 置 nl1~ Na,a~a3 
为 分 子 的 极 化 率 ). 设 d ~ a, 我 们 得 到 关于 液体 的 估计 值 dF/dFon ~ (a/A)3. 
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按照 光 的 频率 改变 的 特征 , 散射 分 为 两 类 : 1) 拉 曼 散射 ( 拉 曼 一 兰 斯 贝尔 
格 - 曼 德尔 施 塔 姆 效应 ), 它 引 起 散射 光 产 生 相 对 于 激发 光 频 率 有 偏 移 的 谱 线 ; 
2) 瑞 利 散射 , 散射 不 发 生 明 显 的 频率 变化 . 

气体 中 拉 曼 散射 的 机 制 是 : 在 入 射 光 的 影响 下 , 分 子 的 振动 、 转 动 或 电子 
态 发 生 了 改变 . 瑞 利 散射 则 与 分 子 内 部 状态 的 任何 变化 无 关 . 在 稀薄 气体 的 极 
限 情 况 下 (分 子 自由 程 长 度 1 远大 于 波长 和 ), 散射 独立 地 发 生 在 每 一 个 分 子 
上 ; 这 种 现象 可 以 用 纯 微观 的 量子 力学 方式 研究 . 

我 们 这 里 将 研究 ! < 和 的 相反 的 极限 情况 @. 在 这 种 情况 下 , 气体 中 的 瑞 
利 散射 可 以 分 为 两 部 分 . 其 中 之 一 与 分 子 取 向 的 无 规 性 有 关 ( 称 为 各 向 异性 

@ 更 准确 地 说 , 必要 条 件 是 1 < 和 sin(3/2), 其 中 3 是 散射 角 . 原因 是 光 的 频率 是 以 

(120.5) 式 表 示 的 带 散 射 角 的 组 合 g 包含 到 积分 (119.7) 中 去 的 . 
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的 涨 落 ). 另 一 部 分 则 是 对 分 子 密度 涨 落 的 散射 . 分 子 的 取向 在 几 次 碰撞 后 将 
完全 改变 , 亦 即 在 量 级 为 平均 自由 时 间 7 的 时 间 内 完全 改变 . 所 以 各 向 异性 涨 
落 引 起 的 散射 导致 极 大 值 在 w' = w 处 、 宽 度 ~ 所 /7 的 较 宽 的 谱 线 的 产生 . 而 
密度 涨 落 引 起 的 散射 则 导致 在 这 个 背景 上 的 明显 的 更 狭窄 的 谱 线 的 出 现 . 我 
们 在 下 面 将 会 看 到 , 对 于 波长 为 和 的 光 的 散射 , 发 生 在 体积 X 内 的 密度 涨 落 
特别 重要 . 由 于 这 些 体积 很 大 , 其 中 发 生 的 涨 落 变化 比较 缓慢 , 因此 相应 的 散 
射 谱 线 较 罕 . 我 们 约定 以 后 称 这 一 狭 窗 谱 线 为 未 移动 谱 线 . 

密度 涨 落 引 起 的 散射 属于 标量 型 散射 ; 因为 密度 p 是 标量 , 故 与 密度 p 变 
化 有 关 的 介 电 张 量 的 变化 ss 也 是 标量 型 的 . 而 在 各 向 异性 涨 落 时 , 介 电 常 量 
的 变化 由 迹 为 零 的 对 称 张 量 5ei 描写 ; 迹 为 零 这 个 性 质 可 从 对 所 有 方向 求 平 
均 时 这 个 效应 必然 消失 看 出 . 因此 , 各 向 异性 涨 落 引 起 的 散射 属于 对 称 型 散射 . 

液体 中 情况 更 复杂 . 这 时 拉 曼 散射 只 可 能 与 分 子 的 振动 态 (或 电子 态 ) 的 
改变 有 关 . 在 液体 中 散射 不 产生 转动 的 拉 曼 谱 线 . 原因 在 于 , 由 于 液体 中 分 子 
的 相互 作用 很 强 , 故 不 存在 具有 离散 能 级 的 分 子 自由 转动 . 所 以 分 子 的 转动 和 
所 有 其 他 改变 分 子 相 互 位 置 的 运动 一 样 , 只 对 在 w' =w 周围 产生 较 宽 散射 线 
带 来 贡献 , 在 此 情况 下 , 这 条 谱 线 整体 上 自然 被 称 作 瑞 利 谱 线 . 上 述 运 动 的 弛 
豫 时 间 与 液体 的 黏度 有 关 . 

从 液体 的 总 瑞 利 散射 中 分 出 与 热力 学 涨 落 (密度 . 温度 涨 落 ) 有 关 部 分 的 
可 能 性 , 依赖 于 不 同 的 弛 驳 时 间 数 值 的 大 小 . 为 此 , 液体 中 建立 平衡 的 所 有 过 
程 的 弛 豫 时 间 必 须 比 上 述 涨 落 变化 的 时 间 小 . 在 这 样 的 条 件 下 , 将 看 到 被 较 宽 
的 背景 ( 称 为 瑞 利 线 翼 ) 包围 的 狭窄 的 未 移动 线 . 导致 未 移动 线 的 散射 是 标量 
散射 . 至 于 瑞 利 线 愤 这 个 背景 , 则 不 同 于 气体 散射 , 在 液体 散射 时 一 般 不 能 断 
定 它 是 没有 混入 标量 散射 部 分 的 纯粹 的 对 称 散射 . 

未 移动 线 内 的 角 分 布 由 属于 标量 散射 的 普遍 公式 (117.25) 一 (117.26) 给 
出 . 因此 足以 计算 总 消光 系数 . 在 公式 (119.5) 中 设 seik = 6e6ix, 我 们 求 得 

w4 

~ 67nc4 


如 果 sp 及 87 为 密度 和 温度 的 变化 , 则 


h V (Se2)v. (120.1) 


按照 已 知 的 公式 (参见 本 教程 第 五 卷 83112), 密度 涨 落 和 温度 涨 落 是 统计 独立 
的 ((5o87) = 0), 而 其 中 每 一 个 的 方 均值 为 : 
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(co 为 单位 质量 介质 的 比热容 ). 因此 , 我 们 求 得 公式 


| (a Ge \” 
~ 6nes |/ (及 ) Dp/r pe 人 
个 公式 是 爱 因 斯 坦 首先 得 到 的 ( 爱 因 斯 坦 , 1910). 


将 这 个 公式 用 其 他 的 热力 学 导数 表达 , 可 以 将 其 表示 为 其 他 形式 . 选取 
另 一 对 统计 独立 量 压强 P 和 炉 s (相对 于 单位 质量 ) 为 独立 变量 , 我 们 写 出 


Oe Oe 
Se 


(869)v = 名 ，(@BP7)v = 人 


(w 为 介质 中 的 绝热 声速 : wz = (9P/6p)s). 同时 作 变 换 
() (五 ), 5)。- 宫 ( 涟 ),。 (下),=(B), 让 
ET WoT/s cp \OT 0p /12， 
我 们 得 到 形 为 
| i 
的 爱 因 斯 坦 公 式 . 


_w 
~ 6nc4 
对 于 气体 , 公式 (120.2) 大 为 简化 . 气体 的 介 电 常量 (在 光学 频段 ) 几乎 不 
依赖 于 温度 ; 因此 方 括 号 内 的 第 一 项 可 以 忽略 . 而 对 密度 的 依赖 关系 则 归结 
e 一 1 与 p 的 正比 关系 ; 所 以 


Oe 
2 (六 ) el 


(= VE 为 折射 率 ). 再 考虑 到 根据 理想 气体 状态 方程 





(120.2) 




















Op a 
> ) NT 
(CN 为 单位 体积 内 的 粒子 数 ), 我 们 得 到 
2 4 = 
= 了 起 (120.4) 


这 个 公式 是 瑞 利 首先 得 到 的 ( 瑞 利 , 1881). 
下 面 我 们 转 人 未 移动 线 的 精细 结构 问题 . 为 此 必须 研究 涨 落 随时 间 的 变 
化 . 在 这 方面 热力 学 涨 落 分 为 两 类 . 在 液体 (或 气体 ) 中 压强 的 绝热 涨 落 呈 非 
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衰减 波 的 形式 以 声速 v 传播 (我 们 这 里 抛 开 声 的 吸收 不 管 , 因为 它 只 引起 谱 线 
的 某 种 增 宽 ; 具体 讨论 见 后 ). 在 恒定 压强 下 , 灼 涨 落 一 般 不 能 相对 液体 传播 
( 仅 在 热传导 的 影响 下 逐渐 衰减 ). 

由 于 声 扰 动 传播 的 波动 特性 , 压强 涨 落 随时 间 的 变化 甚至 在 比分 子 间 距 
更 大 的 距离 上 即 已 关联 . 这 种 情况 在 计算 散射 线 的 总 (对 频率 积分 的 ) 强度 时 
并 不 重要 : 总 强度 是 由 空间 不 同 点 上 在 同一 时 刻 的 关联 决定 的 , 而 这 种 关联 只 
延伸 到 近 距 离 . 散射 强度 的 谱 分 布 由 涨 落 的 不 同时 间 的 关联 函数 决定 , 长程 关 
联 的 存在 使 得 有 必要 在 (119.7) 式 中 保持 因子 erig7. 

在 不 衰减 的 声波 中 , 频率 9 和 波 矢 g 以 关系 式 02 = v292 相 联 系 . 与 此 
相应 , 压强 涨 落 关 联 函 数 的 谱 展 开 (从 而 介 电 常量 涨 落 关联 函数 的 谱 展 开 ) 将 

人 12 一 士 qV 


时 的 两 条 锐 线 构成 . 但 对 应 于 散射 光 的 矢量 g = k' 一 上 的 大 小 与 散射 角 9 (k 
与 k' 之 间 的 来 角 ) 的 关系 为 等 式 


gq=|k 一 k| ~ an sinS (120.5) 
在 


(由 于 差 值 2 = 几 _w 很 小 , 这 里 设 ww). 将 相应 的 2 值 标记 为 0%, 因此 我 
们 有 
Cp 上 ns (120.6) 


这 样 一 来 , 压强 涨 落 引 起 的 散射 导致 双 线 的 产生 , 双 线 分 量 之 间 的 距离 
2|42| 依赖 于 散射 角 . 这 个 双 线 称 为 曼 德 尔 施 塔 姆 - 布 里 渊 双 线 (本 . II， 曼 德 
尔 施 塔 姆 , 1918; 工 . 布 里 渊 , 1922)@ 

如 前 所 述 , 粹 涨 落 的 频率 为 零 . 因此 它 所 引起 的 散射 导致 8 = 0 的 单一 
中 心 谱 线 的 出 现 ( 开 . 工 ， 朗 道 , G. 普 拉 切 克 , 1933)@ . 

我 们 现在 来 阐明 在 双 线 和 中 心 线 之 间 的 未 移动 散射 的 强度 是 如 何 分 布 
的 . 我 们 将 把 双 线 强度 理解 为 其 两 个 分 量 强 度 之 和 , 亦 即 其 中 每 一 个 分 量 强度 
的 二 倍 @. 此 时 由 公式 (120.2) 或 (120.3) 给 出 的 总 消光 系数 为 : h = ha 十 ha 





@ 作为 例证 我 们 指出 , 在 w= 1.5 x 105 cm/s, n= 1.5, 散射 光波 长 入 守 5x10-5cm, 散 
射 角 9 = 90° 等 典型 取 值 时 , 我们 有 双 线 的 宽度 po/(2rc) = 0.05 cm-1, 瑞 利 线 必 的 宽度 
达到 200 ~ 150 cm-1. 

@ 在 超 流 液 氮 (同位 素 4He) 中 烂 扰动 以 弱 衰 减 振动 一 一 第 二 声波 的 形式 传播 , 但 
其 速度 w 远 小 于 通常 的 声速 . 因此 在 超 流 复 上 的 散射 中 心 线 同样 也 分 裂 为 狭 罕 的 双 
线 ; 其 宽度 也 由 公式 (120.6) 给 出 , 不 过 在 式 中 要 将 久 换 作 ws (B. I. 金 效 堡 , 1943). 

@ 按照 公式 (118.4) 两 个 分 量 强度 的 差别 通常 无 关 紧 要 , 因为 jp2o < 祥 工 . 
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由 于 双 线 是 由 压强 的 绝热 涨 落 引起 的 散射 形成 的 , 故 其 强度 由 (120.3) 式 
中 恰好 由 这 些 涨 落 产生 的 第 二 项 给 出 . 变换 到 用 独立 变量 p,7T 描述 后 , 可 以 把 
绝热 导数 (6e/6p)s 与 等 温 导 数 联系 起 来 : 


同志 全 
8p/ > cup? 本) 区 js 

如 果 在 密度 不 变 时 忽略 s 随 温度 的 变化 , 则 (6s/6p)。= (6s/ap)zr., 保持 同样 的 
精确 度 , 在 形 为 (120.2) 式 的 总 强度 表达 式 中 可 以 忽略 第 二 项 (未 作 这 种 忽略 


的 计算 见习 题 1). 最 后 , 利用 众所周知 的 绝热 压缩 率 与 等 温 压缩 率 之 比 的 热 
力学 公式 (参见 本 教程 第 五 卷 , (16.14) 式 ) 





2 
(es Wo 
我 们 得 到 未 移动 线 总 强度 中 双 线 所 占 份额 的 朗 道 - 普 拉 切 克 公式 
ha Cy 
ye (120.8) 


为 了 确定 谱 线 的 形状 , 必须 研究 计 及 引起 涨 落 衰减 的 那些 耗 散 过 程 的 时 
差 关联 函数 . 对 于 压强 涨 落 , 这 些 耗 散 过 程 是 黏 滞 过 程 和 导热 过 程 . 压强 绝热 
涨 落 的 关联 函数 的 传 里 叶 分 量 为 : 


2 二 PT"u37 
(SP“)po = 人 sp (120.9) 
其 中 人 
q” |4 1 1 
cs 六 ea 20.1 
[jr+c+x (2 家 | (1 0) 


(参见 本 教程 第 九 卷 889). 量 7 是 单位 长 度 上 的 声 吸收 系数 ; 其 中 wm,¢ 为 黏 滞 
系数 , x 为 介质 的 热 导 率 (参见 本 教程 第 六 卷 879). 在 给 定 散射 方向 时 谱 线 中 
( 双 线 的 每 一 个 分 量 中 ) 的 强度 分 布 正比 于 表达 式 (120.9). 将 其 归 一 化 后 , 我 
们 得 到 
= . df 
2n[(Q — 0 + 72/4 ”， 
其 中 了 = 2uy. 这 种 形状 的 谱 线 称 作 色散 形 谱 线 , 而 量 醋 为 线 宽 . 取 (120.5) 式 
中 的 gq, 我 们 求 得 这 个 宽度 为 : 


2w2n2 


dI (120.11) 





T 





(1 — cosy) | 和 + C+x (二 加 二 ) ; (120.12) 


DC2 Ch: Cp 


业 的 等 压 涨 落 仅 依靠 热传导 而 衰减 . 对 于 其 关联 电 数 我 们 有 


2C xXg? 
8s2 Bee 二， 本 
( 3 )oc p (22 + x2g4 (120 3) 
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其 中 X= xz/pocn 为 温 导 率 *. 中 心 线 的 形状 仍 由 同样 的 散射 公式 (120.11) 给 出 ， 
不 过 现在 必须 在 其 中 设 fo = 0, 而 线 宽 为 


n2w? 





5 = 2xg? = 4x (1 — cos). (120.14) 


C2 

如 在 本 节 开 始 时 所 述 , 仅 在 液体 中 的 所 有 弛 豫 时 间 均 小 于 涨 落 变化 时 间 
时 , 这 里 所 讲述 的 理论 才 适 用 于 液体 中 的 散射 . 应 当 注 意 到 , 在 所 有 的 液体 中 
均 存 在 不 同 数量 级 的 弛 豫 时 间 . 液体 中 弹性 应 力 的 消散 大 概 是 最 快 的 弛 豫 过 
程 , 相应 的 弛 豫 时 间 (麦克 斯 韦 弛 殉 时 间 ) rw ~ 7/G, 其 中 G 为 剪 切 模 量 . 分 子 
取向 的 重新 分 布 亦 即 各 向 异性 涨 落 的 消散 发 生 的 较 慢 . 相应 的 弛 驳 时 间 (所 
谓 德 拜 弛 豫 时 间 ) mp ~ 7a3/T, a 为 分 子 尺度 ; 在 含 大 分 子 的 液体 中 rw 和 7 
的 差别 特别 大 . 最 后 , 还 可 能 有 各 种 引起 声 的 弥散 的 其 他 慢 弛 驳 过 程 (例如 减 
组 能量 向 分 子 振动 自由 度 间 传输 的 化 学 反应 等 等 ). 对 于 散射 最 重要 的 是 那些 
1/7 可 与 引起 散射 的 声 扰动 的 频率 相 比 的 过 程 . 不 去 讨论 细节 , 我 们 仅 指出 ， 
当 液体 的 黏度 足够 高 , 即 当 Twy 六 1/(qu) 时 , 液体 对 于 光 散 射 表现 得 同 非 晶 固 
体 一 样 . 


习 题 


1. 试 求 散射 的 未 移动 谱 线 内 的 中 心 线 与 双 线 强度 比 的 精确 公式 ，(H. I. 
法 别 林 斯 基 , 1956) 

解 : 如 在 正文 中 已 指出 的 , 公式 (120.3) 中 的 第 二 项 给 出 双 线 的 强度 . 而 第 
一 项 与 等 压 粹 涨 落 有 关 从 而 给 出 中 心 线 的 强度 . 因此 ， 


-二 /的 
ha cpp? oT/p Gp), \o0P)/, 


从 热力 学 关系 (120.7) 以 及 


oo) /a0) 7 (a0y 
op) oP/ wep \on); 


(参见 本 教程 第 五 卷 ，(16.15) 式 ) 我 们 求 得 
bp _ % 了 (ao 
oP » Cp— Cv cpp2 oT 
(| (ey 
ha Cv oT Pp Op oT P y 


* 关于 这 个 术语 为 何 采用 这 种 中 文 译 法 , 本 教程 第 七 卷 832 的 译 者 注 做 了 说 明 . 
一 - 译 者 注 





最 终 得 到 : 
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在 朗 道 - 普 拉 切 克 近 似 下 , 方 括号 中 的 表达 式 为 | 
2. 光 在 由 线 型 分 子 组 成 的 气体 中 散射 ,分子 沿 轴 向 和 垂直 于 轴 向 的 极 化 
率 分 别 为 al 和 al. 试 确定 不 同类 型 散射 的 强度 . 
解 : 散射 的 总 强度 (在 分 子 的 振动 和 电子 态 给 定时 ) 包括 了 所 有 的 瑞 利 散 
射 和 拉 受 散射 的 转动 部 分 . 由 于 散射 是 在 气体 的 每 个 分 子 上 独立 发 生 的 ,得 到 
总 消光 系数 最 简单 的 办 法 是 将 公式 (92.4) 乘 以 单位 体积 内 的 分 子 数 N, 并 将 
平方 项 |aV|? 换 为 (1/3)a 和 = (1/3)(a? + 20): 
1 
htotal = (oh 
(这 里 的 极 化 率 定义 与 892 中 的 定义 相差 一 个 因子 VV). 
未 移动 瑞 利 线 与 极 化 率 的 标量 部 分 有 关 , 亦 即 这 条 线 就 像 是 在 分 子 的 极 
化 率 张 量 等 于 (1/3)az8ik 时 产生 的 . 所 以 按照 同样 的 公式 (92.4) 我 们 求 得 : 
4 2 
TE (2) 
差 值 htotal 一 hundisp 包括 了 未 移动 线 的 背景 (各 向 异性 涨 落 引 起 的 散射 ) 和 和 转 
动 拉 曼 散射 . 为 了 将 前 者 分 离 出 来 , 必须 预先 将 分 子 的 极 化 率 张 量 对 分 子 绕 某 
一 确定 (与 分 子 轴 重 直 的 ) 轴 的 转动 作 平均 . 显然 , 以 这 样 的 方式 得 到 的 沿 转 
动 轴 的 平均 极 化 率 与 al 相同 , 而 沿 秋 直 于 转动 轴 的 平面 上 任 一 方向 的 平均 
极 化 率 等 于 1/2(a1 十 all). 换 句 话说 , 必须 把 绕 给 定 轴 旋 转 的 分 子 看 作 具 有 极 
化 率 张 量 主 值 


十 2od4 ) (1) 





hundisp = 


QL, (art+al)/2, (or+al)/2 
的 粒子 . 利用 这 些 值 我 们 计算 出 迹 为 堆 的 对 称 张 量 aik 一 (1/3)an6ix, 然后 类 
似 于 导出 (1) 式 和 (2) 式 的 计算 给 出 
| 
A (8) 
最 后 , 通过 从 (1) 式 减 去 (2) 式 和 (3) 式 , 我 们 得 到 转动 拉 曼 散射 的 强度 
_ 8nw’N (oa 一 ol)? 


h 
9c4 2 





8121 临界 乳 光 


大 家 知道 , 物质 的 等 温 压 缩 率 (8p/8P)z 在 接近 临界 点 时 无 限制 地 增 大 . 
瑞 利 散射 总 强度 的 表达 式 (120.2) 也 与 它 一 起 增 大 . 这 说 明了 在 临界 点 附近 散 
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射 急 剧 增强 , 称 为 临界 乳 光 @). 不 过 , 一 般 而 言 , 此 时 公式 (120.2) 本 身 已 变 得 
不 再 适用 . 原因 是 , 在 临界 点 附近 空间 不 同 点 上 的 密度 涨 落 (以 及 因此 产生 的 
介 电 常量 的 涨 落 ) 之 间 的 单 时 关联 延伸 到 量 级 为 关联 半径 re 的 距离 , 而 re 在 
接近 临界 点 时 无 限制 地 增长 (参见 本 教程 第 五 卷 8152, 8153). 因此 一 般 来 说 ， 
不 可 以 将 (119.9) 式 中 的 因子 erig7 代 换 为 1, 不 仅 在 计算 散射 谱 的 精细 结构 
时 不 可 这 样 做 , 即使 在 计算 散射 的 总 强度 时 也 不 可 以 这 样 做 . 

在 整个 散射 角 范围 内 只 有 在 


kre < 1 (121.1) 


时 才能 允许 这 种 代 换 , 其 中 = nw/c 为 散射 光 的 波 矢 . 在 这 种 情况 下 可 以 和 
过 去 一 样 使 用 总 消光 系数 (120.2), 同时 在 该 式 中 只 保留 不 断 增长 的 第 一 项 就 
已 足够 (增长 的 只 是 密度 涨 落 而 不 是 温度 涨 落 ). 在 p,T 平 面 上 沿 任何 方向 接 
近 临 界 点 时 , 除去 临界 等 温 线 工 = TT 例外 , 压缩 率 按照 

Op 


请 一 Tel ?YY, 7%O1.2 
(器 ) .<r | 7Y 污 1.26 


的 规律 增长 @. 由 于 没有 任何 理由 令 导 数 (9se/8p)r 等 于 零 或 趋 于 无 穷 大 , 则 
散射 强度 也 将 按照 这 样 的 规律 变化 : 

Ror = (121.2) 
这 一 增长 仅 与 瑞 利 线 中 心 分 量 的 强度 增加 有 关 , 并 不 涉及 瑞 利 线 精细 结构 其 
他 分 量 强 度 的 增加 . 事实 上 , 按照 (120.8) 式 , ha = hc/cp. 分 母 上 的 cp 因子 抵 
消 了 hh 内 (9p/8P)z, 因为 二 者 以 同样 的 规律 增长 . 所 以 双 线 的 强度 只 像 cv 一 
样 增长 , 亦 即 按照 极为 缓慢 的 


hacg|T-T|-*, ax0.1 (121.3) 





规律 增长 ®@. 
在 充分 接近 临界 点 处 , 对 于 给 定 的 & 值 不 等 式 (121.1) 显然 遭 到 破坏 ， 

此 不 再 允许 将 e-ia7 换 为 1, 散射 角 越 小 , 这 一 情况 出 现 得 越 晚 @. 设 dh 为 散 

@ 将 这 一 现象 与 密度 涨 落 的 增长 联系 起 来 的 想法 是 斯 莫 卢 霍 夫 斯 基 首 先 提 出 来 
的 (M. 斯 莫 卢 霍 夫 斯 基 , 1908). 奥 恩 斯 坦 和 泽 尔 尼克 在 临界 点 的 范 德 瓦 尔 斯 理论 (参见 
本 教程 第 五 卷 8152) 框架 内 研究 了 这 一 现象 (L. S. 奥 恩 斯 坦 , F. 泽 尔 尼克 , 1914). 

@ 本 节 中 用 到 的 所 有 有 关 在 临界 点 附近 的 热力 学 变化 特征 的 知识 , 均 可 在 本 教程 
第 五 卷 8153 中 找到 . 这 里 也 使 用 了 该 节 对 临界 指数 的 符号 . 

@ 所 有 这 些 论证 当然 都 预先 假定 了 不 等 式 (121.1) 与 物质 已 经 处 于 临界 点 附近 的 
涨 落 区 的 假 没 相 容 . 

@ 但 是 , 我 们 注意 到 , 这 样 的 散射 仪 在 角度 低 到 衍射 角 ~ VL 量 级 时 才 值 得 研究 ， 
其 中 工 为 物体 的 线 度 . 
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射 进入 立体 角 元 do, 亦 即 给 定 值 g = k' 一 k 时 的 微分 消光 系数 . 为 明确 起 见 ， 
我 们 只 限于 研究 自然 光 的 散射 . 考虑 到 标量 涨 落 引 起 的 散射 中 与 光 的 偏振 状 
态 相关 的 角度 依赖 关系 由 (117.26) 式 的 工 因子 给 出 , 我 们 有 


4 3 do/ 


SE 2 2 一 
dh = Gn (oe )a a(1 + cos 2) a (121.4) 


而 且 
6e2)a = (Ee) 8p? 
(as ) = Bp 了 P )a: 
在 紧邻 临界 点 处 , 该 处 
kre 之 1， (121.5) 
在 散射 角 不 是 太 小 时 , 也 将 有 gr。 六 1. 在 这 个 角度 范围 内 , 在 积分 (8p2) 中 
起 主要 作用 的 距离 是 > ~ 1/g 交 rc, 其 中 密度 涨 落 的 关联 函数 具有 竹 函 数 特 
征 人 
(3Sp(D8p(2)) erte), C0.04. 
此 时 关联 函数 的 传 里 叶 分 量 
(pa x gq te (121.6) 


具有 不 依赖 于 温度 的 系数 . 因此 , 在 所 研究 的 区 域内 , 我 们 得 到 消光 系数 的 以 
下 角度 与 频率 依赖 关系 : 
1 十 cos2V y 


2—¢ 
di cc w 人 0 . 


(121.7) 


我 们 看 到 , 在 gr。 > 1 范围 内 以 固定 角 散 射 时, 随 着 向 临界 点 的 接近 , 散射 强 
度 停 止 增长 . 正好 在 临界 点 上 时 , 公式 (121.7) 适用 于 所 有 的 角度 . 


8122 液晶 中 的 散射 


发 生 在 液晶 中 的 强烈 的 光 散 射 在 若干 方面 类 似 于 临界 乳 光 . 这 里 我 们 仅 
限于 研究 向 列 相 液晶 中 的 这 一 现象 (P. G. 德 热 纳 , 1968). 
我 们 在 817 末尾 已 经 提 到 过 这 种 液晶 , 并 在 那里 写 出 了 其 介 电 张 量 的 表 
达 式 
Eik = E0(W)Oig 十 sa(wjaidki (122.1) 
@ 参见 本 教程 第 五 卷 (148.7) 式 . 由 于 临界 点 问题 与 二 级 相 变 (具有 一 维 序 参 量 ) 问 
题 的 等 价 性 , 这 个 公式 在 临界 点 附近 也 适用 . 
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系数 so 和 s 现在 都 是 频率 的 消 数 . 

介 电 常量 的 涨 洲 首 先 与 指向 和 撩 d 的 方向 有 关 , 并 因此 是 各 向 异性 涨 落 . 在 
整个 体积 内 所 有 点 上 这 个 指向 矢 的 同时 同一 转动 一 般 不 改变 物体 的 能 量 ; 所 
以 长 波 涨 落 只 涉及 很 小 的 能 量 耗 费 , 故而 很 大 . 介 电 常量 的 大 涨 落 反 过 来 引起 
光 的 强烈 散射 . 

我 们 将 涨 落 量 qd 表示 为 

d=doi+v (122.2) 
的 形式 , 其 中 do 为 其 恒定 平均 值 , 而 v 为 涨 落 时 的 小 变化 ; 由 于 吧 = dp =1， 
则 因为 ” 为 小 量 : 
vdy=0. (122.3) 
涨 落 时 介 电 常量 的 变化 可 通过 v 按照 
SEik = Ea(dvivk + doxrvi) (122.4) 


表达 出 来 . 密度 和 温度 涨 落 对 six 的 影响 可 以 忽略 . 
计 及 (122.4) 式 , 我 们 通过 指向 矢 涨 落 的 关联 函数 将 介 电 常量 涨 落 的 单 时 
关联 函数 表示 为 : 
(Seiderm)g = 2 {doidor (Vvm) gt doidom (Veri)g + dokgdor (Vivm)g + dordom (Vivk)a}. 
(122.5) 
函数 (wivp)a 已 在 本 教程 第 五 卷 8141 中 求 得 . 因为 (122.3) 式 的 原因 , 这 个 张 
量 仅 在 垂直 于 do 的 平面 上 有 不 为 零 的 分 量 . 用 字母 a,6 标记 张 量 这 个 平面 
上 的 指标 , 我 们 有 


Catpjs=e( as 一 到 得 ] + oss, 
1 








(122.6) 
全 全 
了 a294 二 &sdl al191 本 &sdl| 


其 中 a1,az,a3 为 决定 向 列 相 液晶 自由 能 对 指向 矢 导 数 依 赖 关 系 的 三 个 正 模 
量 ; gj 和 gq, 分 别 为 g 在 do 方向 与 在 垂直 于 do 的 平面 上 的 投影 . 

如 果 认 为 介 电 常量 的 各 向 异性 相对 很 小 , 亦 即 lso| 之 so , 则 可 将 对 各 向 
同性 介质 求 得 的 公式 (119.9) 应 用 于 对 方向 的 微分 消光 系数 (此 时 当然 不 能 设 
q = 0! ). 我 们 将 不 在 此 写 出 通过 这 种 方式 得 到 的 繁复 的 角 分 布 和 偏振 依赖 性 
公式 . 

我 们 所 研究 的 散射 的 独特 性 质 是 其 强度 在 小 角 散 射 时 按 规律 


d 7 
dh cx 字 (122.7) 
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增长 . 这 样 的 剧烈 增长 (如 同 在 临界 点 上 按 (121.7) 式 的 增长 一 样 ) 与 涨 落 关联 
函数 随 距 离 增 大 而 缓慢 地 (以 寡 函 数 方式 ) 减 小 有 关 . 对 角度 的 积分 在 积分 下 
限 处 对 数 发 散 . 这 个 积分 应 在 对 应 于 物体 整体 衍射 的 g ~ 1/L 处 截断 (与 8121 
第 4 个 脚注 对 比 ), 因此 , 散射 总 强度 对 数 地 依赖 于 物体 尺度 工 . 

最 后 我 们 指出 , 外 磁场 会 限制 关联 函数 (wzx)e 在 小 gq 时 的 增长 (参见 本 
教程 第 五 卷 8141), 从 而 抑制 散射 , 使 液晶 变 得 透亮 . 


8123 非 晶 固体 中 的 散射 


非 晶 固体 中 的 瑞 利 散射 @ 与 液体 和 气体 中 的 散射 极为 不 同 . 大 家 知道 , 在 
各 向 同性 固体 中 有 不 止 一 个 , 而 是 两 个 声 传播 速度 一 一 纵向 速度 ww 和 横向 速 
度 wi. 与 此 相关 , 瑞 利 谱 线 的 精细 结构 包含 的 不 是 一 个 , 而 是 两 个 曼 德尔 施 塔 
姆 - 布 里 渊 双 线 . 它们 分 别 与 横向 声波 和 纵向 声波 引起 的 散射 有 关 , 并 分 别 距 
离谱 线 的 中 心 





[1 == 十 u1g 与 (2 = 土 urg. 


由 于 总 是 有 wi > wi, 故 |Q2| > | 位 |. 瑞 利 谱 线 的 中 心 分 量 再 次 与 那些 不 能 在 介 
质 中 传播 的 涨 落 的 散射 相 联 系 .在 当前 情况 下 , 这 些 涨 落 中 起 主要 作用 的 是 结 
构 的 涨 落 . 在 原子 不 规则 排列 的 非 晶 固 体 中 , 这 些 涨 落 相 对 很 大 而 且 实际 上 不 
随时 间 变 化 (由 于 固体 中 扩散 过 程 的 特别 缓慢 ). 这 些 涨 落 引 起 的 散射 导致 宽 
度 实际 上 等 于 零 的 强 谱 线 的 产生 . 根据 散射 的 偏振 和 角 分 布 , 这 种 散射 是 标量 
散射 和 对 称 散 射 的 集合 . 

我 们 来 考察 非 晶 固体 中 瑞 利 谱 线 的 双 线 . 固体 中 任何 形变 (当前 情况 下 
是 涨 落 形变 ) 都 在 相当 大 的 距离 上 传播 . 所 以 , 甚至 在 物体 不 同 点 上 同时 发 生 
的 涨 落 也 在 长 (与 1/q 相 比 ) 距离 上 关联 . 于 是 我 们 又 重新 处 于 即使 计算 光 散 
射 的 总 强度 (以 及 偏振 ) 时 也 不 能 在 涨 落 的 关联 函数 中 令 g = 0 的 情况 . 

散射 光波 的 场 由 公式 

eiRou2 


-Re x (nxG) (123.1) 


E’ = 


给 出 , 其 中 
Gi = / Beike aTdV .ex, (123.2) 
而 mw 为 散射 方向 的 单位 矢量 . 各 向 同性 物体 形变 引起 的 介 电 常量 的 改变 由 公 
式 
Seik = Q1Uik + Q2U ik (123.3) 
@ 本 书 不 讨论 远 为 庞杂 得 多 的 固态 晶体 的 散射 理论 . 
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给 出 , 其 中 wi 为 应 变 张 量 ( 见 (102.1) ). 由 于 积分 (123.2) 中 从 5e 中 分 离 出 
了 波 矢 为 g 的 传 里 时 空间 分 量 , 故 在 (123.3) 式 中 应 将 wik 理解 为 具有 这 种 波 
矢 的 声波 内 的 形变 . 所 以 , 我 们 可 将 形变 时 的 位 移 矢量 写 为 以 下 形式 : 





ig:r ia.m # 一 ig.m 

4 一 Re( te Ce + use 97)， ( 1234) 

由 此 得 到 应 变 张 量 
£1 Ou; Ouk 未 
Uik 一 了 ( 训 十 2 ) = Re {Biv + uorg)e a 
而 对 体积 的 积分 为 
iT 
ae "dV = 5 — (Wigk + UokQ;). ( 123.5) 


我 们 先 来 研究 横 声 波 引 起 的 散射 . 因为 在 横 声 波 内 wlg 及 wn = 0, 故 
OEik 一 Q1Uik. 


使 用 (123.5) 式 , 我 们 因此 求 得 





G= {ug ©) + a( wo)}. (123.6) 


横 声 波 可 以 有 两 个 独立 的 偏振 方向 : 矢量 ww 可 以 处 于 ,kk' 平面 内 或 者 垂直 于 
该 平面 . 再 考虑 到 马上 k, 容易 看 出 , 在 第 一 种 情况 下 G 在 垂直 于 je 的 平面 
上 的 投影 等 于 零 . 因此 , 偏振 位 于 k, k' 平面 内 的 横 声 波 一 般 不 散射 光 . 

如 果 位 移 和 撩 量 ww 垂直 于 k&,k' 平面 , 则 借助 于 ( 23.1) 和 (123.6) 式 的 简单 
计算 给 出 散射 波 场 的 以 下 表达 式 : 





ipRo WEBo oiV 





人 
/ 
人 本 
,1 ikRo wo oiV 
五 | = i 了 quocos 3 el 


(与 在 其 他 各 处 一 样 , 3 为 k 与 &' 之 间 的 夹 角 , 而 下 标 | 与 上 分 别 标记 矢量 在 
散射 平面 的 分 量 和 垂直 于 该 平面 的 分 量 ). 这 两 个 公式 中 的 比例 系数 含有 同一 
个 涨 落 量 wo. 这 表明 , 散射 时 没有 发 生 退 偏振 线 偏振 光 仍 然 是 线 偏振 的 
(虽然 是 在 另外 的 平面 上 ). 

由 于 (123.7) 式 中 的 两 个 公式 的 系数 完全 相同 , 故 消光 系数 dh 不 依赖 于 
入 射 光 的 偏振 状态 , 并 等 于 





2 \2 
qw ”a1 2 .2 9 
dh = (各) Vluol’ cos 5d0. ( 123.8) 
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下 一 步 的 目标 是 确定 涨 落 位 移 wo 的 方 均值 

从 热力 学 涨 落 普遍 理论 的 观点 看 来 , 可 以 把 声波 (123.4) 当 作 两 种 (向 左 
与 向 右 传 播 的 波 ) 经 典 振 子 的 集合 , 其 中 每 一 个 应 当 具 有 平均 动能 T/2. 由 于 
在 当前 情况 下 振动 频率 是 8 = wig, 故 平均 动能 为 


1 Rp 上 a 2 2 
3V (pu )= 了 Yo +q) (|uo| ). 


令 这 个 表达 式 等 于 2.7/2, 我 们 得 到 





2 
(luol") ee (123.9) 
最 后 , 将 (123.9) 式 代 入 (123.8) 式 , 我 们 终于 得 到 
aito47 i0 
dh na cos 7 do. (123.10) 


我 们 注意 到 这 种 散射 的 独特 的 角度 依赖 性 , 它 与 我 们 在 液体 和 气体 中 所 得 到 
的 结果 完全 不 同 . 

现在 转 到 在 纵 声波 上 的 散射 . 在 这 些 波 中 wllg, 借助 (123.3) 和 (123.4) 式 ， 
我 们 求 得 
Cr 一 A {a 4 十 oo} Eo. 
2 g2 


简单 的 计算 给 出 散射 波 场 : 





eitfow? iVuog 
—o—a2Eoel, 


de 
+ ArnRoc 2 


a (123.11) 
_ ew iVuog Q1 
Ml ES a 
在 这 一 情况 下 , 散射 时 也 没有 退 偏振 . 但 是 , 角 分 布 和 消光 系数 的 数值 依赖 于 
人 射流 偏振 的 状态 和 方向 . 在 此 我 们 不 给 出 相应 的 十 分 繁杂 的 公式 ; 它们 的 计 
算 与 前 面 进 行 的 类 似 , 而 且 (lwol2》 的 表达 式 的 差别 仅 在 于 在 (123.9) 式 中 将 wr 
换 成 wl. 


十 oo】 COS 引 Eoel. 
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晶体 内 X 射线 的 衍射 现象 在 物质 的 电动 力学 中 占据 着 特别 的 位 置 , 因为 
X 射线 的 波长 与 原子 间距 不 相 上 下 . 由 于 这 一 原因 , 通常 把 物质 看 成 连续 介质 
的 宏观 处 理 方法 在 这 里 根本 不 适用 . 因此 , 我 们 必须 从 研究 单个 带电 粒子 ( 电 
子 ) 上 的 散射 和 出 发 . 
原子 内 电子 运动 频率 的 数量 级 为 wo ~ v/a, 其 中 v 为 电子 的 速度 , 而 a 为 
原子 的 尺度 . 若 入 ~ oa 则 由 于 v < ec, 这些 频率 小 于 XX 射线 的 频率 w ~ c/. 由 
于 这 种 情况 , 可 以 将 电磁 波 场 内 电子 运动 方程 写 为 
mv’ = eb (124.1) 


的 形式 , 亦 即 可 以 把 电子 看 成 是 自由 电子 (参见 878). 

从 方程 (124.1) 我 们 求 得 电子 在 电磁 波 场 作用 下 所 得 到 的 速度 为 : 
ieE 
ee 

我 们 用 n(7) 表示 晶体 内 的 电子 数 密度 , 这 个 量 已 对 电子 的 量子 态 和 晶 格 
内 原子 核 的 热 运 动 的 统计 分 布 作 了 平均 . 但 是 应 强调 指出 , 这 里 并 未 进行 宏观 
理论 中 通常 所 作 的 对 物理 无 穷 小 体积 元 的 平均 , 也 即 是 n(7) 是 唱 格 中 真正 的 
量子 力学 电子 密度 . 由 波 场 产生 的 相应 的 电流 密度 为 


;2 
7 = env’ = Tp. (124.2) 
mw 


7 
= 





@ 由 于 原子 核 的 质量 很 大 , 可 想 而 知 , 原子 核 上 的 散射 是 不 重要 的 . 
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把 这 个 电流 代入 到 麦克 斯 韦 微观 方程 : 





rotE=i<H, (124. 3) 
C 
四 4 4 2 
NS RE hs (1- ee ) E. (124. 4) 
C ee BG AX) 


从 而 我 们 计 及 了 它 对 场 的 反作用 , 亦 即 散射 效应 . 当然 这 时 假定 这 种 效应 很 小 ， 
亦 即 以 下 的 不 等 式 成 立 : 


4re27 





<l. (124. 5) 
通过 引进 与 通常 的 感应 强度 定义 相对 应 的 符号 D = eB, 其 中 
2 
二 (124. 6) 
MW 


可 以 将 (124. 公式 化 为 通常 的 形式 : rot HH = - = DD. 在 这 种 意义 上 , 介 电 党 
量 的 表达 式 (124. 6) (与 (78.1) 式 对 比 ) 在 波长 入 ~ a 时 也 可 以 应 用 . 当然 这 时 
应 当 记 住 , 这 里 出 现 的 五 和 DD 的 意义 和 以 前 的 巨 ,D 不 相同 , 因为 它们 现在 
是 没有 对 物理 无 限 小 体积 进行 过 平均 的 场 . 相应 地 , s 现在 是 坐标 的 函数 . 

X 射线 在 重 原子 上 散射 时 , 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 外 壳 层 电子 满足 条 件 
六 wo, 内 壳 层 电子 则 不 然 , 对 于 这 些 内 壳 层 电子 w < wo, 因而 不 等 式 和 光 a 
成 立 . 在 这 种 情况 下 , 也 可 以 引进 介 电 常量 的 概念 (作为 九 和 五 间 的 比例 系 
数 ), 但 是 形 为 (124.6) 的 公式 这 时 只 能 给 出 外 壳 层 电子 的 贡献 ; 而 内 壳 层 电子 
的 贡献 在 原则 上 必须 由 对 这 些 电子 壳 层 的 体积 求 平均 值 算出 . 由 此 可 见 , 若 写 
出 万 =e 五 的 普遍 形式 , 其 中 s 为 坐标 的 函数 , 则 我 们 就 自然 而 然 地 考虑 到 了 
各 种 可 能 情况 . 为 明确 起 见 , 我 们 下 面 处 处 使 用 (124. 6) 式 . 

在 (124. 2) 式 中 对 电子 的 密度 求 平 均值 , 结果 得 到 不 含 时 间 的 nr("), 于 是 
我 们 就 排除 了 散射 时 频率 的 可 能 变化 . 换 名 话说, 我 们 只 研究 频率 没有 改变 的 
严格 的 相干 散射 . 

从 方程 (124.3) 和 (124. 4) 内 消去 五 , 我 们 得 到 


2 
Ww 

rotrotEb 一 -DD: 
c 


在 上 式 中 代入 


4ne2n 


五 三 万 十 五 





mw? 
并 将 表达 式 rotrot EE 展开 , 同时 考虑 到 div = 0 (从 (124.4 得 出 ), 于 是 我 们 


得 到 
4ne2n 





2 
AD+ 3 = rot rot E. (124. 7) 


mw2 
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在 包含 有 小 量 4xe2n/(mw?) 的 这 个 方程 的 右 端 , 应 当 把 五 理解 为 给 定 的 入 射 
波 场 . 我 们 来 求 出 方程 (124.7) 在 散射 晶体 之 外 离 晶 体 很 远 处 的 解 . 因为 这 个 
方程 和 方程 (117.3) 在 形式 上 相同 , 因而 我 们 可 以 按照 与 (117.4) 式 的 类 比 , 立 
即 写 出 所 求 的 解 为 上 : 

P2 eikRo 


= k’ x (有 x Eo) /eerdr (124.8) 








其 中 Ro 为 从 晶体 内 的 坐标 原点 至 场 观察 点 的 距离 ;g 二 kk' 一 k;k 一 kk' 二 w/e; 
Eo 为 人 射 波 的 振幅 ; 在 等 式 左 端 , 我 们 以 五 代替 万, 因为 在 晶体 外 的 真空 内 
D=E. 

为 了 表征 X 射线 衍射 强度 的 特征 ,我 们 引进 有 效 截面 o, 其 定义 为 衍射 进 
入 立体 角 do' 内 的 辐射 强度 与 人 射 波 的 能 流 密度 之 比 . 按照 (124.8) 式 , 我 们 有 

2 2 
do = ( 亏 ) sin20 f reerar| do,, (124.9) 
其 中 9 为 Bo 与 k' 之 间 的 夹 角 . 若 入 射 光线 为 “自然 光 ”( 不 是 偏振 光 ), 则 上 式 
中 的 因子 sin?9 要 换 成 5(1 + cos? ,其 中 必 为 民 和 1 之 间 的 夹 角 (参阅 3117 
的 最 后 一 个 脚注 ), 于 是 
2 2 

do = 2 ( 吉 ) (1 十 cos2 9) f weeray| do., (124.10) 
以 下 为 明确 起 见 , 我 们 将 假定 处 处 是 这 种 情况 . 

我 们 看 到 , 在 给 定 方向 衍射 的 光线 的 强度 主要 由 积 


J neerav (124.11) 


亦 即 电子 密度 的 侍 里 叶 空 间 分 量 的 模 平 方 给 出 . 当 gq 一 0 时 , 这 个 积分 直接 变 
成 对 晶体 体积 (也 即 是 对 其 晶 胞 ) 平均 的 电子 密度 元 但 是 , 若 在 方程 (124.3) 
和 (124.4) 内 用 元 代替 n, 我 们 就 得 到 介 电 常量 为 


4ne2n 





A mw?2 


的 通常 的 宏观 麦克 斯 韦 方 程 . 按照 这 些 方程 , 当 X 射线 通过 晶体 时 , 它们 按 通 
常规 律 发 生 折射 (折射 率 为 ve). 因此 , 小 角度 衍射 化 为 了 我 们 在 这 里 不 感 兴 
趣 的 通常 的 折射 . 下 面 我 们 假设 q 与 零 有 显著 的 区 别 . 

@ 在 8117 内 求解 (117.3) 式 时 , 不 允许 考虑 物体 外 的 场 , 因为 这 要 求 计 及 物体 表面 


的 边界 条 件 (由 于 (117.3) 式 左 端 所 包含 的 量 e' 在 物体 内 和 物体 外 不 相等 ). 但 (124.7) 
式 左 端 在 全 部 空间 内 都 不 改变 形式 . 
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与 品格 中 点 的 所 有 其 他 函数 一 样 , 电子 密度 可 以 展开 成 形 为 


i RU (124.12) 
b 


的 傅 里 叶 级 数 , 式 中 求 和 对 倒 格 子 的 全 部 周期 b 进行 (参见 本 教程 第 五 卷 
8133). 将 (124.12) 代入 (124.11) 式 并 对 晶体 的 体积 进行 积分 时 , 只 在 g 接近 。b 
的 某 一 个 值 的 情况 下 , 我 们 才 得 到 显著 不 为 零 的 结果 . 在 这 些 值 之 间 的 其 他 值 
处 , 强度 实际 上 等 于 零 . 因此 我 们 可 以 分 别 研 究 每 一 个 衍射 极 大 秆 , 这 时 假定 
n= meet 其 中 心 取 给 定 利 . 将 这 个 表达 式 代 人 (124.10) 式 内 , 我 们 得 到 


2 \2 2 
二 (各 (1 十 cos2 9) nl? 全 网 do/. (124.13) 





最 强 的 极 大 值 发 生 在 精确 地 满足 以 下 等 式 的 方向 上 : 
k'—k=b (124.14) 


这 个 方程 称 为 劳 厄 方程 ; 这 些 极 大 值 称 为 主 极 大 . 但 是 当 b 为 给 定时 , 主 极 大 
并 非 在 入 射 光线 取 任 意 方向 (及 频率 ) 时 出 现 . 把 (124.14) 式 写 为 k=k+b 
的 形式 , 并 平方 之 , 再 考虑 到 = 2, 我 们 得 到 


2b .有 二 一色， (124.15) 


这 个 方程 决定 5 为 给 定 值 时 出 现 主 极 大 的 那些 波 矢量 值 . 从 几何 意义 上 说 ， 
(124.15) 式 是 空间 内 垂直 于 矢量 b 并 距离 华 标 原点 为 5/2 的 平面 的 方程 . 特 
别 是 我 们 看 到 , 必定 有 > 5/2. 

因为 ji 一 | 2ksin 5, 于 是 从 (124.14) 式 得 出 


2k sin > 一 已 ， (124.16) 


由 它 可 以 求 出 主 极 大 所 对 应 的 衍射 角 , 这 个 方程 称 为 布拉格 - 伍 尔 夫 方程 ， 

大 家 知道 , 倒 格 子 的 每 一 个 矢量 b 决定 由 方程 + ,b= 2rm 表示 的 一 族 晶 
体 平面 , 其 中 常数 m 取 整 数值 . 这 些 平面 垂直 于 矢量 b. 与 条 件 (124.14) 对 应 
的 矢量 kk 和 k' 的 方向 与 这 些 平面 构成 相等 的 “和 人 射 角 ” 和 :反射 角 ”( 图 64). 
为 此 , 主 极 大 上 的 衍射 有 时 称 为 从 相应 曲面 上 的 “反射”. 

将 (124.13) 式 对 kk' 方向 周围 的 立体 角 进 行 积分 , 我 们 就 可 得 到 某 一 极 大 
值 周围 的 衍射 “ 斑 ” 的 总 强度 . 我 们 现在 来 求 主 极 大 周围 的 总 强度 . 

我 们 用 ji 标记 精确 满足 劳 厄 条 件 的 k' 的 值 (k 为 给 定 值 ) ; hy = kk 十 b. 
我 们 再 引进 x = k’ 一, 在 极 大 周围 的 区 域内 x 很 小 ,又 因为 hk 和 /0 只 是 
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所 
图 64 
方向 不 同 , 因而 x 上 kh. 所 以 立体 角 元 可 以 写 为 


1 1 
do' = 二 doczdzcy = Ka dr dry, (124.17) 


大 /2 
其 中 取 z 轴 在 有 方向 . 于 是 , 我 们 有 
2 2 
o= 3 ( 态 ) (1 + cos? oo // dxzrdxmy f erav 
在 上 式 的 体积 分 中 , 可 以 对 dz 进行 积分 , 因为 eri*" 与 该 坐标 无 关 : 
J erav os | Zeay, 
式 中 df = dzxdy, 而 Z = 2(z,y) 为 物体 在 kl 方向 的 长 度 . 最 后 , 我 们 利用 传 里 
叶 积分 理论 中 的 熟知 公式 : 


dxrdx 
ee Cn) = / wary, (124.18) 


2 








其 中 
px = / p(t,Yy)e “rdzdy 
为 二 维 傅 里 叶 展 开 式 的 分 量 . 结果 我 们 得 到 以 下 的 最 终 公式 : 
2r2 / ez \ 3 
全 (起 ) (1 十 cos2 9)|ng| /ray 


mm 


2 2 \2 
= 让 (就 ) sin? 5 . (1+ cos? nol? / 22af. (124.19) 
这 一 积分 的 数量 级 为 L4, 工 是 物体 的 线 度 . 由 此 可 见 , 总 的 有 效 衍 射 截面 (或 
者 衍射 斑 总 强度 ) 与 V43 成 正比 , Y 为 物体 的 体积 . 我 们 注意 到 , 极 大 值 处 的 
强度 与 体积 的 不 同和 次 成 正比 : 当 k' 一 k ==b 时 ，(124.13) 式 中 的 体积 分 就 是 
V, 于 是 do 与 V? 成 正比 : 
2 2 
( 世 ) 党 让 人 ( ) (1 + cos? 9)|nol2V?. (124.20) 


mc2 
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和 总 强度 与 体积 的 关系 相 比 与 极 大 值 处 强度 成 正比 的 体积 VV 的 寡 次 更 高 这 
一 事实 , 直观 地 显示 出 了 极 大 值 的 锐 度 . 极 大 值 峰 的 “宽度 ” 显然 与 V4/3/V? = 
V-2/3 成 正比 . 
只 有 在 所 有 的 衍射 效应 很 小 时 , 上 述 理论 才能 应 用 . 如 我 们 现在 见 到 的 ， 
要 求 对 晶体 的 尺度 施加 了 定 条 件 , 即 o 必须 小 于 物体 截面 的 几何 面积 
二 2), 由 此 得 出 


Ee i (124.21) 
如 果 上 述 条 件 得 不 到 满足 , 则 推导 (124.8) 时 所 用 的 微 扰 论 近似 不 再 适用 @. 
习 题 


1. 试 确定 在 边 长 分 别 为 Ls,Ly,Ls 的 长 方 体 晶体 上 发 生 衍射 时 主 极 大 周 
围 衍射 斑 内 的 强度 分 布 . 

解 : 与 在 正文 一 中 样 , 我 们 引入 和 拓 量 x 二 kk' 一 kl, 选择 坐标 系 的 轴 与 长 方 
晶体 各 边 平行 , 坐标 原点 选 在 晶体 中 心 上 . 

积分 | ew"dV 可 分 解 为 以 下 形式 的 三 个 积分 的 乘积 : 


因此 ， 





52 12 1c 


NN 2 5 1 L 
do = 32 (在) (1 十 cos 3 Ine i sin? 写生 sin? 和 sin? 二 do 


应 当 记 住 , 矢量 x 的 分 量 不 独立 , 而 是 由 条 件 x.kl 二 0 联系 起 来 的 . 

2. 所 求 与 上 题 相同 , 但 衍射 发 生 在 半径 为 a 的 球形 晶体 上 . 

解 : 我 们 再 次 引进 x 二 kk' 一 有 ,选择 坐标 系 的 z 轴 沿 x 方向 , 坐标 原点 在 
球 心 上 . 我 们 有 


f eav r(a2 — z2)e-i<zdz = (in Ha 一 Ka Cos xQ). 
因 此， 
ez \? 1 
do = 87? ( 坊 ) (1 十 cos HInel 6 (sin xa 一 xa cos xa)*do.. 
me 
@ 不 受 (124.21) 式 限制 的 散射 的 动力 学 理论 由 Zz. G. 平 斯 克 尔 在 下 书 中 给 出 : Z. G. 


Pinsker, Dynamical scattering of X-ray in crystals, Springer, Berlin, 1978. 本 节 所 讲述 的 理论 
称 为 运动 学 理论 . 
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3. 试 求 副 极 大 周围 衍射 斑 的 总 强度 . 

解 : 在 现在 情况 下 , 入 射 波 的 波 矢量 hk 不 满足 条 件 (124.15), 如 在 正文 中 所 
指出 的 ，(124.15) 式 是 重 直 于 矢量 b 的 平面 的 方程 ; 我 们 用 nb 表示 矢量 的 端 
点 偏离 这 平面 的 小 位 移 , 此 处 7) 安 1. 换 句 话说 , 我们 将 有 表示 为 二 ko 十 mb， 
式 中 ko 满足 (124.15) 式 (图 65). 


nb 





图 65 


衍射 斑 内 的 强度 的 极 大 值 对 应 于 这 样 的 有 方向 , 即 此 时 1 一 ( 民 二 D) 取 极 
小 值 (因而 (124.13) 内 的 积分 为 极 大 值 ). 但 是 两 个 矢量 (其 中 一 个 的 方向 任意 ) 
之 差 的 绝对 值 在 这 两 个 矢量 的 方向 重合 时 最 小 . 因此 我 们 有 (考虑 到 k' = 二) 


k2 — (k++b)? 
有 一 天 一 中 min 一 大 一 | 下 = 一 一 一 一 一 . 
| | | 大 十 | 到 十 


因为 kk 接近 ko, 又 因为 我 们 研究 靠近 极 大 值 的 区 域 , 于 是 兰 有 十 已 而 且 上 
式 中 的 分 母 可 用 2k 来 代替 . 将 分 子 中 的 括号 展开 , 我 们 得 到 


2k.b— b=(-2ko.b—b)— 2nb = 一 2702. 





因此 ， 
nb 
、 — blmin OS ———. 

I kD 


其 次 , 按照 


nb2 


j=(k+ (1 一 验 )+* 


引入 x, 并 选择 z 轴 在 天 十 已 方向 , 于 是 问题 变 成 计算 积分 ( 试 与 (124.19) 的 推 


导 比 较 ) : 
7 bp2 
/em ( 守 : 一 per] dV| = 1 aa 


dxzrdxy 


2 2 


—ix:T sin(nb? 2Z/2k) 
/: nb?2/2k 
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最 后 , 我 们 利用 公式 (124.18) 得 到 


2r2 / ez \ sin? (mb22/2k) 
a ES 1 2 | 外 
0= 应 (这 (1++ cos’ 9)|nol a df 


当 刀 一 0 时 , 这 个 公式 变 成 (124.19) 式 . 若 m022/2k 污 1 (这 与 条 件 n 世 1 
不 矛盾 ), 则 正弦 函数 的 平方 可 用 它 的 平均 值 1/2 来 代替 并 得 到 


2 \2 2 
2/ e 1l+cos VY ,» 
0o=47n ( 态 ) aor le 5, 





其 中 9 为 物体 在 zy 平面 上 投影 (暗影 ) 的 面积 . 


§125 积分 强度 


前 一 节 导 出 的 公式 给 出 了 严格 的 单 色 平面 波 入 射 到 晶体 上 的 衍射 强度 . 
我 们 现在 来 研究 不 满足 这 些 条 件 时 的 一 些 情况 . 

首先 , 我 们 研究 人 射 波 为 平面 波 但 非 单 色 波 的 情况 吕 . 换 句 话说 , 它 的 谱 
分 解 中 包含 了 波 矢量 的 方向 相同 但 数值 = w/c 不同 的 波 . 我 们 用 p(k) 标 
记 人 人 射 辐射 强度 按 频率 分 布 的 密度 , 并 且 用 条 件 | p(k)dk = 1 将 其 归 一 化 . 

衍射 斑 的 总 强度 由 (124.13) 式 对 do 和 对 p(k)dk 积分 所 得 的 截面 给 出 : 


2 2 
o= 3 (二 pep {ff ra (1 +cos?d)p(k)do'dk. (125.1) 
我 们 暂且 引进 符号 KK =k' 一 k 一 b, 并 将 上 式 中 的 模 平方 写成 二 重 积 分 形 


式 : 
Jar 三 ff e* -raviaw. 


引进 变量 (1/2)(r: + rz) 和 7 = ra 一 ri 替代 ri 和 Ta, 并 对 第 一 个 变量 在 物体 
体积 内 进行 积分 , 我 们 得 到 


J eav 


在 剩 下 的 积分 内 , 现在 可 以 对 全 部 空间 进行 积分 @, 结果 为 








| 
一 7 / exrav. 





aerar| = (2x)3VS(K). (125.2) 





@ 这 种 情况 对 应 于 晶体 X 射线 分 析 中 熟知 的 劳 厄 法 . 
@ 因为 我 们 这 里 的 目的 仅 是 计算 衍射 斑 的 总 强度 而 不 是 它 的 宽度 , 故 可 以 这 样 作 . 
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将 此 结果 代入 (125.1) 式 , 可 以 把 该 式 改写 为 


o = 4n ( 忘 Inel2V (1 + cos? V0) ) [fae ‘—k—b)p(k)do'dk; (125.3) 


由 于 被 积 函 数 内 存在 6 函数 , 我 们 已 将 因子 1 + cos?3 用 它 在 3 = 36 时 的 值 
代 换 后 移 到 积分 号 外 , 其 中 go 为 满足 劳 厄 条 件 的 矢量 k 和 k' (我 们 将 其 标记 
为 ko 和 kt = ko 十 b) 间 的 夹 角 . 

我 们 注意 到 , 对 do' 的 积分 可 以 方便 地 进行 , 它 等 价 于 在 被 积 函 数 表 达 式 
内 引信 附加 因子 (下) 5(K2 一 局 ) 的 条 件 下 对 


d3k’ = k?2dk’'do’ = 了 ‘d(k?)do’ 
积分 . 由 此 可 见 ，(125.3) 式 中 的 积分 可 以 用 下 面 的 积分 代替 : 


/ /Ra 8(k? — k2)p(k)d3k/ dk. 


利用 第 一 个 8 函数 对 d3k’ 进行 积分 时 , 我 们 必须 在 第 二 个 5 函数 内 用 (k 十 5b)? 
代替 k?, 结果 得 到 


= (27)? (过 ) mal?V (+ eos? 90) { 48(2b- + 02)o(K)dk (125.4) 


最 后 , 我 们 对 dk 进行 积分 (方向 n = k/%k 给 定 ). 当天 = ko 时 , 6 函数 的 宗 
量变 为 零 , 于 是 积分 等 于 





a 





= (2n)? ( 坊 小 Ins|2V(L + cos? 90) (125.5) 

我 们 现在 来 研究 另 一 种 情况 , 即 人 射 波 为 单 色 波 , 但 包含 有 由 绕 某 一 轴 相 
互 转动 而 得 到 的 不 同方 向 的 分 量 @. 用 1 表示 沿 转动 轴 方 向 的 单位 矢量 , 而 
绕 它 的 转动 角 用 少 表示. 设 函 数 p(w) 给 出 入 射 辐射 强度 的 角 分 布 , 并 按照 条 
件 


[wav=1 


@ 这 种 情况 相当 于 X 射线 结构 分 析 中 熟知 的 布拉格 法 (或 旋转 法 ), 而 且 实 际 上 所 
指 的 并 不 是 k 方 向 的 转动 , 而 是 指 晶体 本 身 绕 ! 轴 的 转动 . 
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归 一 化 . 
推导 (125.4) 式 时 所 进行 的 全 部 计算 也 完全 适用 于 这 种 情况 , 唯一 的 差别 
是 对 p(k)dk 的 积分 必须 用 对 p(w)dvy 的 积分 来 代替 : 


2 
o = (2m)3 (过 ) mal?V (1 + cos? 00) 人 48(2b .大 十 把)o()dy， (125.6) 


我 们 仍然 用 ko 表示 8 图 数 的 宗 量变 为 零 时 的 大 值 , 并 从 1, ko 平面 起 始 计算 
. 对 于 小 消 我 们 有 
太一 Ko 十 (7 x ko)y. 


此 时 (125.6) 式 中 的 积分 变 为 





1 (0) p(0) 
26[2b: (Lx ko)y]p(W)dy = ak i x ko)| 2x25 (Lx no) 
~ 2p(0) sin? (90/2) 
bao (Ux no)) 
因此 ， 
3 e2 \2 
o= 2 (起 ) sin (1 + cos? 90)|Ing| VT (125.7) 


最 后 , 我 们 研究 单 色 平 面 波 从 取向 无 序 的 微 晶 组 成 的 物体 的 衍射 @. 

我 们 用 kh 和 bo 表示 矢量 k' 和 bb, 其 取向 使 劳 厄 条 件 kh = 大 十 bo 得 以 满 
足 . kl 和 bo 的 方向 不 是 单 值 确定 的 , 因为 当 三 角形 kbokb 绕 方向 转动 时 ， 
劳 厄 条 件 当然 仍然 是 满足 的 . 因此 , 与 主 极 大 相对 应 的 k' 的 方向 占 满 了 一 个 
项 角 为 290 的 锥 面 . 于 是 , 我 们 现在 得 到 一 个 入 射 “ 环 ”, 而 不 是 衍射 “ 斑 ”. 

所 求 总 有 效 截 面 由 与 (125.4) 式 相似 的 公式 给 出 , 这 个 公式 与 (125.4) 式 
的 差别 是 式 中 对 p(k)dk 的 积分 必须 用 对 b 的 所 有 方向 的 平均 来 代替 : 


2 2 
= (2x)3V ( 态 ) |ms|2?(1 + cos? 00) /3 大 8(20 二 的 ) 2 (125.8) 


其 中 dos 为 在 5 方向 的 立体 角 元 . 用 a 表示 k 和 bb 之 间 的 夹 角 , 我 们 可 以 将 
(125.8) 式 中 的 积分 写 为 





1 2、2mrdcosaw 1 1. 2 Do 
/aew 人 
因此 ， 
e? 2V Vo 
o = (2n)? | Inol BU 十 cos2 90) sin2 - (125.9) 





@ 这 种 情况 对 应 于 X 射线 结构 分 析 的 粉末 法 ( 德 拜 - 谢 勒 法 ) 
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在 上 述 三 种 情况 中 , 每 一 种 情况 对 应 于 一 种 对 衍射 图 样 求 平均 的 特定 方 
法 . 我 们 注意 到 , 此 时 总 平均 衍射 强度 与 物体 体积 的 关系 , 正如 所 预料 的 , 归结 
为 简单 的 正比 关系 . 我 们 提醒 大 家 , 在 未 作 平均 的 衍射 图 样 内 , 衍射 强度 以 及 
它 在 衍射 班 上 的 分 布 对 物体 体积 的 依赖 性 更 突出 , 


8126 X 射线 的 热 漫 散射 


在 前 两 节 内 ,我们 曾 把 n(x,y,z) 理解 为 晶体 中 对 时 间 平 均 的 电子 密度 ， 
此 从 其 中 排除 了 由 不 同 原因 所 引起 的 密度 涨 落 以 及 相应 的 X 射线 散射 的 非 
相干 部 分 . 非 相 干 散射 来 源 之 一 是 密度 的 热 涨 落 . 这 种 散射 “弥漫 ”地 分 布 于 
所 有 方向 , 但 其 标志 性 的 特征 是 在 前 节 所 研究 的 “结构 ”散射 的 锐 线 方向 附近 
有 较 大 强度 . 我 们 现在 就 研究 热 散 射 的 这 些 极 大 值 (W. H. 扎 哈里 亚 森 , 1940). 

品格 的 热 振 动 可 以 表示 为 许多 单个 声波 的 组 合 .后 面 将 会 看 到 , 我 们 感 兴 
趣 的 热 散射 的 极 大 值 是 由 波长 大 于 唱 格 常数 的 波 所 产生 的 . 由 这 种 波 所 引起 
的 空间 每 一 点 的 电子 密度 的 改变 , 可 以 看 作 是 品格 简单 地 移动 了 等 于 波 中 位 
移 矢 量 v 的 局 部 值 的 结果 . 因此 , 当 给 定 声波 通过 时 , 密度 的 改变 (未 对 时 间 
平均 0) 可 以 利用 关系 式 


用 平均 密度 表示 . 研究 确定 的 线 附 近 的 漫 散射 时 , 我 们 必须 用 nbeie7 代替 m， 
其 中 心 给 定 , 于 是 
Sn = 一 i(b .wu)noeie™”. (126.1) 
密度 涨 落 所 引起 的 散射 与 平均 密度 所 引起 的 散射 当然 是 非 相 干 的 , 因此 
它们 不 发 生 干 涉 . 所 以 , 漫 散 射 的 有 效 截面 可 以 从 (124.10) 式 求 出 , 只 要 在 其 
中 用 5n 代替 n, 然后 对 涨 落 进 行 统 计 平 均 : 


l —i 四 刘 
do —3 (7 lnel2(1 + cos2 9) (fen b)e-iK. dv| Dao (126.2) 


其 中 引进 了 符号 KK =k' 一 kk 一 b. 在 矢量 KK 很 小 (K <<5) 的 那些 方向 上 , 散射 
强度 非常 大 . 

积分 / e-iKrdy 给 出 了 波 矢 为 K 的 的 傅 里 叶 空间 分 量 ; 所 以 我 们 
可 以 把 简单 地 理解 为 在 波 矢 为 K 的 声波 内 的 位 移 矢量 . 因而 不 等 式 K 之。 
表明 , 散射 声波 的 波长 大 于 唱 胞 的 线 度 . 
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如 此 一 来 , 我 们 写 出 


w= 3 (woe ui (126.3) 
以 使 得 ， 
[we rav = 3Vo-u 
以 及 有 效 截 面 为 
117 ez \ 
do 一 8 ( 坊 ) Inol? (1 十 cos2 VD) bab (uous V2do.. (126.4) 


对 uo 分 量 乘积 的 平均 的 做 法 , 和 在 8123 中 对 各 向 同性 物体 内 的 声波 求 平均 
类 似 . 形变 晶体 单位 体积 的 弹性 能 ; 


1 
DNVik Um 


其 中 wix 为 应 变 张 量 , 而 和 pum 为 弹性 模 量 张 量 (参见 本 教程 第 七 卷 $10). 
此 , 整个 晶体 的 平均 弹性 能 等 于 


1 
3V Nkim (Uik Ulm). 


我 们 将 ee 
Ui 人 也 ， iK:7 
Wik = 3 ( 汪 十 狂 ) 3 Re{(iKruo: +iKivor)e ™ "} 


代入 上 式 . 含有 因子 e+2iK”" 的 项 平均 时 变 为 零 . 考虑 到 张 量 Xikim 的 对 称 性 
(对 下 角 标 i,k 或 l,m 的 交换 的 对 称 性 以 及 对 角 标 对 认 与 im 的 交换 的 对 称 
性 ), 我 们 得 到 


V V 
Nikim Kr Km(uoiud) = 9 (Uoiudg), 


其 中 引进 了 符号 : 


gik = MpmK1Km. (126.5) 
按照 热力 学 涨 落 的 普遍 理论 , 现在 可 以 马上 写 出 所 求 的 平均 值 为 
4T 
(Uoiuok) = 二 (126.6) 





@ 参见 本 教程 第 五 卷 8111. 若 涨 落 量 zt, z?,… 的 概率 分 布 形式 为 


ep 人 -jezaze， 
则 (zizk) = Xl. 公式 (126.6) 中 出 现 的 多 余 因 子 2 是 因为 每 一 复数 woi 是 两 个 独立 量 
的 集合 . 
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式 中 gl 为 gi 的 逆 张 量 , 而 散射 截面 最 终 为 
Le 2 2 二 下 / 
da 一 ne TVIno|’ (1 + cos’ Y)bibrgirp * do.. (126.7) 


因此 , 如 所 预料 , 漫 散 射 强度 与 晶体 体积 成 正比 . 这 种 散射 的 特征 是 它 的 
强度 在 衍射 斑 面 积 上 的 分 布 方式 , 因子 (1 + cos29) 对 衍射 斑 实 际 上 几乎 为 常 
数 , 除 此 而 外 , 我 们 看 到 散射 强度 分 布 由 表达 式 gb 给 出 . 这 个 表达 式 是 
天 -2 乘 以 矢量 K 相对 于 蝇 轴 方向 的 一 个 相当 复杂 的 函数 . 当 在 主 极 大 附近 
散射 时 , 漫 散射 强度 在 K =0 点 处 也 是 极 大 ( (126.7) 式 本 身 当 K = 0 时 趋 于 
无 穷 大 , 这 时 当然 变 得 不 再 适用 ). 如 果 条 件 (124.15) 2 .k= -如 不 满足 , 则 等 
式 K = 0 不 可 能 存在 , 于 是 漫 散 射 强度 的 极 大 值 位 于 某 一 不 为 零 的 KK 上 ,一 
般 说 来 , 它 不 与 结构 散射 取 极 大 的 位 置 不 重合 . 在 两 种 情况 下 , 漫 散射 所 形成 
的 本 底 强 度 基本 上 都 以 1/K? 的 方式 减 小 , 也 即 是 比 合 加 在 它 上 面 的 结构 散 
射 锐 线 强 度 的 减 小 慢 得 多 . 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 讨论 一 下 X 射线 在 液体 内 散射 的 问题 . 因为 液体 平 
均 而 言 是 均匀 的 , 在 这 种 情况 下 当然 不 存在 相干 散射 . 为 了 计算 非 相 干 散射 ， 
必须 在 (124.10) 式 中 重新 用 sn 代替 n, 并 对 涨 落 求 平均 , 结果 我 们 得 到 


2 
do = 5 ( 筷 ) (1+cosd) < |ano|” > do (126.8) 
其 中 5ng = / Smei9 "dV. 方 均 值 (|5ngj?) 用 电子 密度 涨 落 关联 函数 的 传 里 叶 
分 量 表 示 . 计 及 液体 的 均匀 性 , 我 们 有 


(|snd|2》 =V (enn )eerav, 7 一 72 一 71. 


(对 照 本 教程 第 五 卷 (116.13) 式 的 推导 ). 

X 射线 在 二 维 晶体 膜 上 的 散射 具有 有 趣 的 特征 . 如 在 本 教程 第 五 卷 $138 
中 所 证 明 的 , 热 涨 落 会 “ 抹 平 ” 这 些 系统 内 的 晶体 排列 , 因此 不 存在 相干 散射 . 
与 此 相应 , 涨 落 关联 函数 在 这 些 系统 内 随 距 离 按 缓慢 的 寡 次 律 减 小 . 由 此 导 
致 ,在 全 = 0 时 “未 抹 平 ”结构 中 弹性 散射 有 极 大 的 那些 方向 上 漫 散 射出 现 清 
晰 的 极 大 ( 见 本 节 的 习题 ). 在 近 唱 相 层 状 液晶 内 的 散射 也 有 类 似 特征 , 它 的 结 
构 也 被 热 涨 落 抹 平 (参阅 本 教程 第 五 卷 8139). 


习 题 
试 确定 出 二 维 晶体 膜 在 g 心 b 时 的 散射 角 分 布 (b 为 二 0 时 的 倒 格 矢 ). 
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解 : 二 维系 统 的 电子 密度 涨 落 关联 函数 (6n(T1)5n(72)), 可 以 像 在 本 教程 

第 五 卷 8138 中 求 密 度 涨 落 关 联 函 数 一 样 求 出 . 引起 g 守 b 的 散射 的 项 的 形式 

为 

[ cos(b:7), (1) 

其 中 np 为 全 = 0 时 电子 密度 的 侍 里 叶 分 量 , ap 为 依赖 于 晶体 弹性 模 量 的 指 

数 ( 见 本 教程 第 五 卷 (138.7) 式 ), 计算 函数 (1) 的 传 里 叶 分 量 , 得 到 涨 落 的 方 均 
值 为 








(m6) ~ 下 (2) 


其 中 | 为 x 二 g 一 b 在 膜 平面 上 的 投影 . 公式 (2) 解决 了 所 提问 题 . 
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我 们 现在 来 阐明 X 射线 相干 散射 截面 对 温度 的 依赖 关系 . 这 个 问题 归结 
为 求 出 晶体 内 平均 微观 电子 密度 与 温度 的 关系 , 电子 密度 进行 平均 时 计 及 了 
原子 的 热 运动 . 

我 们 假设 原子 足够 重 , 以 致 其 中 绝 大 多 数 电 子 都 局 域 在 不 重生 的 壳 层 内 ， 
这 些 壳 层 在 晶 格 振动 时 只 有 轻微 形变 .我 们 还 假设 晶 格 只 由 一 种 原子 组 成 , 每 
个 单 胞 内 只 有 一 个 原子 ; 我 们 要 强调 指出 , 最 后 一 个 假设 只 是 为 了 简化 公式 的 
写法 , 并 没有 原则 性 意义 . 

此 时 可 将 精确 的 (未 作 平均 的 ) 微观 电子 密度 表示 为 以 下 形式 : 


n(r)= Fr rn)= Fr -rn — un), (127.1) 


其 中 Fr) 为 单个 原子 内 的 电子 密度 (原子 形状 因子 ), 求 和 对 晶 格 内 所 有 原子 
进行 , 其 中 rn 为 原子 核 的 径 矢 , 用 矢量 (具有 整数 分 量 ) 的 下 标 n 编号 . 在 把 
原子 核 的 平衡 位 置 的 径 矢 ( 亦 即 晶 格 的 格 点 ) 标记 为 rw。、 而 用 wn 表示 原子 
偏离 这 些 平衡 位 置 的 位 移 矢 量 后 ,我 们 有 rn = rno 十 wun; 如 在 公式 (127.1) 中 
最 后 一 个 等 式 中 所 用 的 那样 . 

把 电子 密度 (127.1) 展开 为 在 品格 体积 V 内 的 全 里 叶 级 数 (124.12), 将 展 
开 系 数 的 形式 表示 为 


1 二 二 : 


于 


Fo = / F(r)e ?dV (127.2) 
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为 原子 形状 因子 的 传 里 叶 分 量 . 所 有 的 乘积 rwo:b 均等 于 2r 的 整数 倍 . 因此 
所 有 的 因子 exp(-irn :6) = 1, 故而 
= 


Nb 一 


本 Ce (127.3) 


把 这 个 表达 式 对 原子 运动 求 平均 . 显然 , 求 和 号 内 各 项 的 平均 值 与 编号 
n 无 关 . 因此 
(ee (127.4) 
式 中 心 为 原子 的 位 移 矢 量 (不 区 分 是 哪 一 个 原子 ), 而 v = V/N 为 单 胞 体积 (N 
为 体积 了 内 的 单 胞 数 )，(127.4) 式 中 的 平均 应 理解 为 完全 的 统计 平均 , 也 即 
是 对 定 态 波 函 数 平均 后 再 对 吉 布 斯 分 布 的 平均 . 
为 进行 这 种 平均 , 应 把 ww 视 为 量子 力学 算 符 
gs 2 ee 
也 一 2 (rs ) {Ekaekae™ 人 Te (127.5) 
(参见 本 教程 第 五 卷 872). 求 和 对 体积 了 内 声 子 波 和 撩 的 所 有 值 及 其 用 指标 
a = 1,2,3 标记 的 独立 声 子 偏振 进行 ; wa(k) 为 声 子 频率 , epa 为 声 子 的 偏振 矢 
量 ; M 为 原子 质量 . 算 符 bk 和 让 分 别 为 光子 在 ka 态 的 源 灭 算 符 和 产生 算 
符 . 
对 于 形 为 (127.5) 式 的 算 符 , 威 克 定理 成 立 , 按照 该 定理 , 任何 偶数 个 算 符 
乘积 的 平均 秆 等 于 成 对 算 符 平均 秆 的 各 种 可 能 乘积 之 和 (奇数 个 算 符 乘积 芯 
平均 值 等 于 0)@. 对 于 所 有 满足 这 一 定理 的 算 符 也 都 适用 的 等 式 


人 (9) (127.6) 


将 会 很 重要 ; 只 要 把 expL 展开 为 级 数 并 对 展开 式 中 每 一 项 求 平均 , 即 可 很 容 
易 地 证 明 它 的 正确 性 3. 
把 (127.6) 式 用 于 (127.4) 式 , 我 们 得 到 


(0) = ow {B66} 


@ 这 个 定理 在 相应 于 它 在 统计 物理 学 中 应 用 的 “宏观 极限 ”(N 一 co) 下 的 证 明 , 参 
见 本 教程 第 九 卷 813. 

@ 因子 的 偶数 2n 个 乘积 可 用 (2n 一 1)(2n 一 3):…1 种 方式 分 解 配对 (从 2n 个 因 
子 中 选择 一 个 , 可 以 使 它 与 其 余 2n -1 个 因子 的 任何 一 个 配对 ; 每 次 从 余下 的 2n 一 2 个 
算 符 中 的 一 个 , 可 以 用 2n - 3 种 方式 使 它 配 对 等 等 ), 因此 


(Pa2n) = [Qn - D2n ~ 3) 1](L2)". 
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衍射 截面 与 这 个 量 的 平方 成 正比 , 因而 它 与 温度 的 关系 由 单独 的 因子 
D = exp{ 一 ((b wu)’)} (127.7) 


给 出 , 称 为 德 拜 - 沃 勒 因子 (P. 德 拜 , 1912; 工 沃 勒 , 1925). 
剩 下 来 的 是 计算 方 均值 ((2 :ua)2. 从 算 符 ka, 你。 的 所 有 成 对 乘积 中 , 不 
为 零 的 平均 值 只 有 
(Ghaika) = Nka, (ka 所 ) = Na 十 1 


其 中 Nka i 因此 


= 2 17 Noch i INT NR) ee bl? (kaeka 下 Ra ka) 


i br enof? (Nea + 3) 
此 时 Nka 由 玻 色 分 布 


| 
Nka = [ew ee 一 (127.8) 


给 出 . 将 (127.8) 代入 (127.7) 时 , 含有 零点 振动 的 项 给 出 一 个 与 温度 无 关 的 因 
子 , 应 当 将 它 略 去 (或 者 更 精确 地 说 , 将 其 包含 在 Fi 的 定义 中 ). 最 后 , 从 对 天 
求 和 转换 到 对 Vd3k/(2r)3 积分 , 我 们 最 终 得 到 


= hv Ib- eka|? d3k 
D -ep{- 儿 - walk) Nha fon)3 是 (127.9) 





当 了 一 0 时 函数 Nua 变 为 零 , 相应 地 万 变 为 1; D 随 着 温度 增加 而 减 小 . 
我 们 注意 到 , 温度 的 影响 归结 为 散射 线 强度 的 普遍 减 小 , 而 保持 其 形状 (包括 
宽度 ) 不 变 

原子 偏离 唱 格 格 点 的 平均 热 位移 通 常 比 晶 格 常数 小 得 多 (即使 在 高 温 下 ). 
于 是 , 对 于 bb 值 不 大 的 散射 线 , D 中 的 指数 比 1 小 得 多 , 从 而 温度 效应 只 是 一 
个 小 修正 . 但 对 于 和 大 的 5b 值 相对 应 的 散射 线 , 强度 的 减 小 变 得 很 显著 . 

当 温度 远 高 于 德 拜 温度 时 , 方 均值 (w?) x 7T, 从 而 D 中 的 指数 与 开 成 
正比 . 在 低温 时 热 声 子 主要 属于 能 谱 的 声学 支 , 其 频率 w cx; 在 这 种 情况 下 
(127.9) 式 对 w 的 积分 可 以 延伸 至 oo, 于 是 D 中 的 指数 与 72 成 正比 . 

最 后 我 们 指出 , 在 低温 情况 下 只 有 长 波 声 子 重要 时 ，(127.7) 一 (127.9) 式 
的 正确 性 并 不 取决 于 可 以 将 密度 n(7) 表示 为 (127.1) 式 中 对 原子 求 和 : 在 长 波 
振动 中 品格 的 大 部 分 区 域 以 它们 各 自 的 电子 密度 值 整体 地 移动 , 只 有 这 些 条 
件 对 上 述 公式 的 推导 才 是 重要 的 . 
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习 题 
在 计 及 密度 的 量子 涨 落 的 条 件 下 , 试 确 定 结 构 散 射线 附近 的 漫 散射 的 强 
度 . 
解 : 位 移 失 量 分 量 乘 积 平均 值 的 经 典 公式 (126.6), 仅 在 条 件 
TS hcK (1) 


下 才 是 正确 的 , 其 中 c 为 晶体 内 声速 的 数量 级 . 如 果 上 述 条 件 不 满足 , 则 应 当 
把 振幅 wo 当 作 算 符 , 并 用 本 节 正 文中 的 公式 算出 平均 值 . 比较 (126.3) 式 与 
(127.5) 式 的 定义 , 归并 波 失 为 下 的 各 项 , 我 们 得 到 


2 有 1/2 
un = 2 (me) ea: (Ka +t ka). 
像 在 推导 (127.8) 式 时 一 样 求 平均 值 , 我 们 得 到 
bibk (Uoiuok) = T7 二 Ee eral? (Neat 3) , (2) 
将 (2) 式 代入 (126.4) 式 即 可 求 出 问题 的 解 . 


当 人 =0 时 ，(2) 式 中 只 剩 下 零点 振动 的 项 . 对 于 很 小 的 及 值 , 截面 与 
1/wa(K) 和 ~1/K 成 正比 . 在 条 件 (1) 的 相反 极限 情况 下 , 可 以 近似 地 令 


于 是 (2) 式 右边 变 为 





w(K) 
现在 利用 本 教程 第 七 卷 弹 性 理论 中 的 振动 传播 公式 (23.1), 对 平面 波 , 这 
个 公式 可 以 改写 为 以 下 形式 : 


1 
DK) x K; = gi lew x K,, 


mt ts eau 当 作 实数 . 最 后 借用 对 于 三 个 相互 重 直 的 单位 夭 量 
适用 的 恒等式 
»》 eaieak = Oik, (3) 


把 (2) 式 化 为 对 应 于 (126.6) 的 形式 . 
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曲线 坐标 系 





为 便于 参考 起 见 , 下面 我 们 列 出 了 在 一 般 及 某 些 特殊 情况 下 涉及 曲线 坐 
标 下 矢量 运算 的 若干 公式 . 
在 任意 正 交 曲线 坐标 系 wu1,w2,u3 内 , 长 度 元 平方 的 形式 为 


dl? = h2du? + h2du? + h3du3, 
其 中 hi 为 坐标 的 函数 , 在 这 些 坐标 系 内 的 体积 元 为 
dV = hih2hadui1duodus. 


各 种 矢量 运算 可 借助 函数 hi 用 以 下 公式 表示 . 对 标量 的 矢量 运算 为 


四 1 of 1 0 h2ha of 
(grad i Fo Birr A1= Fs h: Dui/ 


其 中 求 和 由 循环 交换 下 角 标 1, 2, 3 进行 . 对 矢量 的 矢量 运算 为 





1 O 
divA = on > Be 


1 O 0 
A | 让 aa = zada]| 
(rot A 的 其 余 分 量 可 由 循环 交换 下 角 标 得 到 ). 
柱 面 坐 标 7, yp, z. 长 度 元 为 


di?2=dr?+ridp?+dz?, hr=1, js =m hs=1. 


(rot 4)1 = 





0) 1 0 ,I 
"Br r2 9p2 022) 
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104 D4 0O4 0O4 
A 让 2 dd 4 A = 人 有 之 
(rot A) FO Bz (rot A); Bz Br 
1 0 104; 
(rot A), Ee De op) 闻 Op ， 
(A4)， = 人 4 一 了 7 Op 





(A4jo= Ad4e- 演 + 巨 训 ， 


在 矢量 A4 的 分 量 的 表达 式 内 , A4; 表示 算 符 A 作用 在 视 为 标量 的 4; 上 的 


结果 . 
球面 坐标 7, 9, 2. 长 度 元 为 


dl? = dr? +r?2d0? + r2 sin2 dp?, 











hr=1, heo=7, hy=r7sing. 
矢量 运算 为 
7 = ) + (0 ) + 
Ma 再 员 C240) i SE rp J 
人 全 | (4 sin 0) — 冤 |， 
(rot A)e = -5 人- LO op)， 
(ot 4) = | 总 (4) | 








AA). =A4 一 一 14， 
(A 人 | +f 的 





2 [OAr 
A4)e=A46 二 五 | -一 一 一 一 一 一 一 一 一 
人 0 | 入 2sin20 sin20 Op 
2 OAr OAg 4 
A), = A4.。 + 一 一 一 一 一 一 一 一 | . 
二 sti +o Sol 
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费 马 原理 , 359 

费 索 效应 , 362 

粉末 法 , 547 

附加 屏 上 的 衍射 , 405 

负 单 轴 晶 体 , 420 

复 势 , 15 

副 法 线 , 424 

副 极 大 周围 的 衍射 斑 , 544 

传 科 电流 ( 涡 电 流 ), 250 


G 


各 向 异性 的 涨 落 , 525, 530, 531 

各 向 异性 介质 中 的 场 能 , 414 

各 向 异性 介质 中 点 电荷 周围 的 静电 场 ， 
(813 习题 2) 74 

各 向 异性 介质 中 球形 空 腔 内 的 静电 场 ， 
(813 习题 6) 76 

各 向 异性 粒子 上 的 散射 , (892 习题 1) 397 


主题 索引 


“569%” 





各 向 异性 平面 板 内 的 静电 场 , (813 习题 4) 
75 

短 缩 , 290 

惯性 区 , 317 

光 反 射 时 的 边界 条 件 , 365 

光 密 介质 , 366 

光 朴 介质 , 366 

光线 轴 , 424 

光 在 单 轴 晶体 表面 上 的 折射 , (898 习题 1) 
422 

光 在 旋 性 物体 表面 上 的 折射 , (8101 习题 2) 
436 

光 轴 , 420, 424 
副 ~ ,424 
奇异 ~, 428 

广义 动 理学 系数 对 称 性 原理 , 115, 127, 410 

广义 响应 率 , 254, 410, 445 


H 


哈 特 曼 数 , 288 
横 磁 波 , 389 
横 电 波 , 389 
互感 系数 , 152 
回转 矢量 , 430 
~ 的 高 频 渐 近 行 为 , (8101 习题 4) 438 
混合 态 , 240 
霍 尔 常数 , 120 


J 


激 子 , 456 

计 及 传递 动量 时 散射 对 偏振 的 依赖 , ($119 
习题 1) 523 

计 及 温差 电 效 应 的 表面 阻抗 , (859 习题 5) 
258 

加 洛 辛 斯 基 场 , 219 

交换 相互 作用 , 174 

角度 相 , 203 

焦耳 - 楞 次 定律 , 114, 119 


角 向 与 经 向 电流 , 291 

接触 间断 , 299 

介 电 常量 , 47 

介 电 极 化 强度 , 47 

介 电 极 化 率 , 48 

介 电 体 中 物体 的 总 自由 能 , (811 习题 ) 67 

介 电 张 量 , 71, 413 

介 电 体 , 1, 45 

介 电 体 边 界 上 的 边界 条 件 , 47 

介 电 体 分 界面 上 的 表面 波 , (888 习题 ) 380 

介 电 体 平板 在 场 中 热 容 量 的 改变 , (812 习 
题 2) 69 

介 电 体 球 两 半球 之 间 的 吸引 力 , (816 习题 
1) 87 

介 电 体 球 在 电场 中 的 形状 变化 , (816 习题 
2) 88 

介 电 体 椭 球 在 外 场 中 体积 的 变化 与 温差 电 
效应 , (812 习题 1) 68 

介 电 体 运 动 边 界 上 的 边界 条 件 , 327, 480 

介 电 体 中 的 电热 效应 , (§12 习题 3) 70 

介 电 体 中 的 能 量 耗 散 , 339, 411 

浸 渐 不 变量 , 344, 435 

静 磁 能 ,201 

静 磁 振动 , 335 

静电 感应 系数 , 4 
相互 远离 导线 的 ~, (82 习题 3) 9 

静电 学 中 的 互 易 性 原理 , (87 习题 5) 52 

镜像 法 , 10 

镜像 力 , 11 

居间 态 超 导 椭 球 的 热 容 , (856 习题 ) 241 

居 里 点 , 174 
反 铁 磁 ~, 210 

和 矩形 截面 波导 中 的 波 , (891 习题 1) 394 

有 具有 e 和 的 介质 中 的 偶 极 辐射 , (889 习 
题 2) 382 

具有 大 e 的 小 球 的 散射 截面 , 395 

聚焦 介质 , 468 
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名 轩 动 停止 时 流 过 细 环 的 总 电 丛 , (864 
习题 2) 279 


K 


开 闸 激 波 , 313 

科 顿 - 穆 顿 效应 , 434 

克 尔 效应 , 429 

克拉 上 默 斯 - 克 勒 尼 希 公式 , 348 

空间 色散 介质 中 的 场 能 , 446 

空间 色散 介质 中 的 坡 印 亭 矢量 , 446, (8103 
习题 2) 447 

空心 介 电 体 圆柱 体内 的 静电 场 ， (88 习题 
3) 56 

空心 介 电 体 球 内 的 静电 场 , (8$8 习题 2) 56 
跨 接 指 数 , 215 
快 激 波 , 310 


L 


拉 曼 散射 (组 合 散 射 ), 525 

朗 道 - 普 拉 切 克 公 式 , 529 

劳 厄 法 , 545 

劳 厄 方程 , 541 

勒 迪 克 - 里 吉 效 应 , 131 

立方 晶体 中 磁 畴 壁 的 表面 张力 , (843 习题 
1-3) 191-193 

立体 异 构 体 , 451 

粒子 在 光 散 射 介 
习题 2) 524 

两 导体 间 的 排斥 力 , (85 习题 2) 41 

质 分 界面 旁边 带电 细 导 线 的 静电 

场 , (87 习题 2) 50 

Se (87 习 
题 1) 49, 50 

列 昂 托 维 奇 边界 条 件 , 49 

临界 指数 , 206, 532 

临界 态 , 102 


质 中 运动 时 的 辐射 , (8119 


M 


麦克 斯 韦 弛 队 时 间 , 530 
麦克 斯 韦 效应 , 440 

曼 德尔 施 塔 姆 - 布 里 渊 双 线 , 528, 535 
慢 激 波 , 310 

曼 利 - 罗 定理 , 460, 464, 484 


N 


能 斯 特效 应 , 131 
道 法 拉 第 效应 , 436 
浓 差 电池 的 电动 势 , (828 习题 ) 134 


O 


欧姆 定律 , 113 
运动 导体 中 的 和 ~, 271 


P 


佩 尔 捷 效 应 , 129 

佩 尔 捷 系 数 , 129 
平面 场 , 14 
平行 平板 磁 畴 的 突现 
平行 激 波 , 312 


能 , (844 习题 ) 199 


Q 


切 连 科 夫 锥 , 501 
切 向 间断 , 299 
~ 的 稳定 性 , 301-303 
求 和 规则 , 349 
球形 共振 器 的 本 征 频率 , (890 习题 2) 387 
球面 坐标 , 27 
全 反射 临界 角 , 366 
群 速 度 , 360 


了 及 


热力 学 不 等 式 , 100, 149 
热 释 电 晶体 , 72-73 


主题 索引 
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热 释 电 体 球 在 真空 中 的 静电 场 , (813 习题 
1) 73 


S 


散 焦 介质 , 468 

散射 截面 , 395, 550 

色散 介 电 体内 波 前 的 结构 , (884 习题 ) 356 
色散 形 谱 线 , 529 

射线 面 , 416 

射线 矢量 , 415 

时 间 反 演 , 167 

受 激 辐射 , 508, 516 

受 激 拉 曼 散射 , 483, (8118 习题 ) 517 

双 光 子 吸收 , 484 

双 圆 折射 , 433 

双 折 射 , 421 

双 轴 品 体 , 71 

斯 图 尔 特 - 托 尔 曼 效应 , 278 

斯 托 克 斯 散射 与 反 斯 托 克 斯 散射 ,507, 517 


T 


弹 光 常量 , 439 
汤姆 孙 关 系 式 , 130 
汤姆 孙 公 式 , 268 
汤姆 孙 效 应 , 132 
铁 磁 共 振 
非 均 匀 ~, 335 
均匀 ~, 335 
平板 中 的 ~, (879 习题 4) 337 
椭 球 的 ~,， (879 习题 2) 336 
铁 磁体 , 168 
反 ~~, 168 
铁 磁体 相对 伸 长 与 磁化 方向 的 关系 , (842 
习题 1) 186 
铁 磁 椭 球 在 外 场 中 的 体积 变化 , (842 习题 
2) 187 
铁 电 团 , 106 


铁 电 体 , 102 

同步 条 件 , 473 

透明 区 , 340, 356 

退 磁 系数 , 55 

退 极 化 场 ,55 

退 极 化 系数 , 56 

椭 球 中 磁 畴 的 存在 区 域 , (841 习题 1) 182 
椭 球 坐标 , 25 


WwW 


外 场 中 导电 柱 形 杆 上 的 电荷 分 布 , (83 习题 
9) 22 

外 场 中 导体 柱 周围 的 静电 场 , (83 习题 2) 
18 

外 场 中 未 带电 导体 球 周围 的 静电 场 , (83 习 
题 1) 17 

外 场 中 未 带电 导体 椭 球 上 的 电荷 分 布 , (84 
习题 3) 34 

外 场 中 未 带电 导体 旋转 椭 球 的 静电 场 , (84 
习题 5) 35 

外 场 中 未 带电 导体 球 两 半球 之 间 的 排斥 
力 , (85 习题 3) 42 

外 场 中 未 带电 导体 盘 上 的 电荷 分 布 , (84 习 
题 4) 34 

外 电荷 , (816 习题 3) 46, 82, 88 

完全 偏振 角 , 365 

微观 磁性 , 200 

未 移动 谱 线 , 526 

位 移 电 流 , 321 


X 


吸收 系数 , 353 

吸收 小 球 的 热 辐射 , 400 
狭 颖 衍射 , (895 习题 1) 406 
线 电流 , 141 
线性 磁 致 伸缩 , 221 
线 站 , 526 

向 列 相 液晶 , 92, 534 


572 





相互 作用 能 , 11 

相 联 电路 的 本 征 频 率 , (862 习题 1 2，3) 
269-269 

相 速 度 , 360 

消光 系数 , 516, 519 

小 阻抗 表面 的 热 辐 射 , (887 习题 ) 375 

斜 透 射 , 376 

旋 磁 系数 , 166 

旋光 矢量 , 430 

旋 性 介质 , 430 
~ 中 坡 印 襄 和 撩 量 的 方向 , ($101 习题 1) 
436 

旋转 磁化 球 的 单 极 感应 电动 势 , (863 习题 
2) 275 

旋转 间断 , 300 

寻常 波 , 421 


Y 


压 电 体 平板 的 杨 氏 模 量 , (817 习题 3) 95 

压 电 体 中 的 表面 波 , (817 习题 5) 97 

压 磁 张 量 , (851 习题 1) 221 

压 电 张 量 , 90 

压 电 张 量 的 对 称 性 质 , (817 习题 1, 2) 92- 
95 

亚 铁 磁体 , 170, 216 

亚伯拉罕 力 , 323, 345 

亚 唱 格 的 自 旋转 向 , 212 

衍射 姓 , 541 

液晶 指向 矢 , 92, 534 

易 磁 化 方向 , 177 

易 磁 化 平面 , 177 

易 磁 化 轴 , 177 

逸 出 功 , 121 

逸 出 势 , 121 

应 变 张 量 , 83 

应 力 张 量 , 38, 78, 84, 162 

有 质 动力 , 78 


主题 索引 


与 介 电 体 圆 柱 平行 的 带电 直 导 线 的 静电 
场 , (87 习题 3) 50 

圆 光 轴 , 428 

圆 截 面 波导 中 的 波 , (891 习题 2) 394 

圆 孔 衍射 , (895 习题 2) 407 

原子 形状 因子 , 551 

运动 介质 中 的 光速 , (885 习题 2) 361 


Z 


曾 普 伦 定理 , 306 

载 流 导线 与 磁体 的 相互 作用 力 , (835 习题 ) 
165 

张 量 椭 球 , 72 

涨 落 区 , 175, 179, 205, 534 

振子 强度 , 349 

正 单 轴 晶 体 , 420 

直角 平行 六 面体 形状 共振 器 的 本 征 频 率 ， 
(890 习题 1) 386 

指标 面 , 415 

柱 形 导 体 中 柱 形 孔 内 的 磁场 , (830 习题 3) 
144 

主 波 , 391 

主 极 大 周围 的 衍射 斑 , (8124 习题 1) 543 

主 介 电 轴 , 414 

主 截面 , 421 

自 感 系数 , 152 
闭合 导线 的 ~, (834 习题 1) 157 
磁性 介质 中 ~, (834 习题 7) 162 
环形 螺旋 管 的 ~, (834 习题 5) 160 
双 导 线 的 ~, (834 习题 4) 160 
柱 形 螺旋 管 的 ~, (834 习题 6) 161 

折射 率 , 352, 353 

锥 形 折 射 , 425, 426 

自发 磁化 区 , 182 

自 沟 道 化 , 470 

自然 旋光 物体 中 偏振 面 的 旋转 , 451 

自然 旋光 性 , 451 


主题 索引 “ 573 ， 





~ 与 物体 对 称 性 的 关系 , (8104 习题 ) 题 5) 75 

452 
a i (816 习 
纵向 感应 率 与 横向 感应 率 , 446 

入 与 & 和 的 联系 , (8103 习题 ) 447 作用 于 介 电 体 旋 转 椭 球 的 力矩 , (88 习题 
阻抗 , 262 1) 56 
作用 于 各 向 异性 介 电 体 球 的 力矩 , (813 习 ”左右 对 映 体 , 452 





《连续 介质 电动 力学 》 是 朗 道 和 栗 弗 席 兹 的 十 卷 本 名 车 《 理论 物理 学 教 
程 》 的 第 八 卷 , 这 是 朗 道 亲自 参与 撰写 的 最 后 一 卷 书 口 。 本 书 的 俄 文 第 一 版 于 
1957 年 由 苏联 国立 技术 理论 书籍 出 版 社 出 版 (1959 年 由 苏联 国立 物理 数学 书 
籍 出 版 社 重印 ), 中 文 版 于 1963 年 由 人 民 教 育 出 版 社 出 版 , 译 者 是 先后 在 科学 
出 版 社 和 中 科 院 自然 科学 史 研 究 所 工作 过 的 周 奇 先 生 。 记 得 1964 年 我 大 学 
毕业 后 考 到 中 科 院 原子 能 研究 所 做 研究 生 时 , 导师 黄 祖 洽 先生 开 列 的 三 本 必 
读书 单 中 就 有 这 本 书 。 当 时 曾 对 这 本 书 相 当 认 真 地 钻研 过 一 番 , 心得 是 这 是 
一 本 不 寻常 的 电动 力学 书 , 不 仅 许多 内 容 在 一 般 的 电动 力学 书 中 找 不 见 , 更 重 
要 的 是 它 对 许多 问题 的 阐述 相当 深刻 , 发 人 深思 。 从 本 书 第 一 版 的 作者 序言 
中 也 不 难看 出 , 朗 道 和 栗 弗 席 效 二 人 在 本 卷 所 含 内 容 的 选择 和 阐述 方式 上 的 
确 付出 了 超常 的 努力 。 

1968 年 朗 道 逝世 后 , 栗 弗 席 效 和 皮 塔 耶 夫 斯 基 对 本 书 第 一 版 做 了 大 量 补 
充 和 修订 , 于 1982 年 由 苏联 科学 出 版 社 出 版 了 增订 第 二 版 。1986 年 栗 弗 席 效 
逝世 后 , 皮 塔 耶 夫 斯 基 主 持 编辑 了 由 俄罗斯 物理 数学 书籍 出 版 社 出 版 的 修订 
第 三 版 (1992) 和 重印 第 四 版 (2005)。 修订 后 的 俄 文 新 版 比 第 一 版 增加 了 很 多 
内 容 , 除 新 写 了 空间 色散 和 非 线 性 光学 两 章 外 , 还 全 面 改 写 了 铁 磁 和 反 铁 磁 以 
及 磁 流 体 动力 学 两 章 , 全 书 的 节 数 从 原来 的 101 节 增 加 到 127 节 , 新 增加 的 内 
容 约 为 第 一 版 的 二 分 之 一 @。 

翻译 新 版 的 任务 出 版 社 本 来 是 委托 给 第 一 版 的 详 者 周 奇 先生 的 , 后 因 周 
先生 健康 欠 佳 , 出 版 社 王 超编 辑 希 望 我 能 接替 他 。 商 得 我 同意 后 , 出 版 社 大 约 
””@ 朗 道 在 1962 年 出 车 祸 前 , 参与 了 《力学 》《 场 论 》《 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 ) 》 
《统计 物理 学 I 》《 流 体 动力 学 》《 弹性 理论 》《 连续 介质 电动 力学 ) 等 七 卷 书 的 撰写 ， 
上 卷 本 中 的 另外 三 卷 《量子 电动 力学 》《 统计 物理 学 1》 和 《 物理 动 理学 》 是 他 去 世 后 
由 别 列 斯 捷 蒋 基 、 栗 弗 席 效 和 皮 塔 耶 夫 斯 基 合 作 摆 写 的 . 

@ 考虑 到 新 版 将 原来 的 电磁 涨 落 一 章 的 全 部 6 节 移 到 了 第 九 卷 , 新 版 实际 比 旧版 
多 出 了 32 节 , 为 第 一 版 尚 留 95 节 的 1/3. 
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在 2011 年 左右 把 这 个 任务 转交 给 了 我 , 连同 转 来 的 还 有 周 先 生 已 译 出 的 少量 
译 稿 。 因 我 当时 正在 主持 物理 学 史 名 车 《20 世纪 物理 学 》 的 翻译 , 故 接 到 这 一 
任务 后 末 能 立即 开始 翻译 , 直到 2016 年 底 才 将 本 书 的 译 稿 完成 , 于 2017 年 初 
将 译 稿 交 给 出 版 社 。 译 稿 交 稿 后 , 王 超编 辑 利 用 朗 道 集结 号 微 博 和 微 信 公布 
了 部 分 译 稿 , 广泛 征求 读者 意见 , 同时 将 译 稿 发 给 了 几 位 专家 审阅 , 得 到 了 他 
们 及 时 、 认 真 的 反馈 。 根 据 读者 和 专家 们 反馈 回来 的 意见 ,我 又 对 译 稿 做 了 最 
后 修改 。 

这 个 中 译本 是 在 周 奇 先生 原 译本 的 基础 上 , 按 2005 年 的 俄 文 第 四 版 重 
新 译 出 的 , 翻译 时 参考 了 由 J. B. Sykes, J.S. Bell 和 M.J. Kearsley 翻译 的 英 译 
本 巴 。 周 奇 先生 的 原 译本 无 论 在 科学 性 和 文字 表达 上 均 下 了 大 功夫 , 我 有 幸 
得 以 借鉴 , 获 益 良 多 , 大 大 减轻 了 此 次 重 译 的 难度 。Sykes 等 人 的 英 译本 则 对 原 
著 的 数学 公式 进行 过 认真 核对 , 纠正 了 原 书 中 的 一 些 错 误 , 中 译本 采用 了 他 们 
的 结果 。 可惜 的 是 迄今 为 止 发 行 的 英 译本 均 为 按 俄 文 第 二 版 译 出 的 版 本 , 没 
能 包括 俄 文 修订 第 三 版 中 出 现 的 一 些 新 内 容 。 由 于 书 中 出 现 了 约 250 位 各 国 
物理 学 家 的 姓名 且 其 中 约 有 80 多 位 俄罗斯 物理 学 家 , 为 了 读者 方便 , 我 借鉴 
本 教程 第 六 卷 《 流体 动力 学 》 的 译 者 李 植 教授 的 做 法 , 编制 了 一 个 人 名 索引 ， 
并 在 俄语 姓名 后 附 上 其 拉丁 字母 拼写 , 以 便 不 懂 俄 语 的 读者 参考 。 

借 本 书 出 版 之 机 ,我 要 感谢 对 译 稿 提出 修改 意见 的 诸位 同行 们 ,他 们 的 意 
见 帮 助 我 改正 了 原 译 稿 中 的 不 少 错误 和 遗漏 , 对 译文 的 质量 提高 大 有 神 益 。 

首先 要 感谢 北京 大 学 力学 系 的 李 植 教授 , 他 认真 审阅 了 第 八 章 磁 流 体 动 
力学 的 译 稿 , 提出 了 中 肯 的 修改 意见 , 并 对 全 书 的 序言 译文 做 了 修改 。 

特别 感谢 北京 师范 大 学 物理 系 裴 寿 贸 教 授 和 中 国 科学 院 半 导体 研究 所 姬 
扬 人 研究 员 , 他 们 通读 了 全 部 译 稿 , 逐 页 标 出 了 修改 意见 , 并 对 照 英 译本 指出 了 
译文 中 的 误 译 、 漏 译 之 处 , 为 保证 译文 的 质量 做 出 了 可 贵 的 努力 , 姬 扬 同 志 还 
对 应 当 使 用 的 公式 书写 格式 等 技术 问题 提出 了 建议 , 实 属 难得 。 

需要 特别 感谢 的 还 有 邹 嘉 骅 先生 ,除了 对 译文 提出 才干 修改 意见 外 , 他 认 
真 地 核对 了 全 书 16 章 的 数学 公式 , 指出 了 一 些 公式 存在 的 错误 , 殊 为 不 易 。 

对 译文 审核 付出 最 大 精力 的 是 南京 大 学 物理 学 院 鞠 国 兴 教授 , 他 花 了 大 
半年 的 时 间 , 以 英 译本 为 基础 对 译文 进行 核对 。 如 果 发 现 译文 与 英 译本 出 人 
较 大 , 则 通过 翻译 软件 查看 俄 文 原版 , 乃至 查阅 文献 , 以 判断 是 否 有 误 。 他 几 
乎 是 逐 字 逐 句 地 对 全 部 译文 包括 两 个 索引 做 了 审核 , 并 且 对 部 分 公式 重新 推 
导 以 核对 正 误 , 提出 了 数 百 条 具体 修改 建议 。 他 的 无 私 付出 使 得 译文 质量 得 
到 较 大 提高 , 他 这 种 认真 负责 精神 令 人 感动 , 在 此 我 谨 对 他 致 以 由 囊 的 感谢 。 

© Landau and Lifshitz. Electrodynamics of Continuous Media. 2nd edition. New York: 
Pergamon Press ,1984. 
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最 后 , 我 要 感谢 本 书 的 策划 和 责任 编辑 王 超 同志 ,感谢 他 对 本 书 出 版 的 持 
续 努 力 、 对 译文 核对 的 一 丝 不 苟 及 惊人 的 细心 和 了 耐心。 自从 2009 年 认识 他 以 
来 , 我 亲眼 目睹 了 这 位 青年 科学 编辑 的 成 长 和 逐步 成 熟 , 深 为 他 取得 的 成 绩 感 
到 高 兴 。 他 不 仅 主持 了 朗 道 - 栗 弗 席 兹 教程 系列 的 出 版 , 而 且 策 划 了 《 汉 译 物 
理学 世界 名 著 》 系 列 的 出 版 , 为 全 国 爱 好 物理 学 的 读者 奉献 了 丰盛 的 精神 食 
粮 。 

随 着 本 卷 的 出 版 , 高 等 教育 出 版 社 2006 年 开始 的 翻译 全 套 十 卷 朗 道 - 栗 
弗 席 兹 《 理论 物理 学 教程 的 宏伟 计划 终 告 完成 ,能 为 这 件 功德 无 量 的 工作 稍 
尽 绵薄 之 力 , 本 人 深 感 荣幸 。 然 而 , 受 专业 知识 和 语言 能 力 的 限制 , 深 知 译文 
中 必定 会 存在 各 种 问题 和 错误 , 恳切 地 和 希望 各 位 读者 发 现 后 能 及 时 通过 朗 道 
集结 号 微 博 或 微 信 指出 , 以 便 再 版 时 加 以 修正 。 

就 在 本 书 即 将 付 梓 之 时 ,我 们 得 悉 周 奇 先 生 已 于 两 年 前 去 世 , 但 愿 本 书 的 
出 版 能 告慰 他 的 在 天 之 灵 。 


刘 寄 星 
2019 年 6 月 16 日 于 北京 西 三 旗 


《 汉 译 物理 学 世界 名 著 ( 暨 诺 贝 
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